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12. Théoréme 8. Si une fonction continue @, transforme un
sous-ensemble fermé A d’un espace compact M tel que dim (M —A)<<n
en sous-ensemble d'un espace N séparable et localement conmexe en
dimensions < 2n, alors Vensemble NY(A, ¢, est localement connewe
en dimensions << N.

Démonstration. Soit / une fonetion continue transformant
8: (ot k<<n) en un sous-ensemble de NY(4,p,). A chaque yesS,
correspond alors, comme valeur de f(y), un prolongement <p”eNM
de la fonction ¢,. En tenant compte de la continuité de f, on ob-
tiendra donc une fonetion continue transformant le sous-ensemble
fermé E=Mx8,+AXH,y de l'espace MXH,is en un sous-en-
semble de N, si I’on pose:

pour tout rxeM et yelSh
pour tout ved et y=Hjp..

v (@ y) = 9,(@)
v(z, y) = ¢o(2)

Soit maintenant ¢f une fonetion appartenant & N™(4, ).
En posant

Yol ¥)=gf (2) pour tout  (z,y)e R,

on obtient une fonction w,eN”. La fonction

vi(@,y)=9i®)  pour tout  (x,y)e MXH

constitue un prolongement de v, sur Pespace M XH,.; tout entier.
Or, dans le cas ol les valeurs de la fonction f sont situées dans un
entourage suffissmment petit de ¢f, la fonction vy différe de Y,
aussi peu que l'on veut. Il en résulte, d’aprés le lemme du Nr. 11,

Vexistence d’un prolongement w*e N MXH de ¥ dont la distance

de v, est plus petite qu’un nombre positif donné d’avance, c. q. f. d.
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Sur une décomposition du segment en plus que 2%
ensembles non mesurables et presque disjoints.

Par
W. Sierpinski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer & Yaide du théoréme
de M. Zermelo ce

Théoréme. Il existe une famille de puissance > 2% @’ensembles
non mesurables situds dams UVintervalle J=[{0<ax<{1], deux & deux
presque disjoints 1), de mesure extérieure 1 et partout de II-iéme
catégorie dans J.

La démonstration que j’en vais donner ici ne fait pas 'usage
de Phypothése du continu. Or, si 1’on admet cette hypothése, le
théoreme devient une conséquence immédiate d’une proposition que
j'ai démontrée antérieurement 2).

Démonstration. Soit @ le plus petit nombre ordinal de
puissance 2%. Il résulte du théoréme de M. Zermelo l’existence
d’une suite transfinie du type ¢

(1) Bty B2y X3y oevy Loy Tty oy Ty oo (§<‘P)

formée de tous les nombres de l'intervalle J.

1) Deux ensembles A et B sont dits presque disjoints, si 'ensemble A.B
de leurs éléments communs est' de puissance inférieure & celle de A et de B.

2) Fund. Math. t. XIII (1929), p. 195—200. C’est la proposition suivante:
Si 2N=p,, il existe une décomposition de Vintervalle J=[0<z<1] en 228 oy
sembles qui sont de mesure extérieure 1, de II-idme catégorie dans tout sous-inter-
valle de J et qui n'ont deur & deuxs qu'un ensemble au plus dénombrable de points
communs (cf. aussi mon livre ,Hypothése du continu”, Monografje Matematyczne
t. IV, Warszawa—Lwéw 1934, p. 127).
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La famille I" de tous les G5 de mesure <1 situés dansJ étant
de puissance 2%, il existe une suite transfinie du type ¢, '{ng}s. »
formée de tous les ensembles de la famille I'. Pareillement, la fa-
mille ® de tous les ¥, situés dans J et qui ne sont pas partout de
II-idme catégorie dans J étant de puissance 2% il existe une suite
transfinie du type @, {@, +1}os§<:¢’ formée de tous les engembleg
de la famille 6. )

Comme on sait1), le théoréme de M. Zermelo implique aussi
existence d’une famille F de puissance 2% d’ensembles disjoints
situés dans l'intervalle J et dont chacun admet au moins un point
commun (done 2% points communs) avec tout ensemble parfait
(non vide) situé dans J (et par conséquent est lui-méme de puis-
sance 2%). Il existe donc une suite transfinie du type ¢, {.EE}_,_(/‘,
formée de tous les ensembles de la famille F. a

Je dis que l'on a

(2) E,—Q,=2% pour a <.

En effet, si a=2£ on a m(Q.) <1 et il existe un ensemble
parfait P tel que PCJ—Q. Or, comme E,cF, on a E,P=2%.

D’autre part, comme P(CJ—@. et E.CJ, on trouve
E.PCEo(J—Qs)=E.—Q.. L'engemble H,—¢, contient donc un
ensemble de puissance 2%, d’olt la formule (2).

De méme si a=2f{41, D'ensemble Q. n'est pas partout de
II-iéme catégorie dans J; il existe donc dans J un intervalle ¢ dans
lequel @. est de I-e catégorie. Par conséquent, 0—@, contient un
sous-ensemble parfait P. On a donc PCJ—@, d’oit Pon déduit,
comme plus haut, la formule (2). '

Désignons maintenant par @, la famille de tous les ensembles
ECJ tels que k

ﬁw = pour a<g@.

Ghique ensemble de la famille ‘(DO est évidemment de puis-
sance 2™ (puisque les ensembles E, ol a<Cp gont disjoints) et ne
cgontlel_lt aucun sous-ensemble parfait (puisque EF,=1 et F, admet
2™ points communs avec tout sous-ensemble parfait de J); il est
par conséquent de mesure intérieure nulle.
1).Vc')ir“ N . Lus}n et W. Sierpinski, Sur une décomposition du continw
en une :mfzmte-non‘dmwmbmble d’ensembles non mesurables, C. R. Paris . 165;
of. aussi W. Sierpinski, Bull. Acad. Cracovie 1918, p. 150—151.
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Ceci établi, nous allons démontrer le suivant

Lenvme. 8i OC @, et O<LLY, il existe dans la famille O, un
ensemble E presque disjoint avee tout ensemble de O, de mesure
extérieure 1 et partout de II-iéme catégorie dans J.

Démonstration. Comme ﬁgzm, il existe une suite trans-
finie du type ¢, {H;.,, formée de tous les ensembles de la famille @
(répétés au besoin 2% fois, si O<2%). ,

Nous définirons Pensemble BF={p:}s, par Pinduction transfinie
comme il suit.

Soit p, le premier terme de la suite (1) qui appartient & Pen-
gsemble F,. Etant donné un nombre ordinal a, olt 1< ae<p, supposons
définis tous les points p,, olt §<e. Les ensembles H: (5<<¢) appar-
tenant & la famille @, on a

H:E.=1 powr £<g,
done (d’aprés « < ®)
ﬁ;‘:E« < 2}:“’

ce qui donne d’apres (2)

Ba—(Qu+ X H) %0,

<

Soit donc p. le premier terme de la suite (1) tel que

(3) anEu‘_(Qa +:§;H5)
Je dis que ’ensemble E={p_}, < satisfait 4 la thése du lemme.

En effet, comme p,e#;, on a d'aprés (3) p.eB.(J pour
e<<p, doli, les ensembles H, (a< gp) étant disjoints, ECJ et
EF.=1 pour a<gp, ce qui prouve que l’ensemble E appartient
4 la famille @,

Soit H un ensemble de la famille @: il existe donc un nombre
ordinal u<<g, tel que H=H,. D’aprés (3), on a p.noneH, pour a>u,
de sorte que la formule p.eH, ne peut se présenter que, peut étre,
pour les nombres ordinaux a<(u dont ’ensemble est de puissance

C<<n<<2™ (puisque u<<p). Ona done ﬁil<2x", ce qui prouve (vu

que ﬁ:fj «=2%) que les ensembles E et H, sont presque disjoints.

Fundamenta Mathematicae, T. XXVIIL. 8
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Supposons maintenant que m.(H)<l. Puisque ECJ, il exi-
sterait alors, comme on sait, un Gs, soit @, tel que ECQCJ et
m(@)<1. On aurait done Qel' et il existerait par conséquent un
nombre ordinal A< tel que @=@x. Or, d’aprés (3) on a pPoznoneQyy,
ce qui est incompatible avec E(C @=@22. On a donc m,(B)=1
et, comame m;(E)=0 (puisque FeD,), 1’ensemble F est non me-
surable L. '

Supposons enfin que I’ensemble F ne soit pas partout de II-idme
catégorie dans J. Il existerait alors un F,, soit @, ot BCQCJ et
qui ne serait pas partout de II-iéme catégorie dans J. En effet,
E n’étant pas partout de II-iéme catégorie dans J, il existe un
intervalle dCJ tel que E est de I-e catégorie dans d, c. & d. que
Bo=M,+My4Mz+... ot My, My, M,,... sont des ensembles
non-denses dans J; on aurait done EC(J——6)+]I_[-1+J_I‘.’[2—I~JI73—|—...
o J—0J est évidlemment un F, et les autres sommandes sont
fermés comme des fermetures des ensembles M, My, My, ...

En posant done (J—6) + My + M, +...=Q, on aurait Q0
et ECQ.

Or, Qe 6 implique V’existence d*un nombre ordinal 2, 0CA<e,
tel que Q=Qu+1- D’aprés (3), on trouve done Py RON €Q,, 4y Ce
qui est incompatible avec la formule B CO=0Q211.

L’ensemble E est donc partout de Il-idme catégorie dans J,

Le lenime étant ainsi établi, soit 2%—g,. Nous définirons par
Pinduction transfinie une suite du type Wity (Nelee o, , A’ensembles
de 1a famille @, comme il suit. y+1

Soit N, un ensemble quelconque de la famille D, et 0<<a<<wyyy
Supposons définis tous les ensembles N, ¢ (de la famille @) pour é<a.
Leur famille 0={N sheo @8t de puissance, <%,=2%, puisque Wy,
L'application du lemme & la famille & donne un ensemble ¥ que
nous désignerons par N.,. |

Or, on voit sans peine que les ensembles N ay OU 1<<a<wyyq,

formfsnt une famille (de puissance Rp+1>8,=2"%) qui satisfait aux
conditions du théordme.

icm

Sur les suites transfinies finalement disjointes.
Par
W. Sierpinski (Warszawa).

Etant données deux suites transfinies (aux termes quelconques)
du type ordinal ¢ de seconde espéce, {ag}g <p 6 {bg}§ <y DOUS dirons
qu’elles sont finalement disjointes, §'il existe un nombre ordinal p<Cp
tel qu’on ait

a0, pour u<<E<gp et p<n<e.

Théoréme. m = x,=8, dant un nombre cardinal quelconque,
il existe une famille @ de puissance R.r1 formée de suites tramsfinies
du type v, de nombres ordineum croissamts < w., finalement disjointes
deux & deuw.

Démonstration. 1) «=0. Soit

1y Poy Ty oor
une suite infinie contenant chaque nombre rationnel une infinité
de fois. Pour tout nombre réel z, il existe — comme on voit sans

peine — une suite infinie croissante de nombres naturels 7y, %,, 73 ...

telle que :
lim r,, =a.
koo K

Choissons une telle suite S(z) pour tout x réel. On montre
aisément que si o=y, les suites S(x) et S(y) n’ont qu'un nombre
fini (ou nul) de termes communs; elles sont donc finalement dis-
jointes. La famille de toutes les suites S(z), pour @ réels, en tant
que de puissance 2%, contient une sous-famille @ de puissance X,

qui répond & la thése du théoréme.
8*
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