Sur l'uniformisation des ensembles fermés.
Par

Stefania Braun (Warszawa).

Un ensemble plan F' est dit (suivant M. Lusin?®)) uniformisé
au moyen d’un ensemble QCF (relativement & l'axe 0X), si toute
paralléle 4 1’axe 0Y quirencontre F rencontre  en un et un seul point.

Théoréme 1. Tout ensemble plan fermé peut étre uniformisé
au moyen d’un ensemble Gs.

Démonstration. Soient: F un ensemble plan fermé, D une
droite parallele & I’axe 0X, F, ’ensemble de tous les points de F
qui sont sibués sur la droite D ou au-dessus et F, celui de tous les
points de F qui sont situés sur D ou au-dessous. Lies ensembles
F, et F, sont donc fermés et ‘

1) F=F,+F,.

Désignons respectivement par @, et ¢, l’ensemble des y-mi-
nima?) de F, et celui des y-maxima 2) de F,. Les ensembles @, et Q,
sont donec des G5 3).

') Cf. N. Lusin, Sur le probléme de M. J. Hadamard duniformisation des
ensembles, C. R. Acad. Se., vol. 190 (1930), p. 349—351 et Sur le probléme de M.
Jacques Hadamard duniformisation des ensembles, Mathematica, vol. IV (Cluj 1930),
p- 59; cf. aussi W. Sierpinski, Sur Vuniformisation des ensembles mesurables (B)s
Fund. Math. XVI (1930), p. 136.

?) selon de terminologie de M. 8. Mazurkiewicz, Sur une propriété des
ensembles O(4), Fund. Math. XI, p. 172,

%) Cf. W. Sierpinski, Sur une question concernant les ensembles analytiques
plans, Fund. Math. XI, p, 294,
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Soient Py et P, les projections sur axe 0.X de @, et @, respecti-
vement. L'ensemble des ordonnées de points de F, étant borné in-
férieurement et celui de ¥, supérieurement, P; coincide avec la pro-
jection de F, et P, avec celle de F, sur I’axe 0X. Les ensembles

P, et P, sont donc des F's, ainsi que I’ensemble E[weP;]. L’en-
(x,p)
semble @Q;—XE[zeP;], comme différence d'un Gs et d’un F,, est
(, ) .

donc un @s;. Posons

(2) : Q=0+ (szg)[mel’ﬂ)-
Comme somme de deux Gs, € est done un G;. Comme
QCECF et Q;CF,CF, ona QCF.
Je vais montrer que F est uniformisé par @ relativement,
4 Paxe 0X. .
En effet, si x,¢P,, la droite z=u, contient exactement un
point de @, et aucun point de Qg——(EgmePl], done, en tout, un
X U,

point de Q. Si =z e P,—P,, cette droite ne contient aucun point
de @, et elle rencontre @, exactement en un point. Or, puisque
x,noneP;, ce point apparient & Qg—(E)[m eP;], donc & Q.

£y

En résumsé, si z, appartient & P,+P,, c. & d. & la projection de F
sur 0X, la droite z=um, rencontre le sous-ensemble @ de F précisé-
ment en un point, e. q. f. d.

Théoréme 2. Il existe un ensemble plan fermé F qui me peut
étre uniformisé par aucun ensemble F.

Démonstration. Soient:
1) 1y gy Tay wen

la suite de tous les nombres rationnels de ’intervalle 0<Ca<<1 et

oo

. .g e . Y
{e,} une suite de nombres positifs telle que la série an converge
n=1

vers une limite finie.

Soit, pour =0, @(z)=0 et pour 0<<w<<l, ¢(z) la somme des
termes de la suite {e,; dont les indices n,, 7y, 7y, ... remplissent
la condition 7, <z pour k=1, 2, 3,.. Soit, de méme, ¥(x) la
somme des termes de cette suite dont les indices n,, 7, fg ...
remplissent la condition rnk< z pour k=1,2,3, ..
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Je vais montrer que l’ensemble

Fﬁ%@<w<%y=¢@ﬂﬁEP<w<Ly=wWH
‘ SN %y
est; fermé et ne contient aucun Fy qui Puniformiserait (par rapport
a 'axe 0X).

On a, selon la définition des fonctions ¢(x) et Y(w), ¢(z)<<y(x)
ou ¢(x)=y(x), suivant que x est un nombre rationnel ou non de
Tintervalle 0sC2<C1l. En oufre:

S 0<a,<a et lima,—o<1, ona limg(a,)=lmp(@,)=p();

(2) n==00 n=00 n==ca
S1 1>$n>$ et ],]‘_IE.’L'"=Q’,'>O, on a hm90(93:1)=11HITP(09,,)=¢)(:B)_

11 en résulte que F est fermé.

Soitj & présent @ un sous-ensemble de F, l'uniformisant par
mpp.ort 4 l'axe 0X. Or, comme F admet par définition sur chaque
verticale x=r, exactement deux points, dont I'un appartient & @,
et sur cha.que. verticale d’abscisse irrationnelle un point au plus
qui appartient & @, I'ensemble F—@ est dénombrable. "

‘ En désignant done par R Pensemble des points de F—¢@ d’ab-
seisse 0<w<1, R est également dénombrable. ’
‘ En outre, E est dense en soi, Considérons en effet un point
P=(20) Yo) de R. Alors zy=0, n,31 et y,=y(a,) ou bien yo=1(z,).

Si yo=0(z,), soit {rnl} une suite de nombres rationnels entre 0
et 2, qui converge vers z, Une telle suite existe, puisque w,>0.
Soit p,i:(rni, Y;) celui des deux points de F' d’abscisse 7, qui ap-

t- Y . o " : l
?arllin; a Rd Alors yz_—(,c(fni) ou bien y@-=w(m1) et Ty, <%, pour
1=1,2,3,...; zo=Limr } i
) , ,. ; de plus x, Egani, d’ont en vertu de (2) liggi’/i:q’(wﬂ);%o

one Elzrgp,-::p et, comme 7‘nﬁ:”m ona pigEp pour i=1,2,3,...
Si yo=1(x,), soit {rn[}- une suite de nombres rationnels entre z, et 1

qui converge VIS . Une telle suite existe, puisque Ze<<1l. Soit
Pi=(Tn,s ¥;) celui des deux.points d. I’ensemble F d’abscisse 7 qui
" . g ?li
appartient & R. Alors Y,=¢(x;,) ou bien y=uy(z,) et T =%, pour
i=1,2,3,..; 8 i i, :
=123 en méme temps ¥ﬂrni=m0, d’ofi, en vertu de (2),

lm g =y (z,)= i =
o Y=y (z)=y, et }233 p,=p. Comme Tni:i:wo pour =1, 2,3, ...,
on & pAp pour i=1,2 3,.. Ainsi R est dense en soi.
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Qr, en supposant que @ puisse étre un F,, I'ensemble F—Q,
done aussi ensemble R, serait un Gs. Cependant un Gs dense en
soi ne peut pas étre dénombrable.

Remarque 14). On peut prendre comme 'ensemble F' la fer-
meture de limage géométrique dune fonction (croissante) quel-
conque de variable réelle qui admet un ensemble dénombrable de
points de discontinuités dense dans tout intervalle. P. ex. on peub
poser (Bt désignant le plus grand entier ne dépassant pas 1):

. o ? - '
F=E[0<z<1,y=2 Bnz/2"].
CF) N n=1

Remarque 2. Par une légére modification de la définition
de R, on peut établir l’impossibilité d’une uniformisation (relative
3 DPaxe 0X) au moyen dun F, — aussi pour I’ensemble fermé F
composé des points (z,y) tels que I<or<<l eb p@)<Cy<<y (o).

Théoréme 3. Tout ensemble plan F, peut ére uniformisé aw
moyen d'un ensemble Gsq.

Chaque F, s’obtenant par P'addition dénombrable des ensem-
bles fermés, le passage du th.1 au th. 3 peut s'opérer par le méme
procédé qui a été employé par M. Lusin pour démontrer deux
théorémes suivants:

1) Tout ensemble plan mesurable (B) qui est coupé par chaque
paralléle & Vaxe 0Y en une infinité au plus dénombrable de points
peut étre uniformisé relativement & Paze 0X par un ensemble mesu-
rable (B) ).

2) Tout ensemble analytique plan qui est coupé par chagque pa-
ralléle & Paxe 0Y en une infinité au plus dénombrable de points peut
dtre unmiformisé relativement & Uawe 0X par une différence de deux
ensembles amalytiques ®). :

1) Cette remarque est due & M. W. Sierpinski.
5) Cf. N. Lusin, Sur le probléme de M. Jacques Hadamard duni, ormisation

des ensembles, Mathematica, vol. IV (Cluj 1930), p- 60—61.
¢) ibid. p. 62.
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Quant aux ensembles mesurables (B) des autres clagses, nous
savons que chaque ensemble plan mesurable (B) peut éire uniformisé
par un complémentaire analytique, et gu'il ewiste des G5 plans, méme
parmi les images de fonctions y=7F(z) de I-¢ closse de Bmire7de va-

riable réelle, qui ne pewvent étre uniformisds relativement & Vave 0V par
aucun ensemble analytique 7).

7) Cf. W. Sierpifiski, Sur Puniformisation des ensembles mesur
Fund. Math. XVI, p. 136—40 et N. Lusin, Sur le probléme de M..Ja:qb;;i ga)’
damard d’uniformisation des ensembles, Mathematica, vol. IV (Cluj 1930) 60‘
Sur les points d'unicité d'un ensemble mesurable (B), C. R. Acad. Sc V;)lp’189’
p- 423 et Sur les ensembles analytiques, Fund.. Math. X, p. 65.' ! . '
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Uber stetige Abbildungen eines Elementes.

Von
Julia Rézaniska (Moskan).

Unter den stetigen Abbildungen eines kompakten metrischen
Raumes auf ein Element spielen die sog. wesentlichen Abbildungen
eine sehr wichtige Rolle, da sie mit der Dimension und anderen
Homologie-Begriffen eng verbunden sind. Die Fragen der Homotopie
sind dagegen mit den stetigen Bildern eines Elementes verknipft.

Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Theorie der Homo-
logie- und Homotopie-Membranen und der dazugehorigen stetigen
Abbildungen.

Das Hauptresultat besteht in dem Homgomorphie-Satze (§ 3),
der besagt, dass eine drreduzible nulldimensionale auf dem Rande
eineindeutige Abbildung eines Elementes auf eine unverzweigte Homo-
topie- Membran ein Homdomorphismus ist.

Man versteht dabei unter einer wnverzweigten Homotopie-
Membran ein stetiges, aunf dem Rande eineindeutiges Bild eines
Flementes derart, dass jeder nicht auf dem Rande liegender Punkt
dieses Bildes durch eine sphdroidale!) Menge fiir jedes ¢>0 e-aus-
gesondert werden kann. )

Der Satz bildet in einem gewissen Sinne eine Charakteristik
des nm-dimensionalen Elementes, die aber Einschrinkungen nicht
nur auf die Struktur des Bildraumes, sondern auch auf den Cha-
rakter der betrachteten Abbildung zulisst. Fir n=2 fallen diese
Einschrinkungen ab und man enthilt eine neue Charakteristik der
Kreisscheibe, als einer unverzweigten Homotopie-Membran (§ 4).

1) § ist sphdroidal, falls fir jeden Punkt zeS eine Umgebung Ux(CS
existiert derart, dass S(C Uy ein absoluter Retrakt ist (K. Borsuk, 0 zagad-
nieniu topologicznego scharalteryzowania sfer euklidesowych, Wiadomosei Mate-
matyczne, Warszawa 1934, polnisch).
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