Sur l'équation fonctionnelle ¢g(x)=/fop(x).
Par

Stefania Braun (Warszawa).

Dans son travail Sur les fonctions dépendantes '), M. W, Sier-
pinski a établi, entre autres, une condition nécessaire et suf-
fisante que doivent remplir deux fonctions données f(x) et g(x) de
variable réelle, pour qu’il existe une fonction de variable réelle ()
qui remplisse Péquation ¢(x)=¢f(x).

En assujettissant les fonctions données f(x) et ¢(x) & certaines
conditions supplémentaires (telles que continuité, représentabilité au
sens de Baire, mesurabilité (L)), M.Sierpinski en a déduit la pos-
sibilité ou l'impossibilité de certaines propriétés de la fonction ¢(z).

L’article présent est consacré aux problémes tout-a-fait analo-
gues, mais concernant l'équation fonctionnelle

1) g(@) = f p(x).

Toutes les fonctions considérées dans la suite seront des fone-
; \ . , .
tions d’une variable réelle qui ne prennent que des valeurs réelles.

:l'ermes et notations. & désigne I'ensemble de tous les nombres réels,
E [] ensemble de nombres réels satisfaisant & la condition entre crochets. Etant

X

d,onne un ensemble XC{:’ et une fonction f{x) de variable réelle, f(X) désigne
t.ensemblt? des va,l,eurs prises par f(x) sur X (& distinguer de 1image de la fone-
ion f, ¢. & d. de Uensemble des points (x,y) on weX ef y=f(w)). f(x) étant une

fonetion biunivoque, f'(z) en désigne Ja fonction inverse (Aéfinie par consé-
quent seulement pour zejf(&)).

1) ce volume, p. 66.
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Théoréme 1. Biant donné deux fonctions queleonques f(ix) et g (),
pour qu’il existe une fonction @(x) satisfaisant & Uéquation (1), i fout
et 1l suffit que

() ' g(8)C (&)

Démonstration. La condition étant évidemment nécessaive,
il reste & en établir la suffisance.
Définissons d’abord une fonection y(x) satisfaisant & la condition:

(2) Si xef(8), ona fy(r)==a

Une telle fonction existe, quelle que soit la fonction f(x). Pour
Pobtenir, il suffit 1° de choisir comme p(y) un nombre arbitraire
dans chaque ensemble &,=E[f(x)=y] correspondant & un nombre

réel yef(8), c. ad fzmiform;ser 2) Dimage de la fonction f(z) rela-
tivement & laxe 0Y et traiter Pensemble ainsi obtenu comme
l'image de la fonction y(y) définie sur 'ensemble f(8), 20 de poser
p(y)=0 pour yes—f(&).

Soit maintenant
(3) plr) =ypg(r).
Pour tout xe8, on a alors, selon (s), g(x)ef(8), donc, d’apres (2),
fug(x)=g(x), Ao, selon (3), fe¢(x)=g(x), de sorte que la fon-
ction @(x) satisfait & I’éguation (1).

Corollaire 1. Si les fonctions f(x) et g(x) satisfont a la con-
dition (s) et la fonction f(x) est biunivoque, il exisie ewactement wune
fonction @(x) satisfaisant & Véquation (1).

11 suffit de faire correspondre & tout zeé& un nombre réel p(z)
satisfaisant & (1). Un tel nombre existe en vertu de (), et il est
unique par suite de la biunivocité de la fonction flx).

Corollaire 2. 8i la fonction f(x) est biumivoque et f(&)=6,
la fonetion
) g(x)=1"g()
est, quelle que soit g(x), la seule fonction satisfaisant & Déguation (1).

En effet, la fonction (4) est alors définie pour tout ze8, d’ou

identiquement fqn(m)sﬁ"g(:v):g(m), c. & d. que g@(x) remplit
Péquation (1). En outre, elle est unique en vertu du corollaire 1.

) Cf. N. Lusin, Sur le probléme de M. Jacques Hadamard d'uniformisation
des ensembles, Mathematica IV (Cluj 1930), p. 59 ou C. R. Paris 189 (1930), p. 349.
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Lenvme 1. Si

10 la fonction f(x) est comtinue,

29 Vensemble ]f[f(x)::y] est, pour tout yef(8), borné i%je’;
rieurement (supérieurement ),

30 al wexiste dans & aucune swite {wy} divergente vers — oo (Fo0)

et telle que la suite {f(x:)} comverge vers un nombre de 7(8),
la fonction

(5) ) =it Bifz)=y]  (py) = sup B [f(z)=y))

définie sur Vensemble f(8), est semicontinue inféricurement (supérieu-
rement) sur cet ensemble.

Démongtration. Soient:

(6) Yoef(&), y,ef(8) pour k=l,2,3,... et yozlimg/k,
o0

(7) Z,=p(Yy,) pour k=l1,2,3, ...
On a done d’aprés la définition de la fonction p(x):
(8) f(wk) =Y,
. .

dou,l‘ selon (6), }E}E f(@x)=y,€ef(6). On en conclut en vertu de 3¢

que la suite {z,} est bornée inférienrement.
Soit :

pour k=I,2,3, ..,

(9) 8y = lim inf z,
. m i

et {zx) une suite partielle ﬁglle que Zo=lim x,; il en résulte, la
fonction f(x) étant continue, que f(x,) :Diimf(wki)=lim Yr =1,
d’ou, selon (5), y(y,)<z, et d’apreés (9) et (l:;‘)’: el
(10) ¥(Yo) < lim inf y(y,).

Ainsi (6) entraine (10), ec. q. f. d.
" 1‘het0'réme 2. 8, la condition (
sont continues et f(x) satisfait en outre oux conditions 10, 20 e 39,

cOntW, ue WH 67 Leur 87736‘771 (.S' l‘peT 1eut 6"2«@%t)- ( )

8) dlant satisfaite, f(z) et g(x)
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Démonstration. Soit w(x) la fonction définie par la for-
mule (5). D’aprés (s), la fonction

(11) p(z) =yg(x)

est définie pour tout red et fyly)=y pour tout yef(8), done i plus
forte raison pour tout yeg(8). Il en résulte que 'on a fo(zr)=
=fyp(g())=g(x) pour tout xes, c. & d. que la fonction ¢(z) satisfait
A Péquation (1). La fonction g(z) étant continue et la fonction y(y)
semi-continue inférieurement sur f(8), donc aussi, d’aprés (s), sur
g(8), la fonction (11) est semi-continue inférieurement. "

Théoréme 3. Il existe deux fonctions continues f(x) et g(»)
satisfaisant & (s) et powr lesquelles il n’existe aucune fonction con-
tinue @(x) remplissant Uédquation (1).

Démonstration. Soient: g(r)==z et f(x) la fonction définie
par les conditions: :
pour x<0,

X
(12) f(ac):l 0 pour 0<La<1,
l r—1 pour 1<uz.
Les fonctions f(x) et g(x) sont continues et, d’aprés f(&)=8,
satisfont & (s). Or, si ¢(x) remplit équation (1), on a selon (12)
(w)—[ x pour x<0,
LA RS pour x>0.

Le point =0 est done un point de discontinuité de la
fofiction ¢(x).

Lemme 2. 8i f(x) est une fonction continue, il existe une fon-
ction w(x) définie sur f(8), de classe <1 de Baire sur cet ensemble
et qui satisfait & Uéguation

(13) fylx)=w pour xef(6).

Démonstration. Soit I, lintervalle —n<z<{n. Par suite
de la continuité de f(z), l'ensemble I,-E[f(x)=y] est fermé, borné

et non vide pour tout yef(I,). Par conséquent, la fonction
(14) yu(y) = int I B[f(@)=y]
est définie dans Pensemble f(I,) et on a

(15) feay)=1y pour tout yejf(In).
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Soit, pour yef(8), ny le plus mpetit nombre naturel n tel que

yef(Ly). Un tel n, existe, car &=} I,.
n==l1

Posons
(16) p(y) = f,uuy(:!/) pour yef(8).

La fonction y(y) coincide donce sur 'ensemble f(I,) avec i (y)
et, pour #%=2,3, .., sur les ensembles f(I,)—f(L.1) avec w,(y).
Or, les fonctions w,(y) sont d’aprés le lemme 1 semicontinues in-
férieurement sur f(I,) pour n=1, 2, ..., donc¢ en particulier sur les
ensembles f(L,)—f(l,—1) olt =2, 8, ... Par suite de la continuité
de f(x), Pensemble f(I;) est fermé et les ensembles f(IL,)— f(L,—q)
sont des F,. Par conséquent, la fonction (y) est de classe <1 de
Baire %) sur f(&). En outre, d’aprés (16) et (15) elle satisfait & Péqua-
tion (13), ¢. ¢. f. d.

Théoréme £, 8i, la condition (8) étant satisfaite, la fonction f(x)
est continue et la fonetion g(x) est de classe <o de Baire, il existe une
fonetion de classe <a+1 de Baire remplissant Déquation (1).

Démonstration. Soit p(x) la fonction définie par les formules
(14) et (16). Daprés (s), la fonction g¢(xz)==yg(x) est définie pour
tout zeé. La fonction g(x) étant de classe <a et la fonction v (z)
de classe <1 sur f(8), donc aussi de classe <1 sur ¢(&)CF(8),
la fonetion ¢ (x) est de classe <a+1 de Baire4). La fonetion v (i) rem-
plissant Péquation (13) en vertu dulemme 2, ona f¢(x)=fug(x)=g(x)
pour z €8, de sorte que la fonction ¢ (x) remplit ’équation (1), ¢. q. f. d.

Lemme 3, Pour tout couple d’ensembles analytiques linéaires
(mon vides) A, et A,, il existe une fonction f(x) qui est
1° semicontinue supérieurement (inférieurement ),
20 telle que Pon a
soit f(Blx>0))=4, et f(Blx<0])=A,,
X X

an soit (Blo<0)=4, e [(B[z>0])=4,.

Démonstration. Soit l,<l, olt l,ed, et lye.d, Posons:

Hi= 4,-Elz<l], Hi=A4;-E [a31],
Hi= A4, B [z<b)],

H3 = 4, B [231),

®) C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa—ILwoéw 1933, p. 179 (1V,1).
4} C. Kuratowski, ibid., (ITX).
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Les ensembles HY (ot i=1, 2 et j=1, 2) sont donc analytiques (non
vides) et on a

(18) inf B2 = sup Hi =1, < Iy = sup Hi = inf HY.

Tout ensemble analytique (non vide) est, d’aprés un théorémﬁ:
de M. Sierpinski?®), ensemble des valeurs d’une fonction semi-
continue supérieurement. En particulier, & étant 'image continue
de Dlintervalle ouvert et de la demi-droite fermée, il existe donc
des fonctions semicontinues supérieurement ﬂ(;v) (ot i=1,2 et
j=1, 2) définies respectivement:

fil) sur B[l<a<?2], fi(@) sur ]?[x}Z],

fi(a) sur B[—1<a<0], f3(x) sur F\‘.f[mg—l]

et telles que H soit 'ensemble des valeurs de ﬂ (z). En vertu de (18),
la fonection f(x) définie dans & par les formules:

fi(.r) pour r<—1

f; () pour —1<e<0

flo) =11, pour o<1
I f} () pour 1<e<?

f? () pour r=2

est semicontinue supérieurement dans l'ensemble & tout entier.
De plus:

fB[2=0]) = f(E[0<a<<1]) + f(B1<2<2]) +[(B[z=>2]) =
—AB<e<2)+ fi(2>2) =i+ H= 4,

H(BL<0) = /(B[—1<2<0]) + (Blo< 1) =
' — A(B[—1<a<0]) + A(BLr< —1]) = B} + Hi= 4,

I3

c. ¢q. I d

5) Cf.W.Sierpifski, Les ensembles analyliques et les fonctions semi-continues,
Bull. Int. de IAcad. Pol. Cracovie 1927, p. 697.
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Théoreme 5. 11 cxisic wne fonction continue g(x) e wune fon-
ction semicontinue supérieurement (inférieurement) f(z) dont Ven-
semble des valewrs coincide avec 8 ©), pour lesquelles Véquation (1)
n’est remplie par aucune fonction @(x) rentrant dams la classification
de Baire.

Démonstration. Soit
(19) §=A,+ 4,

une décomposition de & en deux ensembles analytiques tels que,
pour toute décomposition de & en deux ensembles analytiques
é=H,+H, ou H,CA4, et HyC 4, on ait 'inégalité H,-H,=0 7),
Par conséquent 4,0 4,.
I existe donc, en vertu du lemme 3, une fonction f(z) semi-
continue supérieurement et assujettie 4 'alternative (17). Admettons
P. ex. que ¢’est le cas f(l?[m}O]):A] et f(B[z<0])==4, qui se présente.

‘ Soient: g(z)= et p(x) une fonction satisfaisant aPéguation (1).
Désignons par I I'image de la fonction z=gp(y) et posons:

I,=I-E[z<0]

£3/)

(20) I, =1 E)[m>0],

x5y

La fonction 2= g (y) étant univoque, chaque paralléle 4 I’axe 0.X
rencontre I'ensemble I exactement en un point. Par conséquent,
en designant regpectivement par P;(i=1 et 2) les projections de I,
sur Paxe 0Y, on a:

(21) & =2P, + Py,

(22) PP, =0.

¢) 1L en résulte que les fonctions f(xz) et g{(z) remplissent la condition (s).

7) L’existence de la décomposition (19) s’obtient p-ex., en prenant les
coml.)lémentaires de deux ensembles OA disjoints et non séparables B. Cf. N.
Lusin, Sur un principe général de lo théorie des ensembles analytiques, C. R. Aec.
.Sci. vol. 189 (1929), p. 390, Sur les points d'unicité dun ensemble mesurable B
ibid. P 423, Legons sur les ensembles analytiques, Paris 1930, pp. 220, 260 et 263t
1(71.931;551 P.llgivikoff, Sur les jonctions implicites mesurables .B, Fund. Math. 17’
8éptmz;’ lfg' » ib?g'e;.\?;éﬁélerpmskl, Sur deux complémentaires analytiques non
) L’existence de tels ensembles montre que la classe des ensembles analy-
tiques ne satisfait pas & Vainsi dit théoréme de réduction (cf. C. Kurat ovs;ski,

Sur les théorémes de la séparation dans la Théori ‘
103 3 e €p & Théorie des ensembles, Fund. Math. 26
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Si (r,y)el;, on a x=0 et ¢(y)=ax daprés (20), done
y=fo(y)=f(@)ed;, ec & d. :
(23) PCA,.

Pareillement, si (x, y)el,, on a x<0 et ¢(y)=a d’aprés (20),
done y=jfp(y)=f(z)ed, c. & d.

(24) Py(C4,.

Les formules (21), (23), (24) et (22) montrent en vertu de la
définition des ensembles A, et 4, que les ensembles P, et P, ne
sont pas analytiques & la fois. Il en résulte que ¢(x) n’est pas une
fonction de Baire, car dans le cas contraire les ensembles I, et I,
seraient boreliens et, par conséquent, leurs projections P; et P,
geraient des ensembles analytiques. ‘

Remarques. Nous avons établi en méme temps l'existence d’un ensemble
plan I qui est Vimage dune fonction f(x) semicontinue supérieurement (inférieu-
rement) dont Uensemble des wvalewrs coincide avec & et qui me peut étre umnifor-
misé relativement & Vawe 0¥ par aucun ensemble analytique.

En modifiant légérement notre démonstration, on peut démontrer que ce
théoréme subsiste, si I'on y remplace les mots ,semicontinue supérieurement*

~ par ,définie et continue sur I'ensemble des nombres irrationnels®.

Notre démonstration n’est d’ailleurs qu'une modification du raisonnement
par lequel M. Novikoff a établi Pexigtence d'un I borelien dont la projection
sur I’axe 0Y est un segment et qui présente la méme impossibilité d’uniformi-
sation 8).

Théoréme 6. Il existe une fonction continue g(x) et une fon-
ction f(x) mesurable (L) dont Pensemble des valeurs coincide avec &,
pour lesquelles Véquation (1) n’est remplie par aucune fonction ¢(x)
mesurable (L). :

Démonstration. Soit sur Paxe 0X

M= M,+ M,+ M,
ou

M,CE2>0], M,CB[2<0],  MCé— (M+My),

ﬁ1=ﬁ2=ﬁ3=c et mes M =0.

Soit sur Paxe 0Y:

H,CE[y>0], H,=B[y>01—H, H=H-=c
v ¥
ot H; non mesurable (L).

8) Cf. M. Novikofi, 1. c., p. 25.
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Soient: y(z) une homéomorphie entre & et E[y<<0] et f(z) une
fonetion biunivoque telle que !
f(My)=Hy, f(My)=Hy [(Mz)=y(M), f(x)=yp(r) pour wes—M.

La fonction biunivoque f(z) est ainsi définie sur ’ensemble &
tout entier et on a
1(8)=F(My)+F (M) +1(My) +1(8—M) = Hy+Hy+p (M) 4y (E —M)=

= H,+ H, +9(8) =8.

De plus, f(z) est mesurable (L), comme égale & la fonction
continue y(x) en dehors de 1’ensemble M de mesure nulle.

En posant g(x)=x pour tout zeé, il résulte du corollaire 2
que la fonction g(z)=7"(x) est la seule qui remplit ’équation (1).
Or, elle n’est pas mesurable (L), car I’ensemble

H,=E[y=0]E[f(y) >0)
y b

n’étant pas mesurable, 'ensemble B[f'(y)>0] ne l'est non plus.
y

Bemerkung zur Dimensionstheorie.
Von
A. Hilgers (Disseldorf).

Satz. X, Y seien separable Riume, X von der Mdichtigheit des
Kontinuums. Dann ist X schlichtes stetiges Bild einer Menge J mit

dimJ > dim Y.

Beweis. Z=(X, Y) sei der Produktravm. Jede Menge J( Z
hat eine gleichdimensionale Hiille H, die ein G4, (in Z) ist:

JCHCZ, JdmJ=dmE,  H=6.

Hierzu ist zu bemerken: wir lassen auch Mengen zu, die nicht
von endlicher Dimension sind; eine solche Menge heisst (nach
W.Hurewicz, Amst. Proc. 31 (1928), 8. 916—922) abzdhlbar-dimen-
sional, wenn gie Summe von abzéhlbar vielen nulldimensionalen
Mengen ist, andernfalls wunabzdihlbar-dimensional; zwei solche Men-
gen heissen von gleicher Dimension, wenn sie beide abzdhlbar-
oder beide unabzihlbar-dimensional sind. Ein n-dimensionales J
(n=0,1,2,...) ldsst sich bekanntlich schon in ein-n-dimensionales G5
einschliessen, ein abzdhlbar-dimensionales J in ein ebenfalls ab-
zihlbar-dimensionales Gs;; fliir ein unabzdhlbar-dimensionales oJ
konnen wir den Raum Z als Hiille wihlen.

Die G4, in Z bilden ein System von der Michtigkeit des Kon-
tinuums und lassen sich also den Punkten xeX zuordnen; H(x)
durchlaufe alle G3,. Ferner betrachten wir die ,,Geraden” z=const.
der ,, Ebene” Z, d.h. die Mengen (2, Y¥), und wihlen eine eindeutige
Abbildung y=7(z) von X in Y folgendermassen:

(a) fir (z, Y)C H(x) sei f(x) beliebig;
(p) fir (x, ¥Y)—H(z)+=0 sei (z,f(x)) ein Punkt dieser Menge.
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