Eine Simplizialzerlegung des Cartesischen Produktes
zweier Simplexe.
Von
Hans Freudenthal (Amsterdam).

Bine Simplizialzerlegung des Cartesischen Produktes zweier
Simplexe ist, wie mir scheint, bisher nicht angegehen worden, offen-
bar weil man eine golche Konstruktion fiir recht kompliziert hielt.
In Wirklichkeit kann man eine sehr elegante — und vielleicht auch
niitzliche — Zerlegungsformel angeben, und das soll hier geschehen.
Wir werden die aus der Elementargeometrie bekannte Tetracder-
zerlegung des dreiseitigen Prismas sinngeméf verallgemeinern, und
unsere Konstruktion wird selbst fiir den Fall, daf einer der Faktoren
eindimensional ist, einfacher als die iibliche Zylinderkonstruktion )
der kombinatorischen Topologie sein.

1. (4;B) bedeute das Cartesische Produkt der Mengen A und B;
sind 4 und B nicht Mengen, sondern Komplexe (Lincarformen aug
Simplexen), so soll der Ausdruck distributiv erklirt sein.

t.=[ay, ..., a] bezeichne das orientierte x-dimensionale Cartesi-
sche Simplex, das von den Ecken ay,..,a. in allgemeiner Lage
erzeugt wird.

t bezeichne die kombinatorische Randbildung.

Wenn 7 eine ganze Zahl ist, schreiben wir fiir 741 auch 7'

R, bezeichne den Cartesischen y-dimensionalen Raum.

2. %, bzw. t, liege in der Hyperebene #i1=...=@1,=0 bzw,
#=..=&,=0 des E,i.. Die Ecken von #, bzw. {, seien mit 0,...,u
bzw. 0,...,» numeriert. of bezeichne den Punkt des Ry, dessen
erste u (letzte ») Koordinaten mit denen von a (von f) tibercin-
stimmen.

1) Alexandroff-Mopf, Topologie, Berlin-Leipzig 1936, 8. 106, Abb. 16,
Unsere ganze Beweisfithrung reduziert sich in diesem Fall natiwlioh aut wenige
Zeilen. ‘
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Die aff (0<<a<u, 0<KB<) heillen Ecken des Systems X x-di-
mensgionales Simplex u, von Z heiBt jedes Simplex [ayfy, ..., xfil,
in dem sowohl die a, als auch die f, eine nicht abnehmende Folge
bilden ?). Die .4 bezeichnen wir anch mit w; die zugehorigen Folgen
sind dadurch charakterisiert, da sie in 00 beginnen, in u» endigen,
und daf zwei aufeinanderfolgende Ecken von der Form of,a’'8 oder
von der Form af,af’ sind. Wir setzen wy=[00,10,...,40,ul,..., u»].
Die i-te Ecke eines w ist stets von der Form of mit a+f=3.

3. Satz. Man kann in der Swmme Z+w die Vorzeichen so wihlen,
daf wy mit dem ---Zeichen auftritt und je 2wei w, die sich in genaw
einer Hcke unterscheiden, mit entgegengesetzten Zeichen auftreten. Die
Zeichen sind dann eindeutig bestimmt, und die Summe stellt eine
Simplizialzerlegung von (bst) dar. Es gili:

I (b )= (= 1) (b tho) =+ (tt31),
1L (b3 )= (—1)"" (803 t).

Hier mufl natiirlich gezeigt werden, dafl die w nicht ausarten,
daB sie richtig aneinandergrenzen (sich nicht iiberschneiden), und
dafl sie zusammen (b.;?) ausfiillen. Das lassen wir aber vorldufig
beiseite und stellen uns auf den abstrakten Standpunkt, fassen also
ein Simplex als Folge seiner Ecken auf.

4. Wir verschaffen uns iiber die Ecken von X eine Ubersicht:

[0 1L . . . »
0(o0o01 . . . O
1({1011 . . . l»

Dt:

wluOul o o L o

Die w sind hier Wege, die in 00 beginnen, in u» endigen, und auf
denen man. von einer Bcke zur nichsten gelangt durch einen (wage-
rechten) Schritt nach rechts oder einen (senkrechten) nach unten.

1@ (w) sei.die Zahl der Elemente von w in der p-ten Zeile 2),
1y (w) die in der o-ten Spalte 3). Ist sowohl @, (w) als auch v,uﬁ(w)> 0,
§0 heiBt af ein Knick von w. Unterscheiden sich w und w’ in genau
o “)I)n.ﬁ Biél{solclm Ecken wirklich in allgemeiner Lage befinden, werden
wir in Nrv, § zeigen.

8) Ticken eines Simplexes, Zeilen und Spalten einer Matrix zihlen wir stets
von 0 ab, Koordinaten eines Punktes dagegen von 1 ab.

[
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einem Element, so ist dies fiir beide ein Knick; es laute fiir w etwa o'g
und fir w’ af’. Der Ubergang von w nach w’ heiBe elementar; hei
ihm &ndern sich ¢, und ¢, um Eins, wihrend die iibrigen ¢, kon-
stant bleiben; Analoges gilt fir .
5. Wir setzen:

E(w)=Zop,(w)—u», n(w)=2Zoy, (w).

& und # besitzen die folgenden Higenschaften 4):
1. &(we)=1n(w,)=0,

c 2. Ew)s=E(w') mod 2, n(w)==n(w') mod 2,

falls w und ' sich in genau einem Element unterscheiden. Hine
Funktion mit diesen. Eigenschaften ist aber eindeutig bestimms,
weil sich jedes w aus w, durch eine Folge elementarer Uherginge
herstellen 148t. Also

E(w)=n(w) mod 2,

und die Vorzeichenverteilung des Satzes existiert und ist eindeutig
festgelegt. Die behauptete Zerlegung 148t sich schreiben

Z(— 1)y = (— 1)@y,

6. Sei @, (w)=0 bzw. py(w)=0. Streicht man in M die a-te
Zeile bzw. f-te Spalte, so entsteht ein Schema M*, fir das wir die
oben definierten Funktionen ¢* &* bzw. y* #* nennen; das aus w
enstehende Simplex heife w*, die weggelassene Ecke af. Dann ist

i

* (0™ {‘P0<w) o fUI' o<<a

. 7 (107 Pors(w)  fir g,
ZW.

* (o0* ={1/JU(W) fl:?r o<p

¥e(w?) Yyys(0) fiix o2=p,

§(w) —5*(w*)f—=a¢¢,+)§% —[py—(pu—1)9]= 04 (v — ) — = — B,

_ 49 N a,tﬁrl'icher und begrifflich einfacher wiire es, statt it E(w) und n(w)
mit dem Vorzeichen des Volumens von w zu arheiten. Aber solbgt bei der spe-

ziellen Eckenwahl, die wir in Nr.11 getrotten haben, dirfte die Darstellung
dann recht weitschweifig werden.
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(1) E*w*)=&(w) 6.

Analog
(2) M (w*)=n(w)+a—u.

7. Wir vergleichen den Ausdiuck
(3) r(t!l;t‘l')
mit der Summe von
(4) (— 1) (b 1)
und
(5) (thustn).

Bin #u4s—1 von X ist ein w mit einer einfachen Liicke. Die
Umgebung solcher Liicke muf eine der folgenden drei Gestalten
haben:

(a) go,0'd, (b) go,0"0, (¢) go,00".

DemgemiB unterscheiden wir drei verschiedene Typen von 4.y,
deren Auftreten in (3), -(4), (5) wir einzeln untersuchen.

(a) Bei der Bildung von (3) tritt wuy.—1 zweimal auf, als Rand-
simplex von

[00,... go, @'cy @'0"y... ]
und von

[00,... oo, g0’y @'0'y... uv];
die &Werte fiir diese beiden w sind mod 2 inkongruent (siehe Nr. 5),
wihrend die weggelassene Ecke beidemal an (¢+o-+1)-ter Stelle
gteht. In (3) hebt sich %ui.—1 demnach weg; in (4) und (5) tritt es
iiberhaupt nicht auf.

(b) Das w, aus dem Uptn—1 durch Weglassen einer Ecke ent-
steht, ist eindeutig bestimmt, und heiBe kurz w. In (3) tritt %, v
mit dem Koeffizienten (— 1) (—1)*® aunf. In (4) trith 2
iiberhaupt nicht auf. In (5) tritt wuu4»—1 in dem Summanden
(——l)"“‘(t‘,,wq;t,,,) auf; hier bezeichnet t,—, das Simplex, das aus t,
durch Weglassen der o'-ten Ecke entsteht. (f,—i;%) berechnet man,
indem man in M die o'-te Zeile streicht. Nach (1) ergibt sich als
Vorzeichen von wyis— in (B):

(____ 1)g+1 (_ 1)5*(111*): (___ 1)p+1(___ 1)§'(w)+¢r7

also dasselbe wie in (3).
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(¢) Man verfihrt ganz dhnlich wie in (1‘))(. Aly Vorzeichen von,
Uuir—1 hat man in (3) wieder (—1)° PO )T i (B) it gy
nicht auf, und in (4) hat man nach (2):

(___ 1),1.( (__‘ 1)a+1 (___ 1)1]"‘(111’*')z (__» 1)0‘~|-1'|"M (_ 1 )‘I(m)ﬁwo"‘ﬂl"

also dasselbe wie in (3).

Damit ist die Formel I bewiesen.

8. Ohne Miihe erhilt man die Formel II, wenn man heachtet,
daB der einzige Unterschied zwischen (f,;6n) und (fu;t,) der ist, daf
beim zweiten Ausdruck die Rolle von w, durch [00,01,...,0v,1y,..., us]
ibernommen wird, das aber gerade mit dem Koeffizienten (—1)""
auftritt.

9. Wir behandeln nun die u als konkrete Cartesische S8implexe.
Zunichst zeigen wir, daf die Ecken jedes u, in allgemeiner Lage sind.

(«f), sei die i-te Koordinate des Punktes aff umnd

(6) gﬂuﬁ(aﬁ)iz()

eine lineare Relation zwischen den Ecken af von 2. Betrachtet
man diese Relation. allein fir i<, so erhilt man wegen der all-
gemeinen Lage der HEcken von i,

(7) ﬂZ'/l“[}:O;

(fir alle 1)

und betrachtét man sie fiir ¢>p, so erhélt man wegen der allge-
meinen Lage der Ecken von i,

(8) Zla{)zo-

Die Ecken jedes u, von X miissen voneinander unabhiingig
sein, denn wire etwa ou die erste Hcke von uy, die in (6) mit nicht-
verschwindendem Koeffizienten auftrite, so miifite es nach (7) und (8)
in der p-ten Zeile und in der o-ten Spalte eine weitere Feke von
geben, was unmdglich ist.

10. Seien w,=[0yBy - 0,B,], w,=[ayfy ..., ] zwei Simplexe
von 2. Wir zeigen, daB ihr Durchschnitt das von den gemeinsamen
Ecken erzeugte Simplex von X ist.

Ein einfacher InduktionsschluB in Bezug auf die Zahl der
gemeinsamen Bcken zeigh, daf es geniigh, die Behauptung fiir den
Fall zu beweisen, daB keine gemeinsamen Reken oxistioren; wir
zeigen dann also, daf der Durchschnitt leer ist,

icm

Simplizialzeriegung des Produktes 143

Sei

'

,é\-:))‘r(ar ﬁz')l =E?‘;(a;ﬁl,)1

==

(2,220,220, Y4 =2%=1)

die ¢-te Xoordinate (1<{i<{u-+v) eines Punktes des Durchschnittes.
Sei A, bzw. X, das erste nichtverschwindende unter den A, bzw. .
In der a-ten Zeile und in der f-ten Spalte von M muB es dann
nach (7) und (8) Ecken von u, mit nichtverschwindenden Koef-
fizienten A’ geben; also ist

dy<a,  BL<h,

Genau so erhiilt man aber auch (da u, und u,, gleichwertige Rollen
spielen)

0 <dy  B,<hy

Daraus wiirde aber «f =a,f, folgen, was unserer Voraussetzung
widerspricht. », und w, haben demnach einen leeren Durchschnitt.

11. Wir zeigen nun, da8 die Vereinigung der w mit (f.;%)
zusammenfillt. Wir diirfen (nach Vornahme einer affinen Transfor-
mation) voraussetzen, daB (wenn 0<{o<Cu) die p-te Ecke von i,
als o erste Koordinaten Binsen und als alle iibrigen Koordinaten
Nullen hat; die Koordinaten eines Punktes eines derartigen Sim-
plexes sind dadureh charakterisiert, dal sie eine nichtzunehmende
Folge nichtnegativer reeller Zahlen bilden, deren erstes Element
<1 ist. Entsprechend nehmen wir von ¢, an, daf bei der o-ten Eecke
alle Koordinaten bis zur p-ten und von der (u-+o--1)-ten an ver-
schwinden und die tibrigen eins sind.

Sei 2 ein Punkt von (f,;4,). Dann sind alle seine Koordinaten
nichtnegativ und <1, und es bilden die ersten x Koordinaten fiir
sich. (die wir auch erster Art nennen) und die letzten v fiir sich
(die wir auch zweiter Art nennen) eine nichtzunehmende Folge.
Wir ordnen die Koordinaten von « in einer nichtzunehmenden
Folge 2,...,2u4» an®). Wir konstruieren nun folgendes Simplex w
von Z: Die 0-te Beke von w sei 00; ist die ¢-te Ecke von w of (a-f=1),
50 sei die ¢'-te Ecke von w «'f, falls 2y von erster Art ist, und of’,
falls zr von zweiter Art ist (entsprechend einer Koordinate erster
Art machen wir also in I einen Schritt nach unten, entsprechend

8 Dag kann manehmal auf mehrere Arten moglich sein. Scheinbar liegt
hier eine intuitionistische Scehwierigkeit vor; man bedenke aber, daB man sich
aut Punkte z mit rationalen Koordinaten beschrinken darf.
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einer zweiter Art einen Schritt nach rechts). Man iiberzeugt sich
leicht davon, daf o zum Simplex w gehort. Damit ist bewiesen,
daB die w das (fu;t») ausfiillen.

12. Endlich wére noch zu rechtfertigen, daf wir in die Zer-
1egungsforme1 unseres Satzes w, mit positivem Vorzeichen aufgenom-
men haben. Bine einfache Determinantenbetrachtung, die wir nicht
ausfithren, zeigt, daB, wenn %, und % positives Volumen habhen,
auch wg, also auch (tu;t,) positives Volumen hat.

Damit ist unser Satz vollstéindig bewiesen.
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Die Bettischen Gruppen der Verbindung
zweier Polytope.

Von
Hans Freudenthal (Amsterdam).

1. Unter der Verbindung RoS zweier topologischer Riume R,
und 8 verstehen wir anschaulich die Vereinigung der Verbindungs-
linien je zweier Punkte aeR, beS; dabei hat man sich R und §
so vorzustellen, dafl sich je zwei Verbindungslinien in ,allgemeiner®
Lage befinden, also nicht mehr gemein haben als evtl. Anfangs-
oder Endpunkt.

Exakt: Die Punkte von Eo8 sind gewisse abgeschlossene Teil-
mengen des Cartesischen Produktes R x Sx L (hier bedeute L die
Strecke 0<{t<<1), némlich: ax8x0 fir aeB; Rxbx1l fir belf,
axbxt fir aeR, beS, 0<i<<l. Ro8 wird so topologisiert, wie
das bei einer solchen Menge abgeschlossener Teilmengen iiblich ist.
Ist R bzw. 8 leer, so verstehe man unter RoS§ den Raum § bzw. R.

Sind R und 8 endliche Polytope?), so 148t sich RoS rein kom-
binatorisch definieren: Simplexe

tgcuzo": [ao.-. a:p bO"‘ ba]

von Ro§ sind die und nur die Eckpunktmengen, fir die't;=[ag:..a,]
Simplex von R und [b...bs] Simplex von § ist. (Man beachte, daf
auch die leere Menge zu den Simplexen gehort.) Die Dimension
von, Rod ist hier um Bins groBer als die Summe der Dimensionen
von R und 8.

1) Die Verbindung zweier Polytope ist ein bekanntes Hilfsmittel der Man-
nigfaltigkeitstheorie.
Fundamenta Mathematicae. T. XXIX. 10
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