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Sur la représentation exponentielle dans les corps relativement
galoisiens de nombres 9-adiques.

Par
Marc Krasner (Paris).

Introduction.

Soit K un corps de nombres algébriques. On sait que dans un
grand nombre de quéstions arithmétiques et méme algébriques concer-
nant K peut intervenir la structure de l'anneau de restes des entiers
de K suivant les modules de la forme 9, ott { est un idéal premier de
K, en patriculier la structure de I'ensemble des éléments non nilpotents
d'un tel anneau en tant que groupe abélien par rapport i la multipli-
cation; et aussi les relations qui existent entre ces anneaux pour les
u différents.

Or, ceci revient & étudier le groupe multiplicatif des unités du
corps P-adique K(P) de K, et, en particulier, & en former une base
exponentielle. D'ailleurs, puisque ce groupe des unités est produit
direct d'un groupe de racines de l'unité de dégré premier au nombre
premier (rationnel) p divisible par ) et du groupe des unités de K(¥)
congrues & 1 (mod P)!), on peut se borner & l'étude de ce dernier
groupe.

Cette étude afété faite par M. Kurt Hensel?) dans une suite de

!) M. Hensel appelle ces unités ,Einseinheiten”: mnous les appelerons 1-unités
(syun-unités").

*) Toutefois, pour le cas ot K est le corps de nombres rationnels, cette étude
avait été faite déja par Euler: on la trouve exposée dans les cours élémentaires de la
théorie des nombres sous le nom de la théorie des restes de puissances et des ra-
cines primitives.
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134 Marc Krasner,
travaux. ?) La théorie de M. Hensel revient, dans ses traits éssentiels,
au théoréme suivant, que nous aurons aemployer fréqumment au cours
de ce travail:

Théoréme de Henszl: K étant un corps de nombres W-adiques de
dégré (absolu) N, Y étant son idéal premier, F el E étant le dégré et

Tordre (absolus) de P, D étant le corps des restes d’entiers de K, s'élant

le plus grand nombre tel que K contienne une racine primilive ps-iéme
de l'unité 1, il existe N 1-unités ¢;(i=1,2,....,N) de K felles que:
. N
a) foute 1-unite = de K puisse se melfre sous la forme =12 Il ;"
i=1
ot @, uy, uz...,uy sont des entiers p-adiques rationnels convenables*);

N
b) a,u,u,...,.., uyélant des entiers p-adiqties rationnels, 17X e %=1
. i=
si, et seulement si & la fois a= 0 (mod ps) el touslesu;(i=1,2,..., N} son!
nuls, Si K ne contieni aucune racine primitive p-iéme de l'unité (c'est
@ dire s=-0; on dira avec M. Hensel que K est régulier), les &;peuvent
éire choisies de la la maniére suivante:

a) pour toul entier q premier a p et plus pelit que E,TET il existe F
1-unités e; telles que [l'ordre de =;— 1 pour P soil q; b) © étant un nombre
de K dordre 1 en ¥, les classes (mod ) auxquelles appartiennent les
€, 1
! définies forment une base

des F 1-unités =; précédemment
™

de © (puisqu'il y a E nombres g satisfaisant aux conditions précédentes,
il y a EF =N 1-unités ¢; telles que 5;— 1 ait I'ordre en ) égal & un de ces
¢, donc il n' y a aucune ¢; telle que g;—1 soit d'un autre ordre en ).
Si K contient des racines p-iémes primitives de l'unité (on dira, avec
M. Hensel, que K est irrégulier), on peut encore choisir les N 1-unilés
0,8, ey—1 de la maniére précédente; et la N 1%m {-unité

\;\ .

€2, 50000

en

e* = ey peut éire choisie de maniére que * —1 soit d’ordre E—p-ﬂ1

) Journ. f. d. reine u. ang. Math. 1915, t. 145, p. 92-113; 1915, t. 146 p. 189215
cf. 'p. 216-228; 1917, t. 147, p. 1-15; 1923, t. 151, p. 210-212; 1937, t. 177, p- 82-93,

‘) & étant une 1-unité et u étant un entier p-adique rationnel, & est, par défi-
) +oo |
Y % e—1)l ot I'on pose {%
=0 t i

|

nition, la somme de la série {)-adique convergente

et {u
[

=a(u—1) ..(fu—i+1)

=1,
1.2 PP
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P
P P——
Pour ces corps, une unité ¢ = 1 (mod ’J)EP—l =()° ! ) est une puissance
p-iéme d'une 1-unité de K si, et seulement si TEa =-% ata® (mod V), ot
x p—1 T

u esl un entier de K: en particulier, celte congruence n'a pas lieu pour & =c¢*.
Si une unité & de K est = 1 (mod V), elle est congrue dans les cas sui-
vants (mod YY) @ la puissance p-iéme d’une autre i-unité de K: a)

pour ¢ < Eﬁ:p—l ef premier & p si et sealement si elle est congrue @ 1 (mod

. g P
Vo) b) pour tout autre g, sauf, dans le cas des corps irréguliers, ¢ =E;,
elle l'est toujours.

La théorie de M. Hensel avait été completée par M. Disse 5), qui
avait étudié les propriétés des logarithmes ¥ -adiques des 1-unités. MM.
Hensel et Hasse ®) avaient appliqué cette théorie a 1'étude du groupe
multiplicatif des normes (relatives) dans un corps (relativement) kummé-
rien de dégré p. ’

Quand le corps K est quelconque, la théorie de M. Hensel fournit
A peu prés tout ce que l'on peut dire sur la représentation exponentielle
{a l'aide des exposants p-adiques rationnels) dans K. Peut - étre peut-on
la perfectionner par l'étude plus précise du module des logarithmes des
1-unités de K, et il existe, en effet, quelques recherches de ce genre, fai-
tes d.propos de l'étude de la forme explicite de la loi de réciprocité et
lites aux idées de M. Witt. Mais si le corps est galoisien par rapport
4 un corps de base %, il est possible de construire une théorie de la re-
présentation exponentielle dans K présentant une analogie plus compléte
avec ce qui a lieu dans le corps p-adique rationnel. Cette théorie est
basée sur la généralisation suivante de la notion de !'exposant:

Soit G le groupe de Galois de K/k. Soient o,0,...
ments de G et soient a,, d,, . . . .

.+ Om m élé-
, a_ m entiers p-adiques rafionnels, Con-

m

sidérons l'élément ¢ = Y a6, de I' anneau de groupe I' engendré par
=1

‘G sur l'anneau © des entiers p-adiques rationnels. ¢ étant une 1-unité,

posons

5% Journ. f. d. reine u. ang. Math., t. 154, 1925, p. 178-193; t. 155, 1926, p. 225-250.
%) Math, Annalen, t. 90, 1923, p. 262-278.
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" i a
e = ig‘l (61 €) ! y

oit o, désigne le transformé de ¢ par l'automorphisme s, de K[k On

[SIR ECt‘l‘Cz et (EC‘:)Cl =€~‘:1 {2 (aﬂ & € _[1].

a e - =

Il s'agit d'étudier le groupe multiplicatif des 1-unités de K en tant
que groupe avec, comme opérateurs, les élévations aux puissances hy-
percomplexes ¢ € I'; et, en particulier, de trouver le nombre minimum
des 1-unités de K telles que toute 1-unité de K puisse se mettre sous
la forme d'un produit des puissances hypercomplexes de ces 1 -unités.

Les premiéres origines de cette théorie sont antérieures aux tra-
vaux de M. Hensel. En effet, Kummer?) s'en était occupé déja, sans le
soupgonner, dans le cas du corps des racines p-iémes de l'unité, a pro-
pos de ses recherches sur le premier cas du théoréme de Fermat (con-
gruences de Kummer et formule dite de Kummer-Takagi)®). La notion
des exposants hypercomplexes avait été introduite pour ce cas par Kro-
necker dans sa thése. M. Hilbert®) a étendu cette notion au cas
général des corps relativement cycliques, et il s'en sert constamment au
cours de son livre cité, et, en particulier, quand il expose la démon-
stration des congruences de Kummer, sans, toutefois, insister sur la
quéstion méme de la représentation exponentielle avec ces exposants.
M. Takagil®) a été le premier a envisager le probléme de la représen-
tation exponentielle dans le corps des racines p-iémes de l'unité et A le
résoudre. Il ait pu montrer ainsi la véritable origine des résultats de
Kummer et, en particulier, donner une démonstration simple et générale
de la formule de Kummer-Takagi.

Le mérite d'avoir envisagé le probléme de la représentation expo-
nentielle & l'aide des exposants hypercomplexes dans des classes suf-
fisamment larges de corps relativement galoisiens revient a M. Tonio
Rella. Dans son travail. ,Uber die multiplikative Darstellung von alge-
braischen Zahlen eines Galois'schen Zahlkdrpers fiir den Bereich eines

) 11 faut dire, toutefois, que Kummer étudiait non le groupe multiplicalif des
. 2

1-unités de ce corps, mais le groupe multiplicatif de leurs restes (mod p 1‘|';a‘___1) (et,
principalement (mod p)). Mais en vertu des résultats de M. Hensel, cela revient presque
au méme.

8) Journ, f. d. reine u. ang. Math., t. 44, 1852, p, 93-146; Abh. Berl. Ak., 1857, p. 1-47.

9) Jahresber. d. Deutsch. -\Math. Ver., t. 4, 1894—1895, p. 175—546.

%) On the law of reciprocity in the cyclotomic corpus, Proc. of the Phys, Math.
Soc. of* Japan., 1922, p. 173—182.
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beliebigen Primteilers” 1) il pose ¢t résout complétement ce probléme pour
le cas du corps relativement galoisien K/k complétement ramifié et de
deégré (relatif) premier a p (on sait qu'un tel corps est relativement cy-
clique) M, Rella s'est encore occupé de ce probléme pour les zorps re-
lativement cycliques de dégré (relatif) p'%), en l'envisageant d'une ma-
niére abstraite et comme un cas particulier d'un probléeme plus géné-
ral; pour cette raison il n'avail utilisé qu'une partie des données du
probléme restreint dont il s'agit, et n'était parvenu, pour ce probléeme,
qu'd un résultat incomplet. Par contre, M. Wahlin'®), en partant du
mémoire de MM. Hensel et Hasse, cit¢ plus haut, a résolu compléte-
ment le méme probléme, mais seulement pour le cas des corps relative-
ment kummériens de dégré (relatif) p, c'est-a-dire dans I'hypothése quek
est irrégulier.

Il est & remarquer que tous les corps K/k pour lesquels la qués-
tion de la représentation exponentielle i l'aide des exposants hyper-
complexes avait été résolue partiellement ou complétement avant le
présent travail sont relativement cycliques et que les exposants hyper-
complexes employés pour ces corps sont ceux introduits par M. Hilbert.
Les exposants hypercomplexes généraux (dont la définition a été donnée
4 la page précédente) avaient été introduits par M. Nehrkorn!*). Mais ils
ne semblent pas avoir donné lieu a aucune recherche en théorie de la
représentation exponentielle antérieure au présent travail.

Ce travail est consacré a I'étude de la représentation exponen-
tielle dans les corps relativement galoisiens & I'aide des exposants ¢ € I
et, en particulier, & la détermination du nombre minimum des 1-uni-
tés = telles que toute 1-unité = de K puisse se metire sous la forme

e=Ts% (g €1).

i

Les résultats de ce travail peuvent étre appliqués

3 Ja recherche de la forme explicite de la loi de réciprocité, ainsi qu'a
certaines autres quéstions, mais, & quelques exceptions prés, ces applica-
tions seront exposées ailleurs.

La partie du travail publiée dans le présent fascicule des Acta Arith-
metica est consacrée au cas ot le corps K/k est sans ramifications su-

1) Journ. f. d. reine u. ang. Math, t. 150, 1920, p. 157-174.

12) ,Die Abel'sche Operatorgruppen Journ. f. d. reine u. ang. Math., t 167,
1932, p. 235-247.

13) Journ, f. d. reine u. ang. Math., t. 167, 1932, p. 122.

1) Abh. Hamb. Semirar, t. 9., 1933, p. 318.
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périeures et aux quéstions du cas général ayant une nature similaire.
La seconde partie, consacrée au passage de ce cas particulier au cas
général, sera publiée plus tard. :

Notations

Nous allons [désigner par k un corps de nombres p-adiques et par
K un surcorps relativement galoisien de k. Les idéaux premiers de k, K
seront désignés respegtivement par p, ¥. On notera Q(k) et Q(K) les
corps des restes d’entiers de k, K suivant leurs idéaux premiers; p étant
le nombre premier rationnel divisible pary, on désignera par Q, le champ
de Galois {de caracteristique p} de p® éléments.

Le dégré et l'ordre de ¥ dans K/k seront notés f, e; le dégré et
Tordre absolys de - dans k seront notés fy, e, et ceux de-{ dans K seront
notés F=f,f et E=¢je. Le dégré de Kik, le dégré absolu de k et celui
de K seront motés respectivement n, 7, N. On désignera par Z, T,V les
groupes de décomposition, d'inertie et de ramification de K/k. On notera

Z, T les groupes Z/V et T/V.

Le p. g. c. d. de deux entiers rationnels a,b sera noté [a,b] et leur
p. p. ¢ m. sera noté (a,b). On posera e=hp", oit [h,p]=1. alb signifie
,a divise b“. Nous désignons par ¢ 'anneau des entiers p-adiques ration-
nels et par & lanneau des entiers de k l'anneau de -groupe engendré
par Z sur (¥ sera noté I, et celui engendré sur (¥, par I, Les anneaux engen-
drés par Z sur Qu et sur Q (k) seront notés respectivement par T et Fk. Si¢

n

est un élément de = ou de I’k, I'element correspondant de I' respective-

fk sera designe par {
Les signes (M, U, C, € auront le sens habituel de la théorie
des ensembles. Les signes -, — et.ne seront employés que pour des

opérations algébriques. La somme directe des modules A, B,C, ..., adme-
ttant, eventue}ement, certains opérateurs, sera désignée par A@BOCD ...

La norme absolue de p sera notée @, celle ) sera notée Q.

L'ordre en ¥ d’un nombre « de K sera désigné par w ();Q étant
un anneau, Q[x] désignera l'anneau des polynomes en x a coefficients
dans Q; {a, a....,dn) notera lensemble des éléments a, a,.... an,
Q/Q étant un corps, l'ensemble de tous les isomorphismes de QIQ
avec ses conjugués sera moté Ggg Un intervalle ouvert de a 2 b
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sera noté (q,b). Le méme intervalle fermé sera noté [q, b]. Enfin, le méme
intervalle ouvert en a et fermé en b sera noté (a,b].

% étant une fonction, transformation, correspondance, opération etc.
s'appliquant & certains objets a, et A étant un ensemble d'objets auxquels
) s'applique, A A désignera l'ensemble de tous les ha distincts tels que
a £ A. A etant un ensemble d'opérations s'appliquant & tous les objets
@ appartennant & un ensemble A, A A désignera I'ensemble de tous les
% a distincts tels que X € A et a € A.

§ 1 - Un théoréme sur les groupes abéliens d’ordre fini avec un
anneau d'opérateurs. '

Soit 4 un groupe abélien d'ordre fini avec un anneau d'opérateurs
I' (I — groupe). Nous emploierons la notation additive, c’est-a-dire que
Popération de composition dans A4 sera notée +. L'opéré d’un a € A par
un 7 € [ sera noté va. Si, dans la suite du travail, on aura & employer
pour des semblables groupes la notation multiplicative, lopéré de a € 4
par un ¥ € I' sera noté d.

Un sous ensemble A de A s’appeleraunel - basede A siy la=A.

afAd

Une T -base de A dont le nombre d’éléments est le plus petit pos-
sible sera dite de rang minimum et ce nombre d’éléments s’appellera le
I'-rang de A. :

Soit
1 A=4,24,D... DA, ={0}

une chaine (au sens large) de sous- I - groupes de A (c’est -4 - dire que
tout 4,0<i<q, est un sous-groupe de Aet 4 =4) La somme di-
recte A.de tous les A, =4A,/A4, , (i=01,....,9— 1) est encore un
I'- groupe abélien d’ordre fini, qui s'appellera image de A par la chaine (1).

Théoréme 1: Le I'-rang d'un U-groupe abélien d'ordre fini ne dé-
passe pas le U'-rang d’une quelconque de ces images.

Démonstration: a) Prouvons le théoréme dans le cas ot le I'-rang
de l'image 3 de A est 1, c'est-a-dire quand il existe un o= ® o

0Li<<yg

(#, € U175 tel que V'@ =2, Supposons qu'on ait prouvé pour un i, 0<i<q,

15) )

o; désigne 1'élément de I dont la composante dans 9[; est oi
Igi<<yg L
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I'existence d'un a, € 4 et d'un 7, € I tels que
191 a+4=4
M) 1,0, ¢ 4, o, suivant que j<i oy i

Prouvons l'existence d'un a,; € 4 et d'un v, € I satisfaisant aux
mémes conditions pour i 1. Posons

et {,o,= 0 ou

Cm =17 l)(1-

Puisque 7,3, C ¥, on a Copy =17 =y (1, W) Cr = C
=C2CDOCD...
C.=C,.1=1,C,. Donc 7, produit une application de l'ensemble fini
€, sur lui-méme, donc une permutation P de C,; d'autre part, " trans-
forme tout élément de ¥, en un élément de C.. Donc si M est un mul-
tiple de l'ordre de P tel que M> m, 1" =M transforme tout élément
de %’[i en un élément de C,, et conserve les éléments de C . Soit a’ un
élément de o (regardé comme une classe (mod A, +1) dans ;1,). Posons

donc ¥, =
%, étant d'ordre fini, il existe un m tel que

m?

a=01~1"atda.
On a, puisque 1" q, €4, et o’ € 4, que e, =a (mod 4,), donc

Pa +4 ="a+ A,=A.
D'autre part

-{"2 ‘11+1 — .{"2 Cl’ . ,rmL a]Jf" 792 al'
Or 7%q, €4, doznc la classe de 7*a, (mod A..,) fait partie de 2. Donc
l‘a cla.sse‘ df ™ a,=1"(1"q) (mod Ay, fait partie de C, donc 7", et,
a inrhgfl,. 2 cc:n,sgrve cette classe. Donc y**a,= 1*2 a, (mod A,_H]. D'autre
p&u’fﬂptﬂscﬂ}e a’ € a, et puisque Ta et & fortiori 1™ =M, conserve , on
a™a'=da (mod A,.,); denc

1"a, =d (mod A

et ¢ e, +A,+1 = 0'+A,_H =d, Puisque I'a
=4, donc

=¥

=¥, on al'y*2 Ay Ay =
| A=1 a,+d,=T a .+ an+A, =040 a,, +
+d =T iy +A1+11
parce que, I' étant un groupe additif, | AEY L
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Considérons un élément f = @ & de A tel que f,=0 et =0, s
0gj<q

j>i+1. Puisque P'a=Y il existe un 7" €I tel que 1'a=f, donc
oo, =f (j=04,...,g—1). Posons

T =71 .
On a v, (a g +A4)= G a1+ A ) ="70%=§=0 donc

M1 @41 € Ao

et T % = v (*('2 a].); donc si j<i, on a it ccj=7' 0=0; Vit 1.—_—1'a.1=
=f,=0; sijeifl, 1, 4="0=F=0. Donc a,, et 7, satisfont bien
aux conditions 1°) et 2°) pour i+ 1.

Comme dy =0 et 7o =1 satisfont bien aux conditions 1) (parce que
I.04+Ay=Ay=A) et 2% (parce que 1,0=0 € A, et 1.0, =0, pour tout
=01, g—1) pour li=0, on voit qu'il existe un a, €A et un
g € I' satisfaisant aux mémes conditions pour i=gq. Or la conditions

19) s'écrit, puisque Aq={0},

Fa ¢= A
et le I'-rang de A est 1.
b) Considérons le produit direct A" de r [I'-groupes égaux a A.
Ce produit direct qui peut étre regardé comme l'ensemble de tous les
systémes de valeurs possibles x,=a, x, =4, ..., % =6, de
, x, parcourant indépendamment A, est aussi
, a,) +(by, by,

y, @y by by

r variables x, x,,....
un groupe abélien d'ordre finisil'on pose (a,, a,, .. . .
ceorb)=(a,+b, a+b,, ...., a+b) (g, a ...
«..,b, € A). Soit I', I'anneau das matrices carrées d'ordre r dans TI; dési-
2,....,1
2,41

de A" de matrice 7, c'est-a-dire l'opérateur

gnons par 7= (1) ('( wer; ;: i’ ) la transformation linéaire

r
(a) > ( PR aj) (i=12
j=t

de A’. De cette maniére A" admet I’ comme anneau d'opérateurs. Si
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A est un sous- I-groupe de A, manifestement A’ est un sous - I'-groupe
de A". A" est de [',-rang 1 si, et seulement [si le I' rang de A est <7,
9 étant une image de A par la chaine (1), ¥ est aussi, pour la
méme raison et de la méme maniére que A, un I'r-groupe. U™ est l'image
de A" par la chaine des sous—I',-groupes de A"

AT = AOT :) A DI D) Aqr — {0}’

car A = (Ai/AiqL-l)r =ATIAL.

Supposons que le I'-rang de ¥ soit r. Alors le I',-rang de A" est 1.
A" étant une image de I',-groupe abélien d'ordre fini A”, A™ est aussi,
en vertu de a), de l',-rang 1; donc le I'rang de A ne dépasse par 7,
c'est-a-dire ne dépasse pas le rang de Y, et tout est prouvé.

§ 2 — Exposants hypercomplexes. Un théoréme sur la représentation
exponentielle. Facteurs hypercomplexes.

Un théoréme sur la représentation factorielle,

Soient % un corps de nombres p-adiques et K une extension galoi-
sienne de dégré fini de k. Soient Y, p et p respectivement 1'idéal premier
de K, celui de k et le nombre premier rationnel qu'ils divisent. Soit G
le groupe de Galois de K/k; a étant un entier p-adique rationnel et
e étant une Il-unité de K, on sait que & est aussi une 1.unité bien
définie de K 4 savoir la somme de la série Y-adique convergente.

+ o a
p) li] —1)
i=0
oit {8 1 et, sii20, ,?l=_£—1(.‘1:“5~1),:;':._(‘?._.‘7;i47 0.
. oy 1

Soit I' 'anneau de groupe engendré par G sur l'anneau (¢ des en-

tiers ‘p-adiques rationnels, =) a,5, étant un élément de I, et = étant
i

une 1-unité de K (donc, ses conmjugués par rapport a k le sont aussi)
posons
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¢ s'appellera puissance hypercomplexe de = d'exposant (hypercomplexe) :.
On a, manifestement,

- o1, . .o =\ - vy
CHRSE < Ll AW 1L
e = T (g8 =78 (e = &7 =,

Un ,groupe 'multiplicatii 1l de 1-unités de K s'appellera I'groupe
de K si lll' =1, c'est-a-dire si 110.':1[ et si I est conservé par tout

automorphisme de K/k. Soit R, le rayon de 7 dans K, c'est-a-dire le
groupe des 1-unités de K congrues & 1 (mod 7). Manifestement Rq(E = R,

Sic€ G onaoP=1, donc, si e=1 (mod 7), on a aussi
ae=1(mod o 27 = %),

donc R, estfun I'-groupe de K. Ul ‘étant un I-groupe de K, on posera
n,=UNK, C'est, manifestement, encore un I-groupe. .
Il est i remarquer que tout groupe 'multiplicatif I de 1-unités de

K tel que 11@ —1 est fermé au sens de la topologie P-adique. En effet,
en vertu du théoréme de Hensel, il lexiste un nombre fini de 1-unités
, 5, de K telles que

€, €

11 Eypeeenes

21@ 52@, e Ev@= R,.
R, est donc un groupe abélien ‘avec un module d'opérateurs € et de
rang fini par rapport & ce module. Il étant un sous-groupe de R, admet-
tant ce module d'opérateurs, il est aussi de rang fini par rapport a (.

Donc il existe v &léments %',, &5 .ven. &y de Ul tels que
$.r @ ;g
NW=e/¥el,% i,
Soit Ei, ”éz, ..... , ©. une suite convergente (au sens Y-adique) d'éléments
de Ui; soit
(n) ) n -
& =5,926"%2 ..., €y o) (a% € ),

 étant borné (au sens V-adique), on peut extraire une suite partielle
s_,.l de la suite E" telle que les V' suites a(:fi’ G=1,2,.....2Y) ‘d'e_tie,,ts
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p-adiques rationnels convergent simultanément. Soit a;= lim a"), alors
i>t o0
e e ;ay 12
s=g"",""....,.¢ " est encore un élément de 1l et
t= lim &= lim &y, = lim .
i o n> - n oo

En particulier, les I-groupes de K sont fermés.
Soit ¢ une 1-unité de K. On a

S=14 X {’;} (s—1)' 4 (= —1);
i=1
dongc, sie €R,,
s"ERq_H

‘Si © est un nombre de K divisible par 9 et non par V2 et si o est un
élément du groupe de ramification V" de K/k, on a

=1 (mod P9, [p,VI]) donc, & fortiori (mod PI+1), et

ox
&-51 (mod ).

Donc °F

=9 —(

E% (mod ).

u“) =1 (mod ). Si = €R, est entier, donc c(s—-l)

ge— =9
Denc lzggtﬁE
79

P— 1 (mod ¥). Et puisque :—1=0 (mod 9, on a

ot—l=c—1 (mod Y9+) et ce=c (mod PI+1).
Donc

e5"1,~55-~1( d e+
== mod PI+1)

3—1
et & € R‘I+1

Envisageons 1'idéal (forcement bilatére, parce que (Y appartient au cen-
tre de I' et V' est invariant dans G) n=1 p+L(V—1) de I Sic¢

Ry etlsi ¢ € v, manifestement < € R, Donc, si I est un I'-groupe

contenu dans Ry, W' =1" est contenu dans Ry . SiTon pose NO =1

icm®

Sur la représentation exponentielle dans les corps relativement galoisiens. 145

et si I'on définit Y par la formule de récurrence U = (W), on voit

que, sfirement,

Soient Il un I'-groupe de X et §l un sous-1-groupe de U, Un ensemble
{st, &p.--os &) d'éléments de N s'appellera 1'-base de WU si U=
= F L‘.... e,' T, La plus petite valeur que peut prendre le rang
dune 1 base de Wil s'appellera I'-rang de U/W et les I'-bases de i

ayant ce rang seront dites de rang minimum.
Lemme 1: Le I'-rang de U/l est égal & celui de W/U".
Démonstration : Considérons une base de rang minimum de W/l U".

Soit W le sous-T -groupe de !l engendré par cette base et par T, On
a WU =1, cétant un élément de 1, il existe, par suite, des éléments
¢’ de 1V tels que :—,soit dans U". Deux cas peuvent se présenter: ou
bien, pour tout ¢ il existe des ¢’ de la forme précédente tels que
® €19, Mais alors la limite (Y-adique) de :7 pour ces € sera 1 et
la limite des & est e Dans ces puisque le I'-
groupe U’ est fermé, ¢ € W; Ou bien il existe un ¢ tel que, pour

conditions,

e . P
¢ €W, = ne soit pas dans u("’, mais que, pour un & con-

aucun

g-1 . g1 —1
venable ;; € 19 Mais VI A = u,)n =@un )nq =

-1
=T qg: WD, I existe donc uns” € W et un e* € U9 tels que

E e Donc ,; € 11(‘7) et e’e” € WW =1 et ce cas est impossible.

o,

Donc tout ¢ € 11 est élément de U’ et la I' - base considérée de TALY* est
aussi I'-base de W/, Comme, inversement, toute I'-base de U/ en est
une de /TN, on voit que les I'-rangs de U et de U/T 1" sont égaux.

C.Q.F.D.
Or WHU* est un I'-groupe abélien qui est, en vertu du théoréme

de Hensel, d'ordre fini; quelque soit ¢, uqﬁu*/ffu* est un sous - I - groupe.
de WU B* Donc, si 'ensemble g,,q,, ... .. ,q, des entiers naturels com-
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prend tous les g tels que. llq.ﬁll*:gzlbﬂl U1 (de tels ensembles finis de
g, existent parce que WILW* est d'ordre fini et parce qu'il existe des
q tels que 1* D W) le produit direct U'%)des groupes

Ug, =g, W0/Mg,,, TU* =g, UU*/Ug 1 BU*
est une image de W/ U”
trouve le

Donc, en appliquant le théoréme 1, on

Théoréme 2: Le I'-rang de W ne dépasse pas celui de U.

Démonstration: En vertu du lemme 1 le I'-rang de Wil est égal
A celui de 1/ UU* Et ce dernier ne dépasse pas, en vertu du théoréme 1,
le I'-rang de l'image U de WNU*

Soit K un sous-corps') de K, et soit P I'idéal premier de K, Con-
sidérons l'anneau de groupe I'z engendré par G sur l'anneau g des
entiers de K;:Zaici (a, € Gz, 0, € G) étant un élément de I'y ef o
4tant un nombre dle K, posons

Lo= ) a;.0,0
i
¢ sera dit facteur hypercomplexe. Un module M dans K tel que 'y M=
=M et borné au sens de la topologie ¥ -adique sera dit I'z-module
de K. M étant un 'y -module de K et M étant un de ces sous - I'z - mo-
dules, M/M est un module admettant I’ # comme anneau d'opérateurs. Un
Tz -base de

ensemble {x,0,....,0,} d'éléments de M s'appellera

.

MM si 2 Pgo+M=M Soit v =P I'g+Tp (V1) et soit M* = v M.
i=1

Alors on prouve, comme précédemment, que le I'z-rang de M/M est

égal a celui de M/(M -+ M*), Ce dernier module est un Iz - groupe abélien

d'ordre fini. Donc, puisque M est borné au sens P -adique, il existe un

-entier ¢’ (positif, négatif ou nul) tel que P7° D M et un entier ¢” tel gne

MM*D M* D MNP, Pour tout ¢, I P9 = (I )9 =9, done, sil'on

*) qui ne dépend pas, 3 I-isomorphie prés, du choix de 1'ensemble des g, satis-
faisant & cette coadition.

) on n'au.a a regarder dans la suite du travail que le cas K = k.
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pose My=M NP, on a g My=M, et M+ M  M*(M +M*) est un
sous - 'z - module de M/(M - M*), D'autre part, il existe des ensembles
finis ¢,,9,, - - - -, g, d'entiers (par exemple l'ensemble de tous les en-
tiers ¢,9' <9< ¢q”’) qui comprennent tous les ¢ tels que Mq+MA-|-
+ME My M4 M* (et, en particulier, Mq1+M+M*=M, Mq, CM+
-+ M*). Donc, la somme directe | des P‘%:(Mqi +'M+M*)/(Mqi—|-l + M+
o+ M) = (Mg 4 M+ M*) (M +M 4 M%) (i=1,2,.....5) est une
image de M/(M-+M?*). Donc, on a, de la méme maniére que précédem-
ment, le

Théoréme 3: Le ['; -rang de M/M ne dépasse pas celui de p.

§ 3. Structure du groupe Z. Nombres = et p normés.

Facteurs de Rella. Anneaux T et T,

On sait que le groupe Z est engendré par un slément z, corres-
pondant d'un élément z de Z tel que, pour tout ¢ € Q(K), on ait zou =
= a® et par un élément #, correspondant d'un élément ¢ de T tel que,

¢ . -
pour tout & € K et d'ordre 1 pour ¥, 7; appartienne & l'exposant h

(mod 9). z’ appartienta T, donc est de la forme T°. On peut choisir 7 de
maniére que alh Supposons qu'on ait fait un tel choix de f etposons
h = ad. Alors, manifestement, f4 est l'ordre de z.

Choisissons, d'une maniére provisoire, un =’ € K tel que o ()=

=1 et une racine primitive @ _tieme de l'unité p’. Définissons lentier,
pris (mod %1 =pF—1), c(#,p’) par l'égalité

zn’

pa P'C("I’P') (mod ).

Alors on a le
®—1
[6—1, c,p)]

Théoréme 4: o= et 8/[@®@—1, h].

Démonstration: Posons c(n’,p’} = c. Alors, pour tout entier a> 1,

on a
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2% za——lﬁ’ ZW-, zn—l,n’ @
»:,~=z(~»-; ) -T—»,—E( n,~~) ¢'¢ (mod V).

® ki

®F—1
Or, la fonction .{,(a)=(,'caf_’"1' satisfait aux conditions $(0) =1 et

-1 B
P@=p D1 g ¢ b1 pedla—1)" (ax1)

Donc
7

]
(i

=4 (a) (mod P) (a=0,1,2,... ).

En particulier,

of -1 01

Z:C =0(f)= p’cﬁ)—lzp’c a1

T
Donc, puisque p’ est une racine ® —1-iéme primitive de l'unité, on
@—1
[6—1,c]
prouvé. Posons ®—1=34. Alors on a le.

ad= Donc 3®@ — 1. Comme &k, on a 3[[®—1, A], et tout est

Théoréme 5: On peut choisir un = €K d’ordre 1 en ) ef une racine
primitive @ —1 -iéme de l'unité p fels que c(m,p)=A.

Démonstration: Posons p? = p’ avec un @ premier a§—1, et © =(z'l'1=’
Montrons que a et b peuvent étre choisis de maniére que c(x,p) = 4. En
effet

Z_ (ZP')”.ZJL'E o€ ) F B =1 _ pac(,e) +ab@—1) (mod W),
™ PI ﬂl - v

donc
c(r,p) = ac (@, p") + ab (3—1) (mod @ —1).
Choisissons d'abord a de maniére que

ac(®’p)=A4 (mod 5~1), [a, e 1] =1,

ce qui est possible parce que [c(ﬂ’,p’),§~1]=A. Ensuite choisissons
b de maniére que

ab=

@1 mod ‘E—_:TE &1

_ac@,p)—A Q—1_ &1 )
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ce qui est encore possible, parce que [a,?i—l]:l, On a alors

e(rp) = ac (@) +aba—1D = Af(a—t) [ab+ ﬁ(i—‘iﬂ]

=4A (mod 5—1). C.qf d

Remarque: Il est i remarquer que z et £ sont liés par la relation

zl =

ainsi le groupe_Z est engendré par deux éléments 'z, 1 liés par 3 relations,
dont toute autre est une conséquence,
b

?":1, ZI=W, Z:tﬁz,

donc est défini, a isomorphisme prés, par la donnée des 4 nombres
/, h, 8, fo, qui doivent satisfaire aux conditions hlp~—1 et J[h,ph—1].
Considérons I'anneau L. Soit A (g) l'ensemble de tous les entiers ¢’ qui
satisfont, pour un entier s convenable, a la congruence

¢ =qp’ (mod h).
Soient A, A,, ...... , A, toutes les A(q) distincts. Alors on a la dé-
composition suivante de x*—1 en facteurs irréductibles dans 2:

P.
x"—-l_—_ H fA‘(x),
i=1"
oi f 4 (x)=“,(x-—ﬁq,), £ étant la racine h-iéme primitive de I'unité dans
q

Q(K) égale au reste de %, et ¢ parcourant l'ensemble complet des

restes des nombres de A; (mod k). Tous les f, (x) sont distincts et
i

le dégré de f AlQ) {(x) est &gal a l'exposant auquel appartient p (mod

b
[k, q]
g-facteur de Rella de (x"—1)*).

Soit e; un polynome en 1 dans Qi satisfaisant aux conditions

) (donc, en particulier, ce dégré divise F).f A (x) s'appellera le

¢;=1 (mod inU))
;=0 (mod f, @), si 1<j<p et sij=i
7."\

B

LR
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. : —_ . - — e — s —_— R —
e; est un polynome en f, soit », (). Or z f z ’®, Donc ze,z 1=cp, (%)=
=5,0® =¢2. Donc
;ei;“ =0%=0 (mod fAi 0l ), si j==i,

;ei‘;—‘ =1=1 (mod fAi (T) ),

clest-a-dire ze;z7!=e¢; et e; est permutable avec z Il I'est, manifestement,
avec { et avec les éléments de I'anneau ?,, donc aussi avec tous les élé-
ments de l'anneau I' engendré par z et { sur ,. Donc ¢, appartient au

cenire de T, et puisque I=ete,+.c.o..itey, T4 =eif‘_= I'e, est un

idéal bilatére de I et

I=T4eTW e, . . ol

est une décomposifion directe de I'.
B Un raisonnement absolument analogue peut se faire pour l'anneau
I, On n'a que remplacer les ensembles .4(g) par des ensembles B(q)

des entiers ¢” tels que, pour un s convenable,

¢ = g’ (mod h),
et @ parQ(k) = Qfo‘fB(q) (x)serall(x — &), ot ¢’ parcourt un ensemble com-
p

plet de restes des nombres de B(q) (mod A).

1l est visible que l'anneau T est isomorphe & l'anneau quotient
de I'anneau w, w¥(gy O V(g) est le dégré de fAm (x), suivant son idéal
bilatére (zf —£°
z, satisfaisant aux seules relations.

)roit 'anneau W,,; est engendré sur Q, par un élément

a

-uzaa=ap z, pour tout o € Q

Zt a leurs conséquences. Cet isomorphisme se réalise par la correspon-
ance :

-tz —z,

OI! -

— q
S(B(9)
T ). .

Quant & , il est isomorphe & Wy (. V(q-])/(zfr"—-ﬁ
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Or, dans mon travail ,Sur la primitivité des corps P - adiques" %),
j'avais prouvé que tous les idéaux unilatéraux d'un W,, sont principaux.
1l en résulte que tous les idéaux de T ou de T} le sont. En effet, soit
7 un idéal a gauche, par exemple, de I Alors, si 7, = e, 7, on a

T=1®1L® ... 01,
}L ——
= [
i=1

Soit ¢, un élément de T tel que 7,= I'™"? 7. Alors, posons T

TET et 73,

4

(parce que €?= e, et si { € I'“? donc T=e U (€D, onae ==

I
e, =C)doncy DI TD ¥

c. q f. d

§ 4. Transiormations (7.

n
Considérons un nombre o de K' et un élément L = 3 a5,
i=1 ‘
{q,€ G, 0,€Z) del,
Supposons (o) >
 la c'asse (mod P) a
quelle appartient?g ne depend, manifestement, (pour { fixe) que de §. Pour

> g (g étant un entier rationnel quelconque.) Soit

laquelle appartient :; . La classe (mod ¥) a la-

un P fixe elle ne depend, d'autre part, que de I'élément L de Tk corres-
pondant de {. On désignera cette classe par TW B T est donc wune
transformation de @ (K).

37) Mathematica, t. XIII, 1937, p. 72-191%).

8) Je viens d’apprendre que les anneaux Wa3 avaient été déja considérés avant
moi par M. Ore (Voir ses travaux des Annals of Math., 1933, t 46, p. 480—508; Trans.
of Amer. Math. Soc. t. 35, N. 3, p. 559-584. t. 36, N. 2, p. 8. 243-274).
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= =g +‘g‘2w) B

On aT@ (B,+8,) =T B, 4 L0 f; (L, + L) ¢
¢g,ona(sit€l)

(L, T)@ g =9 (19 B). Si ¢>0, et si 0(2)>

il

n n n
(t+a)f= U (,(1+a)u= T (1+0,a)% I (1+a,.0,0)
i=1 i=1 i=1

n
=1+ Y a.00=1+Ca (mod P,
=1

Donc
M:,l_ appartient a £ ¥ g,

P
Trouvons la forme explicite de la transformation ()1 (q)g est la
classe A laquelle appartient ‘
JUE). 0r o(5) =25 mod 9) et Tt mod w)
x n

fo. ( o
2?7 \gf
Donc

10 p=¢78,

_(q)@ est la classe (mod ¥) a laquelle appartient

20 o (zm g [a\P Ag
=2(z3) (7) = () modw.
Donc, si I'on désigne la classe (mod ¥) a laquelle appartient

5

aussi par la méme lettre, on a
200) g — pAa s,

Donc, si

(¢ peut étre, et d'une seule maniére, représenté sous cette forme) on a
co"-——1

A
B
c(q)p 2 &“1 Aq ] ﬁ(u
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Remarquons, que si ¢ € I, soit

h
3 M
=3 Xay 77 (a, EQ)
i=1j=1
on a
A .
3 fo Ap‘m’hl o
—lgp*) op* igp® Agps pe el _
C(qp)ﬁpzz Y a; 3 18 =
i=1j=1

3 &—1 inpS
0, &7 Ara=16 = @9 ey

Il
L o
=

I

1

i
Et, de méme, si £ € I, donc les g, sont € R(k), on a

T
parce que g = a
—(gd°) _@s — ot
,’(‘7” ﬁ‘” — (C(ql B)m.
D'autre part, si { € l'k, et si m est un entier, - T =m % est entier et on a

13
5o & —1
T latmh) (p—- = 1 @)_ 3 3 g gilg+mh) pA('l-Fm")fo—- 1
i=1 j=1
A i
7 3 ® — hA
mhA ] fa ® —1 —mhd
e Te—1%8"= ¥ X a7 pMe—1, , °71 ¥
i=1 j=1
_ mhA
0 ®—1 (9 5,

Désignons par 2 (K)” le module Q(K) avec !' comme .anneau

d'opérateurs, obtenu en posant

te=t9o (€L, «€Q(K)),

et par Q(K){? le méme module avec I', comme anneau d'opérateurs,
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ta (€D, a €L (K)) étant défini par la méme formule. Alors on a les

théorémes suivantes:

Théoréme 6: Si A

@ = Aig Q (K)@) et Q(K)9) sont I'-isomor-

phes. Par exemple, si
' g, =qp +m h, q,=qp 4 mh,
cette I'-isomorphie se réalise en faisant correspondre & [I'élément

— mhA Sy _wh% $2 )
o 1 de Q)Y Pélément p  © T de @ ().

Théeréme 7: Si B (q,) = B(q,), & (K) et & (K} sont I',- isomorphes.

Siq, = gpd™ + mh et si g, = qp®* +  myh, cette 1‘k~isomorphie se
_m hA

— =8y
n — (0
(1 1 [‘-1

réalise par la correspondance de I'élément p de QK avec
_mhd
@ =155 e 0 (K)®.
Donc, nous pouvons faire correspondre & chaque classe 4, (c'esta -
-dire 4 chaque facteur de Rella) et i chaque classe B, un module

abstrait, respectivement avec I' et l‘k comme anneau d'opérateurs, défint
(Agy

I'élément p

4 un opérateur - isomorphisme prés et désigné respectivement par (K)
9(K)(}[[’i), i savoir un module opérateur - isomorphe & un quelconque des
modules. Q(K)(q) ou @ (K){f), pour ¢ € A, resp. B, 1l est a remarquer

que ;o (e € Q (K)(Ai), ¢ €T) ne depend que de la composante ¢ (4) de &
dans T4, En effet, si ¢ € 4, et si j=i,
6,7 p=¢ ) B=0.

Donc, aussi, quelque soit ¢ € I,
_ - ( —
(C ej)(q) p= ﬁ(Q) (ej o B) = c(q) 0=0.

De méme ga(g €T, « € Q(K)E?) ne depend que de la composante
E(B{) de ¢ dans T,

= UNY(R,,, BUF MU, TUY) ~ U WU Ry, UNYR,,, T* =y Ry
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Ry BUY/ Rq+1uE* UG Ry /(g Rt N fq+1) = Uy Ry /W), Ry o
parce que Hq Al*=unN Rq Auu*= Rq (MU U*, Les isomorphismes in-
tervenant dans ce calcul sont des I'- isomorphismes, parce que R, +1ﬁ11*
et (Tlll’)q Rq_!_1 sont des I'-groupes. On prouve de la méme maniére
que pour le I'z-module M/M considéré au § 2, M, + ‘}‘4’+‘/(M+-M‘)q +
+ Yo+t est ['z-isomorphe & p . On posera d'ailleurs, & partir d'ici, K—kF
Or U Ry, /(WU¥), Ry~ (U Ry, [Rgy)/(TN*) Ry, /R, ) (c'est encore
une I'-isomorphie). W R, /Rq,, est I -isomorphe & un sous-I -mo-
iule Pq de Q(K)9, et (I—I_H*)q Rq+1/Rq+1 I' est & un autre sous-1'-module
P, de Q(K)9 (et de P,), l'isomorphie se réalisant par la correspondance

1

€
g _Il_\}\
w

des éléments e de W R, avec des éléments de Q(K). Done
U~ o PP, '

1<i<s ]
De méme p, ~ ((M, + PIH1)PTH)/((M+ M*) 4 PFH)/P9+1) - (Iisomor-
phie étant une I'-isomorphie). Et (M, PI+1)/PI+t est T, - isomorphe &
un sous-I'; -module Q, de Q(K)Y, et, de méme, (M +M*)q+‘))q+‘)/“l‘q+1
I'est & un sous -1',E module 6q‘de Q, On a encore
qu / Q,,j.

s

py @
1<y

N

Considérons tous les g, qui appartiennent & une classe A, resp. B, don-
née, Soient

PA) = @ Pq], P — g ?‘7,
qiE Ai quAi
et respectivement
Q= © Q. Q%= 0 Q
9,€ B, q,€B,
Alors, manifestement, @ qu/l—’;j est la somme directe étendue & tous
1<i<s :
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les .4, des P41 ] P4), De méme & qu/aq, est la somme directe éten-
1K< . .

due & tous les B, des QB2 /Q!B), On appellera 4, -rang de W1 le I'-rang
de P“) [Py et, de méme, on appellera B,-rang de MM le I, - rang
de QB /Q—(Bi). On a les

Théoréme 8: Le I'-rang de U est égal au maximum des 4, -rangs
de Wil; donc le I'-rang de 11 ne dépasse pas le maximum des 4, - rangs
de U/, et

Théoréme 9; Le I',-rang de p est égal au maximum des B, -rangs
de M/M; donc le I',-rang de M/M ne dépasse pas le maximum de
ses B, -rangs.

Démonstration: La démonstration de deux théorémes étant sem-
blable, démontrons le premier: soit m le maximum de 4,-rang de WAL

Il existe donc, pour chaque classe A4, m, < m éléments de P(4J/ P.(Ai)’

my
soient a{d all) .. “{mﬂ,- tels que P40 [Plan =3 I o, Posons, de plus,
j=1
m
af:.],--)-x = afﬁ’,+z =.....,=2® =0, On a encore P4 |P4) = 3 I'af. Posons
i=1
o=@l (j=1,2,....,m, la somme directe est étendue A tous les 4,).
i

On ae, @il = all ou 0 suivant que i’ =i ou i'=i Donce, o, = ¢{. Donc

m

m m
TeD Z Tald = ® I' a9, Donc >r o, ) Yol il = & 2r o) =
i i

j=1 j=11i i j=1

=® P [P4) etle I'-rang de cette somme directe, I - isomorphe & U,
i

est m. Le reste du théoréme est évident.

§ 5. Théoréme de Deuring et ses conséquences.
Maintenant nous allons nous occuper de la représentation expo-
nentielle dans le groupe entier des 1 - unités de K, c'est - 4 - dire nous pren-
drons pour Ul ce groupe. Le groupe 1l sera constitué par le seul élé-
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ment 1 ou, exceptionnellement, sera le groupe de toutes les racines de
T'unité contenues dans 11 dont les dégrés sont des puissances de p.
Nous commencerons par nous occuper du cas oii le corps K/k est sans
ramifications supérieures (c'est-a-dire V'={1,}, ou 1. est I'isomor-
phisme identique de K, ou, ce qui est la méme chose, e=h). Ce cas
constitue le premier et, d'ailleurs, le plus difficile chainon d'un procédé
inductif servant i résoudre ce probléme. Corrélativement, nous nous
occuperons aussi de quelques quéstions relatives & la représentation
factorielle des I' - et des I', - modules.

M. Deuring?) a démontré un théoréme dont un cas particulier,
A savoir celui relatif aux champs de Galois,?®) servira de base a notre
recherche. Voici I'énoncé du théoréme général de M. Deuring:

Théoréme: k étant un corps et K étant une extension galoisienne
séparable de dégré fint de k, il existe une base de K par rapport a k
(dite base normale) formée des conjugués par rapport & k d'un de ses
éléments.

En particulier, si k est un champ de Galois @ de o éléments, donc
K est aussi un champ de Galois @ de » =©’ éléments, le groupe de
Q/Q est la période d'un opérateur 3 défini par la formule 3o = a® (pour
tout « € Q), Donc, dans ce cas le théoréme de Deuring se formule ainsi:

Il existe un o, €Q tel que fout autre o €Q peul se metire sous la
forme @ = (3). 2,7 (x) élant un polynome a coefficients dans Q.

Voici une démonstration élémentaire de cette proposition: Soit « € €.
L'ensemble de tous les polynomes o (%) (dans Q) tels que 9 (3) « =0 est
un idéal de 8 [x]. Tous les idéaux de Q [x] étant principaux, il existe un
polynome ¢4 (x), défini & un facteur constant de Q prés, tel que 9 (3)a =0
soit équivalent a 9, (%) |9 (x). On a, pour tout « €2, (" —1) o =aw’ —
—a=a%_«a=0, Donc 5, (x)]x' — 1. Supposons qu'il n'existe aucun

_ x .
2€0 tel que 4, (x) = x — 1. Soient #, (x) =1 f, (%4 94, () =11 f, (%)%
i1 * i=1

les décomposttions de 7, (x) et de ¢, (x) en facteurs premiers, oii on
a écrit tous les facteurs qui entrent dans un au moins de ces poly-

nomes, en faisant, au besoin, = 0 ou ;] =0. Soient

19) Math. Annalen, 1932-1933, t. 107, p. 140-144.
2) Ce cas parficulier avait été prouvé déja par M. Hensel en 1833 (Journ. . d.
reinz u. ang. Math,, t. 103, p. 230-237). ‘
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4 @) = I f(x), B= 1 filew”.
1<i<h 1<<i< A
r:lf > ':’i’ o < 'ci

A (x) B (x) est le p. p.c. m. des q, (%) et ¢,, (x). Posons ===B (3) o4 4
+ A() 2, On a, manifestement, 4(3) B (3) « =0, donc ¢, (x)| 4 (x) B (x).
D'autre part,

A@)e=AQR) BG) o, +-AGY o= <ﬂ N FAOLS

'ci' =7
Dong, pour que ¢ (3) 4(3) ¢= 0, il faut, puisque tous les fi (x) sont distincts,
que B (x) | ¢ (x) Donc B (x) | ¢, (x). De la méme maniére on voit
que A(x) | @, (x). Donc, puisque 4(x) et B(x) sont premiers entre eux,
A(x) B(x) | 0, (x) et 9,(x) = A(x) B(x). Donc, si ®(x) est le p.-p.c.m.
de tous les o, pour 2 €, il existe des « € tels que g, (x) = P (x).

Or, si @ (x)# x” — 1, son dégré p est < v. Soit donc & (x) = x' -+
+a, #+ . +a,. Alors ® (o =0 signifie o +a,a" " +.,.+aq,=0,
Mais il y a au plus o éléments de € qui peuvent satisfaire a cette
condition,. ce qui est absurde, puisque © =0’ >, Donc
2,€9Q tel que Py, () =x"~1. Donc © ()., parcourt «’=

il existe un
o éléments dis-
tinets de &, ¢’est-a-dire 2 entier, quand ¢ (x) parcourt @ [x], et tout est prouvé.

Revenons a la notation du § 1. Soit p une racine (& — 1) 0 -iéme
primitive de I'unité telle que ¢* =p, ot p est I'élément normé de € (K)
introduit dans ce §. Appliquons le théoréme de Deuring au champ de
_Galois Q/Q (k) ot € est le champ de Galois obtenu par I'adjonction de
p & 2(K). Le nombre d'éléments de @ est 4fY, ott ¢ est le plus petit en-
tier tel que & =1 (mod (8" —1)8), c'est-a-dire

t+a+a¥+ . +al— 11[-'O(mm:l 8).

Or, on a vu que 86 — 1;donc, & fortiori, & =1 (mod &), et la condition
précédente peut s'écrire

=0 (mod 3).

N

Donc $ =38 et (2:2(K))=3. 1l en résulte que tout a€Q se met, et d'une
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seule maniére, sous la forme «= E 0 (2,€2(K)). Soit z, l'automor-
i=1
phisme o — o® qui engendre le groupe de /2 (k). On a
3 3 3 1
7,2 =( Z a_l“p') ®_ Z 2B 2 7_‘_1551-((:,_1 ). o= S 2% i
i=1 i=1 i= =1
= : z(']a‘.?,
i=1
oi z¥ est la transformation 22— o® pid de Q(K), parce que p®1=p 5
=pA. Donc, si f(x) est un polynome dans © (K),'
1z “ LR
w B
j I, ~ NG ra
o, si flx)= 2 a,x', on pose Fat) % = y g, N a, et olt (2 est de-
j=0 =0 )

fini par la formule de récurrence (27« =2 ("), done (27) &=t
. & — 1
pl'-\cu—_l,
En vertu du théoréme de Deuring il est possible de choisir un
2 €Q tel que tout BER puisse se metire sous la forme f(zs) 2. Done, si

~

o= 3 o9 (%,€Q(K),

i=1

3=ZBP

i=1

(8,€2 (X)),

on a

B,=/ " =,

Donc on a le

Théoréme 10: Il est possible de choisir & éléments de R (K), soient
oy, Oy i, O tels que, B, [32,... LB éiant 8 élements arbitraires de @ (K), il
existe un polynome f(x) dans Q(k), bien défini (mod xf —1), tel quelon ait,

pour tous les i=1,2,....,8 d la fois, B,=f(z") =
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§ 6. — Caractéres. Addition et multiplication des caractéres.

Soit B=1{B,,B,,....,B3*)) un ensemble ordonné de & éléments de &(K).
Posons, pour tout (€L,

9—q

—a—q

5B

<(q)

B @ =p 7 . T (p

ol ¢ est le plus petit reste positif de ¢ (mod 3). 7.(’:) (£) sera appelé
g-iéme caractére de { de base B.B sera dite base de caraciéres. '/J?‘ (€
ne depend, manifestement, que de ¢ et méme, ne depend que de la com-
posante de ¢ dans I'B). On le notera aussi % (). Soit que

K fa .. K .
t=23 3 ai/-tlzjz X tlfi(z)
i=1j=1 i=1
S . , . . . g, h
{cette représentation n'est possible que d'une seule maniére), ot h'= 5
12
et ot f; (x)= 3 a; x' est un polynome dans Q(k). Alors, en vertu du
j=t
§ 4, on a
e—g ¥ 12 L I
7‘{,3) (:),—_p “ Z 2 a;j £19p°9 a1 (P 3 @q,)m =
i=1j=1
h’ e ol —1 q .7 i
_ i & 9w -1 &l
=y (grq > aiijq o] 5 ) ﬁ;m ) -
i=1 j=1
¥ 13

=2

i=1

, el K _
(7 2 ayod 51y ¥)= 3 ¢ Dy
j=1 g =]

& —1
parce que —x—=
= AP (). L'ensemble ordonnén?:/.—(;ﬁ’ (C),?W&;Tu .y /};B’(C)} s'appelera carac-
téristique de  de base B et sera noté %p (().

4.0n voit, par conséquent, que si g=¢” (mod h), XH ()=

) {a..az....,a,} désigne l'ensemble {a,,az.‘..,aj} ordonné de maniére que

@, soit son i-iéme élément.
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Théoréme 11. Il est possible de choisir une base de caractéres de
fagon que quelque soit I'ensemble ordonné de h éléments de @ (K), il
existe un (€I dont la caractéristique soit cet ensemble ordonné. Et, pour

cette base, % (L) =% (t,) entraine T =C,
Démonstration: 1l suffit de prendre pour la base en quéstion
l'ensemble A={a,,...,25} du théoréme 10 du § 5. En

B={8, B,-..,B,} un ensemble ordonné quelconque de A éléments de

effet, soit

=B
g=1,2,...,h, il suffit de montrer qu'il existe des polyr:omes Ji(x)
(i=1,2,...,h) tels que

Iy

Xt f @M=,

i=1

Q (K). Pour prouver qu'il existe un (€T, tel que X ( pour tout
k q

1] (e=1,2,....,h).

La résolution du systéme (I) équivaut a la résolution succéssive de deux
systémes

¥
(1) 2 %y 7 =8, (a=12,...,2)
i=1
I £E9) ey =y, - G=12....,8;9=12....3.
Le systéme (lI) se décompose en & systémes indépendants (II,,
I,....,II;), oit {I;) est le systéme linéaire

¥ -
i s3)
3 ¢fet =8
9 +s3

;) . (s=0,1,....,K"—1)

i=1 iq

ne contenant que h’ inconnues Yia- Le déterminant de ce systéme et le

Vandermondien d'ordre A’

_ _ K
i(q -+ %) 7 3| s
D-q==}& o = H ey -
i=1,2...,k i=1,2, R
s=0,1,..., k¥ —1 §=0,1,....,F —1
_KH—1)
- a— R ;\. 8-’
=Eq 2 i (ﬁ"_él)-
i=12,..., &
1<iM<i
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Or, si 1<i'<<i<h, g — b = g (Ea(i—i') — 1) = 0, parce que
. h <
0<i—i<h=-, donc 0<8(i—i") <h. Donc D; =0 et le systeme

(HE) a une solution dans © (K). Il en est de méme du systeme (II).

Les y,~(i=12,....
systéme (III) se décompose
L), ..., (L), ou (III) est le systéme

A1 g=1,2,....,0) étant supposés connus, le

indépendants  (IIL),

en h systémes

(I11) @D az=y;  (@=12...9)

Le théoréme 10 de § 5 montre que, quelques soient les y, o €Q(K)
g=12,....,8), ce systéme est résoluble. 11 en est donc de méme pour
le systeéme (iIl) et pour le systeme (I), ce qui prouve la premiére partie
@M = of = afh Le
nombre de leurs caractéristiques distinctes de base A4 est (®h =pfh
C'est - a - dire le méme. Donc deux éléments distincts de T‘k ne peuvent
pas avoir leurs caractéristiques (de base 4) édales et tout est prouvé,
On tire du théoréme qui précéde les conséquences suivantes;

12} si v (B) est le dégré du facteur fs, (x) de x"—1, le rang de la
somme directe P8 dev(B) ensembles égaux & Q (K)B? est1; en effet,ilya
.exactement v (B) nombres ¢ appartenant 4 B, et tels que 0<g<h. Or,
on a vu que si {ﬁq}qEBh0<q<h est un ensemble quelconque d'éléments

de Q (K) il existe un L €T, tel que, pour tout g € B, et tel que 0<qg<h,

du théoréme. Le nombre d'éléments de Tk est

9:=9
L@ (p— "5 1q—) = [Sq,

=Efz. En effet, on a alors
q, = g, ® (mod h) pour un s convemable. Or q, &' = g (mod ® — 1),
donc ¢, = g, (mod 3). Donc, si gy G- 9By @St I'ensemble de tous

les g € B, et tels que 0<<g<h (ils ont tous un méme g, qui sera

Remarquons que si B(g) = B(qz); on at_q_1

noté q),

i)

92 "T7
®p 3

a;@p G

___‘h"‘;
P 3

O

o @
7 q

R

est la base de

i@’“©
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Q (K)(Zl) o Q (K)(gz) ®......... 8 Q[K)(gv(B,-)) ~ @ Q(K)B) 22)
h s

v(B;)
ce qui prouve l'affirmation

29 Si 2 € Q(E),

x(aﬁn aﬁ:, e
9

aBg) = VBB, Ba
O=arBubu.B) g,

Ceci résulte du fait que a®=a,

3%). Soit P la somme directe de 1v(A,) ensembles égaux a © (K)49,
Alors le 'rang de PU est If,, En effet, d’abord le rang de PY ne dépasse
pas [ fois le rang de P, Or, soit {14 Tysees-a Ty} une base de © ()/Q

2,

fo
Alors I', = N i
ors I' = 3 1,I. Soient B, Bj’,....,Bj} toutes les classes B, contenues

=1
(8, ) — . .
dans 4, Dans tout P (u=1,2,.. .»1) il existe, en vertu de 12, un élé-
] (B; ) — ; » ‘
ment p].u tel que I (’3}“ =P%), Drautre part, si o’ =u, I'f) g = {0}-
Donc "
[y, ©6,8....05)=P%epP e, . op%,

Posons B= B e B,®....0 th. Les opérateurs de @ [KJ(,‘!) et de 2 (K)@

d:z:l]gneswpar un méme (€I étant les mémes, on peut identifier
PEIepBl) @....0 p8)
PE @ © P75 avec PW, et B sera alors identifié avec un

élement de PU), soit B. On peut écrire

f
(2 7 F) p=PWepfle .. . o pEy,

. j=1
fo _
Donc L., B = PU, parce que, si B, €Q (K](:), g
= :
9=7 057 —i 5
BT =L Pl ) — b
LeE=p %Y T =rne qup ) ©=1,¢8,,

22 RS P N
) ot 6,2 A desxgne la somme 41recte de m modules &gaux a A.
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étant donné que 1, € € (R). Done {*{1_(3, '(2_5,..,.,%—{3} est une base de PW
et le rang de PO ne dépasse pas lfy.
Il ne peut pas étre moindre, parce que PU a

(pffo)"‘(A ) = i e

3

éléments. Et comme I a p W4 glaments, Lo =T o en a au plus
autant, quelque soit o € PY. Donc, si r est le rang de Plet si {o, ... \%}
en est une base,
o +Ta,+... .+l =P0
a au plus (pM4d)y éléments, done r=If;, ce qui achéve la démonstration.
Théoréme 12: a) Si 2 € Q (k), Xzl =2%5(C);
b) XB (Cl i Cz) = XB [C1] :‘:XB (tz]

Démonstration: C'est évident.

Theoreme 13: Si f(x) est un polynome dans @ (k) et sim=f(zm) og,

9=9q 9—q
e =5 Y L . c .
p ¥ C(q (P 3 «) s'obtient en remplagant dans l'expréssion de f{x)
chaque puissance X' par () XE,'[‘,% ), ou g¥ & = q (mod h).
Démonstration: En vertu du théoréme précédent il suffit de prou-
ver ce théoréme en supposant f(x)=x!, c'est-a.dire
@ — 1

o= (Z(T{)]f o= P;A ® — 1 as_d"_

Donc
9 —8.; _9 ';G‘B' @t 4= gUJ o . j!f)_a’;—_— &l
p a=p a- =p LI az).
Donc
— — —g e ; W g il
—q @ __9=9 y\_ 99 __ 979 (6) R Mt ASRARS I
p s & (p 3 a)'—p 5 .p 3 (C(q (® 5 “q)) =
q_—_-i__ q—q g qi—q . 4 il
=p3 5 -(p‘" 3 4,“1 (C]) =
_ g—g _ g—qWat _ ei—gat o\ 6 Lo )0
P 2 o)™ =75 (1) =

— @1 & .
= oA (h0) T - @ A, eatd

e ©
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Théoréme 14: Si XKA(()= fZ®) o7 (un tel f{z19) existe toujours
en vertu du théoréme 10 du § 5), "/.f;"”{l;1 L,) s'obtient en remplacant dans f(x)
chaque terme x' par (29) 7-5;1(1'][[;1].

Démonstration: On a, en effet,

P e A 91 99
AL =3 G 5 %)=0"7F

_9—q¢ g9—g 9—q —q ., —q .

¢ ¢ ! — N 9 — .
DT s e st T ) =05 P K,

et on n'a que appliquer le théoréme précédent.

On voit que X (L&) ne depend que de 7\(G) et des seuls
KA (&) tels que ¢" (0<<q’ <h) appartienne a B(g). Nous dirons deux
caractéres X4 (C) et A (L) de & conjugués par rapport @ k si Blg,) = Blg,).
Nous les dirons conjugués absolus si Alg)= Alg,). On voit que le g-iéme
caractére du produit ne depend que de caractéres des facteurs conju-
gués par rapport & k du g-iéme.

On pouvait, d'ailleurs, prévoir ce fait, parce que: 19 XS,A] &) ne
depend que de la composante de £ dans l‘gfq’; 2% inversement, la donnée
de tous les XU (C), g€B: et o<gq<h, définit la composante de ¢ dans
Hf”; en effet, le nombre de systémes distincts possibles de ces carac-
teres est @B, c’est-a-dire est égal au nombre d’éléments de T'Bd.

§ 7.—Théoréme de Emmy Noether.

Emmy Noether avait démontré %) que l'anneau Ex admet une
base normale (cest-a-dire formée par les conjugués par rapport & & d'un
de ses éléments) par rapport a (%, si, et seulement si le corps P-adique
K/E est sans ramifications supérieures, c'est-a-dire sie=h. De ce qui
précéde découle une démonstration simple de ce théoréme.

Lemme 2: Si un Dy-module M de rang (K:k) par rapport & &), admet
une base normale par rapport @ @, tout nombre de Mk est la trace (de
K & k) d'un nombre de M.

Démonstration: Dans I'hypothése de I'énoncé il existe un A€M tel
que M=1pa Or ([%: G)=(K:B)=M:6)*). Donc {a=0 entraine

) Journ. f. d. reine u. ang. Math., 1931, t. 167, p. 147-152.
) (M:Ek) désigne le rang de M par rapport & Ey. 11 n'est pas obligatoire
que M2 Ekl.

3
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¢=0. Or, si BEMMPE, on a, quelque soit 6€Giy, (0 — 1) f=0.
Done, sifi = (go,8€ L, on a qgelque soit 6€ Gy (6— 18 = 0. Soit

n
G ={01=14 0...,0n}. Soit {g= 2 @0 (q, €E,). Alors, quelque soit
i=1

j=1,2,.,n, on a

n j—1
) Y oasi=(g—a) g+ X oao” Yot

i=1 i=1

=)
H

n n
-+ pX Gif’iﬂiﬁi—zai%

i==j4-1 =2

ce qui entraine a=a, Donc tous les a,j=12,..
a leur valeur commune. Alors

..,n sont égaux; soit

B=alo,+o,+....-Fc)a=(5,+0o,+....+0) (aa) =Sy, (an)?). c q f d.

Démonstration du théoréme de Noether: Si e n'est pas premier a p,
soit Ko/k le corps de ramification de K/k; on a Sy, ¢=Sg, (S o).
Or, si 0 €@, et si o€ Gk, = Viw, on a ox=o (mod ¥). Donc, si
(K:K))=p" on a Sy, 2= pFa=0 (mod ¥). Donc aussi Sk Sk, ) =0
{mod %), parce que Kjk est un corps {'-adique. Donc 1 € G Mk ne
peut pas éire la trace de K4k d'un nombre de ¢, Donc ¢, n'admet
pas de base normale par rapport & €,

Soit e=h. On a *=p Donc,sig<<Oousig>e=h, on a Q, = Q,
Si 0<qg<h, on a Q, = & (K et Q, = {0}. Le nombre des q apparten-
nant 4 une classe B, et tels que 0<q <h est v(B). Donc Q¥ est la
somme directe des v (B)) modules I', - 1somorphes a QK B ot Q(B) =g {0}.

v(B)
On a vu que le rang d'un tel module est 1. Donc tous les B,-rangs

e € /{1} sont égaux A 1, et le I, -rang de G/{I} est aussi 1,
' c.q k. d

285) sK/k (2) désigne la trace de K & %k du nombre o,
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§ 8. Représentation exponentielle dans les corps sans ramifications
supérieures.

Désignons par U le groupe multiplicatif de toutes les 1-unités du
corps Y - adique galoisien K/k, supposé étre sans ramifications supérieures.
Prenons Il = {1}, U¥ est le groupe des puissances p-iémes d'élé-
ments de 1. En vertu du théoréme de Hensel, cité dans T'introduction:

a) E'—‘{O} si g<E _P_1 (ot E=ee, est l'ordre absolu de P} et

est premier & p; b) quand E=0 (mod p—1), PE p =2(K) (E,TET> ou
p——l

est un sous-module d'indice p de & (K) (E pf’-’i) suivant que K est régulier

{c'est-i-dire ne contient pas les racines p-iémes primitives de I'unité)

ou irrégulier (c’est-d-dire les contient); c) pour tous les autres q,

P,=Q(K)9. Quant & P, il est foujours égal @ Q (K)@,

Commengons par le cas régulier. Evaluons combien il se itrouve
des nombres q tels que P,%+P, (clest-a-dire P,+2(K)®) dans une
classe A; donnée? On peut remplacer chacun de ces nombres q par un
autre nombre de la méme classe sans que la distribution de ces nom-

bres entre les classes change. Subdivisons lintervalle ( 0, E S—EI) en

intervalles succéssifs

- pi—1 it
A= (F e Ep(p_l)] (=01, ....+oo).

Désignons par ;; chacun des ¢ contenus dans lintervalle A; et tels

que I_’q=i=9 (K), c’est-4a-dire chacun des ¢ premiers & p et contenus
(G]
dans A;. Remplagons chaque q par

) (-) 1 .0
q*_ (P -__lz)‘l(q]r

U] U]
oit 1(¢) est la transformation q— p(g—E). Manifestement q*€ Alq),
) ,
parce que ¢* = q pi(mod E), donc aussi {mod h). Montrons que I'ensem-

ble de tous les q* (i=0,1,...,+ o) est I'ensemble de tous les entiers de

Tintervalle (0,E]. En effet, premiérement
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' iy P @ o ‘
p'.E'pfg __Ep[p 1]<q'<p1E L 1 _E ple—1)

(p—1) p—1 o e—1) p—1

c'est-a-dire
(4)
0<q¢" <E;
(i) ()
deuxiémement, si ¢, =g¢,", on a

() R i q S -
fa — o, _g. k=1 g pl ) _prlb—p)
p—1 p—1 p~—1

U] [e)]
si i==f, étant donné que ¢, et ¢, sont premiers a p, l'ordre du premier
membre de cette égalité pour p ne dépasse pas Min (i, /). Mais l'ordre

du second membre pour p est au moins égal a Min (/) +1. Ceci est
() ;)

absurde, donci=j. Ma1s alors I'égalité devient p' ¢, — p'¢, =0, c'est-a-dire

o

¢,=9,. Donc tous les q sont dlstmcts et contenus dans l'intervalle (0, E].

Mais leur nombre, égal a celui des q, est

p

_1*] [7}’_:1_1 E [__“ = _F
[ p—1 p - p—11 lp—1l) 7'
et l'affirmation est prouvée. Etant donné que E=eje=¢yh, on voit que

dans une classe 4, se trouvent e,V (4,) nombres ¢*, donc aussi autant

des ¢. Par conséquent, P19 est la somme directe de e, V(4) I'-modules

). Donc, puisque Pl = {0}, on voit, en vertu du
§ 6, que le A,-rang de U/{1} est eyfy=n, oi n, est le dégré absolu
de k. Donc, dans le cas régulier, le I'- rang de 11/{1} ne dépasse pas ny.
Il ne peut pas aussi étre plus petit, parce que alors le rang de W/U* ne
dépasserait pas (np—-1) n=N—_n<<N (n-dégré de K/k, N- dégré absolu
de K), parce que le groupe c'/ePl est, au plus, de rang (I': (%)== pn; mais

I'-isomorphes 4 @ [K)(Ai

. . N .
ce rang est N. Pour une raison semblable, si W=¢ "¢, ... ¢ I
0
o oo
BT Lyt = 1 (Ci, barvnvey c"o €l
ne peut avoir lieu que si { =¢,=....= £, =0, parce que autrement le

rang en quéstion serait au plus N—1
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Si K est irrégulier, c'est-a-dire contient des racines p-idmes primi-
tives de l'unité, il est visible que 1'analyse précédente s'applique i con-

(8]
dition d'ajouter aux ¢ précédents encore le nombre q0=E~i— Ceci ne

<change pas les résultats relatifs aux classes autres que A(gy) ——A( 1), en

ce qui concerne cette derniére classe, on voit que le A(g,)-rang de u/{i}
ne depasse pas n,+1. Donc le I'-rang de W{1} ne depasse pas ny+1.
Il ne peut pas étre moindre parce que alors le rang du groupe U/U*
serait au plus n0 n =N, et l'on sait que dans le cas irrégulier il est N-+1.

Sl'l .....

n.+1 =11, il doit exister n rélations (R)

“{) D) U ,
(R) R A B +;n-!—l—1(z=1,2,....,n)

telles que le systéme

n

v i .
Lllaz~[i]:0 (121:21'-"!n0+1)
P
n'ait d'autre solution dans ¢ que @, =a,=....=a,=0 (on dit dans ce

cas que les n relations sont linéairement indépendantes par rapport a .
Si le nombre des relations linéairement indépendantes par rapport a ¢
entre certaines 1-unités est nul, elles sont dites 1-unités indépendantes).
En effet, le rang exponentiel infini de Il est N. On vient ainsi au

Théoréme 15: Si le surcorps K de k est galoisien, régulier et .sans
ramifications supérieures par rapport a k, le I'-rang du groupe W de ses
1-unités est n,, et I admef une I'-base exponentielle formée de n, 1-unités
indépendantes. Si K/k est galoisien et sans ramifications supérieures, mais
si K est irrégulier, le '-rang dell est n,+ 1, et les ny+-1 l.unités formant
une I'-base exponentielle de 1| sont liées par n relations linéairement indé-
pendantes par rapport a (%,

Démontrons encore le théoréme suivant:

Théoréme 16: K/k. éfant galoisien et de dégré (K:k) premier a p, et
K élant irrégulier; Wl désignant le groupe des 1-unités de K, et U éiant
le groupe de toutes les racines de [l'unité confenues dans 1; le
1%n} formée de

I-rang de W est n, et WU admef une [-base {c,s,.
1-unités indépendantes et telles que =1 Zl P e 11={1}.
Démonstration: Ce cas se distingue du cas des corps irréguliers du
théoréme précédent uniquement par ce que, p° étant la contribution de

p dans E, P, n'est plus {0}, mais un I-module de p éléments.

1)
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Le raisonnement est absolument identique au précédent en ce qui con-
cerne les classes A, autres que A(gy), et on voit que pour ces classes
le A-rang est n,. En ce qui concerne A(qy), P ost, visiblement, la

somme directe de e,+1 modules I -isomorphes a Q(K](A(q"”, parce
que on a

qop = pliil = ~~E~# =¢, (mod E), donc (mod h),
et, par conséquent, v (A(g)) =1. Quant 3 P 4] est la somme directe
de e, —1 modules égaux a {0}, du module P E de p éléments, et
Tprlo—1)

du module ?Ep de G;{ léments. Le rang de PUVWPYY) est manifes-
p—1

tement, égal & (e, — 1) fy = ny—fo, augmenté du rang de

(o) o 0 ) &0

Q(K)* pelp—D ' @ Q (K) P—-l/ E ©P Ep*

“prlp—1) p—1

_E _
Soit ¢ une 1-unité de K congrue a 1 (mod pelp—1) ). Soit a(z) la

—1
classe (mod V) a laquelle appartient —EE—
)

Ep
vaux de M. Hensel, que T f=y (mod Pr—1=9%), et que la classe
prt_
(mod ¥) a laquelle appartient & . 1

. On sait, d'aprés les tra-

ne depend que du o(g). Désignons la
par (a(e). On voit facilement que (2, + o) = () +¢ (2) et que, si
o€ G

00 T 0y =0 G o )

pu—H P -1 | ,
(parce que (5 @) =g} ). Donc 2> §(2) est un I'- homomorphisme de
E

2(K) o=ty ) dans @ (K)*, On sait que $(2) =0 si, et seulement si

atP . Puisque fa(z) est de dégré 1, '™ ogt isomorphe
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4 l'anneau de restes des polynomes en z dans @; suivant l'idéal
(z/—E&"§) %), Puisque nous avons supposé que n=(K:Ek) est premier

h
A p, f l'est aussi. Donc (2#—&"%) n'a aucun facteur premier double.
En vertu du théoréme de Deuring, il existe f, éléments de Q(K), soient
o, Oy, 9, tels que

E
Q(K) 5 =1 =Tu,+ L, + ...+ Doy |

Soit que
fo
be)= 3 7,60
i=1
Par la méthode bien connue on prouve que la base a,a,....,0, peut

étre choisie de maniére que tous les v,

(z) avec j>i soient nuls. Alors,

le nombre de classes de restes dans @ (K)(% suivant le 1 (A@0).idéal
LU= (), A ()L Y )s
égal a qu, est égal au produit des nombres n, de classes de restes

h
dans 2, [z 2)/(f — €% ) suivant

(5, (2), 7 —% 3 1/(z —® a) (i=1,2,..... o)

:Vi Bl

c'est-a-dire, si [, est le dégré du p. g. c. d. des 3, (z) et #F—t% s

ce nombre est p ki Or, étant donné que ¢(2) =0 entraine 2€ P E !
o lp—1)
et que le nombre d'éléments de ce module est p, on voit que (& (K):¥) =p.

fo
Donc ¥ I.=1. Donc, on peut poser, en numérotant convenablement

i=1

h
les o, [, =1 L,=L=....=L,=0. Soit que (¥, (z), f—e% 3) =
= P, (f—&"F)= P2, Cherchons la condition pour que ¢ soit

) Ep effet, le qo-facteur de Rella est #—£% .
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fo
dans P E Soit o=} <, (2) @. Alors
| =1
fﬂ fO
Y(@=3 %3 (29, (z)=0.
j=1 i=0

Donc, on a succésivement
Yo o Fo= U
i1 1 et T =1, T 0

mt o o o e ot e 1 =0,

.+ ?fo:l tfo=0.

h
Ce qui entraine, puisque, si i=1, 4, est premier avec 2F =% e,
que 7, (z2)=0 (i=2,3,..,f) et que 7, (2)Z0 (mod ).

Soit B @7 un élément quelconque de & [K) p—l)) Q (K)(q”). Soient
fa fo
=3 @), 1= 3 (D)

1—-1 i=1

Il est évident qu'on peut trouver des polynomes X, (z) 25 (2),
tels que

vy hfn (Z)

fo
B—v— 34 @) b
i=2

fo
ey =3 o, (@] (z)— 3’ A (2) 9, (2)
j=1 =1

prenne la forme X (2) 2, De lors, posons
% (2) =73 (2),....

et définissons %, (z) par deux congruences

%, (2) =1, (2), 29, [2) = 1 (2),

?; (D) == (2)+1](2) (mod ), %,(2) Z;(2) (mod '),
ce qui est possible parce que 7 et "7, sont premiers entre eux. Alors,

9(2) (2,0 0)F9,(2) (2, @) ... 0p (2) (o, Do) =(ON+

icm®
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+ (9, (2) — =1 (2)) 2, ®)(o, (2) — 7 (2) + 2 (2)) e, Fh, (2) b (e)) +. . Py (2) Yoy =
=& (mod P g @P o)
polp—1)
parce que
2,(2) =7 (z2) 0 (mod ) et o, (z2)— 7, (z) +1(z) = 0 (mod 7).

Done {&, ® 2, a,®0y....,% & af"} est une base de

E
Q(K)(Ei(p—_‘n)em(x)“’”,f‘ﬁ E ©P,

pelp—1)
et A(gy)-rang de W/ ne dépasse pas (my—fo) +fy =ny ce qui prouve la
proposition. Il est impossible, {z,¢,....,5, } étant une l base de /1,

que slr. 521,. ..snol M U=={1}, parce que alors ell‘ 521‘ .2, ' = ,

slr 521‘. .- ‘l‘ = (slr szr. e sml‘)2 D) slr ezl‘. e Eml‘.7= u _auralt le rang >N
par rapport a 1I*. ‘
Si, dans les théorémes précédents, on pose k égal au corps p-adique
rationnel (c'est-a-dire si I'on pose n,=1), on obtient 1'énoncé suivant,
qui généralise d'une maniére trés stricte la théorie des racines primiti-
ves de Euler.

Théoréme 17: Si K est un surcorps galoisien, et sans ramifications
supérieures, du corps p-adique rationnel, a) si K est régulier, il existe
une 1-unité ¢, de K telle que toute autre 1-unité ¢ de K peut se metire
sous la forme ==z, (LEL); 5,2=1 a lieu si, el seulement si L=0; b) si K
est irrégulier, il existe deux 1-unités €y, e; de K lelles que toute autre
1-unité de K peut se metire sous la forme =% 215 (L5, 2161y en particulier,
si le dégré de K est premier & p, on peut prendre &, =1, 7 étant une racine
primitive p-iéme de l'unité, et alors 1:epn=1 n'a lieu que si 7 =1,{,=0

(Requ le 16 avril 1938.)
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