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UBER DIE VERSCHIEDENEN KETTENBRUCHENTWICK-
LUNGEN BELIEBIGER REELLER ZAHLEN UND DIE
PERIODISCHEN KETTENBRUCHENTWICKLUNGEN
QUADRATISCHER IRRATIONALITATEN *).

(UNTERSUCHUNGEN ZUR THEORIE DER HALBREGELMASSIGEN
KETTENBRUCHENTWICKLUNGEN 1.)

VON
FRITZ BLUMER (Basel).

EINLEITUNG.

Die vorliegende Abhandlung stellt den ersten Teil einer Untersuchung
iiber allgemeine Kettenbriiche dar, deren weitere Teile in den Commentarii
Mathematici Helvetici erscheinen werden.

Es handelt sich dabei um die sog. halbregelmiissigen Kettenbriiche,
d. h. um Kettenbriiche mit ganzzahligen Nennern, bei denen aber die Zihler
nicht wie bei den gewdhnlichen (oder regelmiissigen) Kettenbriichen durch-
wegs -+ 1, sondern nach Belieben + 1 oder — 1 sein kénnen. Solche halb-
regelmissige Kettenbriiche haben also die Gestalt
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sind dabei die sog. vollstindigen Teilnenner des obigen Kettenbruchs.

") Diese Arbeit stellt den ersten Teil einer im Jahre 1937 von der philosophisch-
naturwissenschaftlichen Fakultdt der Universitit Basel angenommenen Dissertation dar.
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Die Fragen nach der Giite der Approximation durch die Néi‘.herungs(—
briiche sowie nach dem Wachstum der Naherungsnenner V\'rerfden im zwei-
ten Teil behandelt werden. Die vonliegeild‘e Abhandlung ist dagegen vor

y ! i Fragestellungen orientiert:
auemlr.la;]:irz ‘:/rve;lfhegEntwidk‘igung‘svonschriwften ist die Kettenbruchentwick-
lung einer quadratischen Irrationalitét periodisch? . o ’

2. Fiir welche Entwicklungsvorschriften kommt «die primitive Periode

m kiirze: heraus? ‘
o k“\”;'&”'::t;le erste Fragestellung anbetrifft, so besagt unser HauPrteTgebx}ls,
dass die Entwicklung einer quadratischen Irrationalitit stets periodisch ist,
wenn in jeder Relation Efa,iiénli der Wert von @, wund damit die Wahl
des Vorzeichens einzig von der Grésse von E, a‘bh’éingt: Die Unter.su»chung der
Frage, ob diese letzte Formulierung allgemein zutrifft oder mcl?lt (Frage,
die mir von Herrn Professor Ostrowski vorgelegt wunde), gab mir den er-
sten Anstoss zu den Untersuchungen, die in dieser unid de'n fo‘Lgend'e‘n Arbei-
ten niedergelegt sind, Das genannte Ergebnis nebst einigen nahe‘he'gensl.en
Verallgemeinerungen enthilt simtliche bis jetzt behamdrelt'fm Spf‘zxalfallle
periodischer Kettenbruchentwicklungen quadratischer Irrationalitdten r‘mt
Ausnahme der Minkowskischen Diagonalkettenbriiche. Indessen 14sst sich
‘auch dieser Fall mit unsern Methoden einfach erledigen.

Was die zweite Fragestellung (auf die ich gleichfalls von Herrn
Professor Ostrowski hingewiesen wurde) anbetrifft, so wird sie dahin be_-
arirtw*otr‘t*et, dass die Periode der Kettenbruchentwicklungen einer quadrati-
schen Itrationalitit stets dann am kiirzesten ist, wenn die Keitttembr-uml‘wnt-
Wicklung nach néchsten Ganzen durchgefiihrt wird, Es ka‘nn.a‘ber in vrell'en
Fillen eine Periode gleicher Kiirze noch bei andern Entwicklungsvorschrif-
ten herauskommen, die wir simtlich aufstellen werden. ’

Diese Ergebnisse werden im dritten Kapitel der vorliegenden Arbeit
abgeleitet. Sie beruhen auf dem im zweiten Kapitel detailliert untersuchten
Zusammenhang zwischen der Folge der vollstindigen Teilnenner der ge-
wohnlichen (regelmissigen) Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl
und den vollstindigen Teilnennern in den verschiedenen halbregelmissigen
Kettenbruchentwicklungen derselben Zahl. Die vollstindigen Teilnenner £,
einer halbregelmissigen Kettenbruchentwicklung von &, in ihrer natiirli:‘:‘h‘en
Reihenfolge kénnen nimlich in Gruppen eingeteilt werden, so dass jede
Gruppe zu einem bestimmten , der regelmissigen Entwicklung von &, ge-
hért, das in einem bestimmten Zusammenhang zu den &’ der Gruppe steht.
Dabei sind die zugehdrigen &, nach wachsenden n geordnet, allendings so,
dass von zwei aufeinanderfolgenden &, das eine iibersprungen werden kann.

Was das erste Kapitel betrifit, so werden dort zunéchst die wichtig-
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sten Definitionen und einfachsten Eigenschaften der halbregelmissigen
Kettenbruchentwicklungen und Kettenbriiche angegeben, Weiter findet man
einen neuen Beweis fiir die Konvergenz der Niherungsbriiche und fiir die
Tatsache, dass jeder halbregelmissige Kettenbruch ‘die halbregelmissige
Kettenbruchentwicklung des Grenzwertes lim %’L
resp. des letzten Naherungsbruches ist, wobei allerdings die Tatsache, dass
Q, >0 mit n>o0 gilt, beniitzt wird, obgleich diese Tatsache erst
im dritten Teil umserer Untersuchung bewiesen wird.

Zur vorliegenden Arbeit wurde ich von Herrn Professor Ostrowski
nicht bloss angeregt, sondern er unterstiitzte mich iiberdies sowohl bei ihrer
Durchfithrung als auch bei ihrer endgiiltigen Darstellung in weitgehendem
Masse. Es dringt mich deshalb, an dieser Stelle Herrn Professor Ostrowski
fiir das starke Interesse, das er an der vorliegenden Arbeit im besondern
wie an meinem Studium im allgemeinen mahm, meinen herzlichsten Dank
auszusprechen. ‘

der Niherungsbriiche,
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Die angefiithrten Biicher und Arbeiten zitieren wir spéter in der Regel
einfach mit der Angabe des Namens des Verfassers.

I. ALLGEMEINES ZUR THEORIE DER HALBREGELM ASSIGEN
KETTENBRUCHENTWICKLUNGEN.

§ 1. DEFINITIONEN UND EINFACHSTE EIGENSCHAFTEN.

Unter einem Kettenbruch versteht man einen Ausdruck von der Form')

(1,0) a4 e

wo diee,= * 1 fir n=1, 2, ... sind. Wir wollen fir einen solchen Ket~

1) Ublicherist die Schreibweise mit durchgehenden Pluszeichen. Man erhélt unsere
Schreibweise, indem man in allen wie gewdhnlich geschriebenen Kettenbriichen alle ¢, mit,
—1 multipliziert. Unsere Schreibweise diirfte fiir die detaillierte Untersuchung beque-~
mer sein.
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tenbruch eine von Pringsheim?®) eingefithrte bequemere Schreibweise be-
niitzen, ndmlich

~-Z"~- heisst der n-fe Teilbruch oder das n-fe Glied, ferner ', der n-fe Teil-

zdhler, a, der n-fe Teilnenner. Ist die Anzahl der Glieder endlich, so haben
wir einen endlichen, ist sie unendlich, so haben wir einen unendlichen Ket-
tenbruch vor uns.

Zu einem solchen Kettenbruch kénnen wir z. B. auf folgende Weise

kommen. Gegeben sei eine reelle Zahl &. Wir setzen £ =&, —=a, — f‘ y b=
S
=a,—- :“ , allgemein
E"
(1,1) =g, — ",
§n+1

wo n==0, 1, 2, ... und &,= £ 1 ist. Dabei ist £, (n==1) jedesmal so zu
wihlen, dass &, positiv wird ?). Dieses Verfahren denken wir uns unendlich
oft fortgesetzt, wobei, falls £,= a, wird, mit diesem a, abgebrochen wird.
Damit ist dann der Kettenbruch

S

2 1

g | €

a,—

a | a
| @ | a

bzw. der abbrechende Ke’ttenbziuch

festgelegt, den wir als eine , Kettenbruchentwicklung' der Zahl € auffassen

kénnen. Wir werden E, den n-fen vollstindigen Teilnenner, r,= den

n

n-fen Rest der betreffenden Kettenbruchentwicklung nennen.
Um zu den sogenannten halbregelmdssigen Kettenbruchentwicklun-
gen zu gelangen, miissen wir die a_ den folgenden Einschrinkungen unter-

werfen: es seien die @, (n>= 0) ganze Zahlen und die E,,:Tl—zl (n=1).
Es l4uft dies darauf hinaus, dass man bei nichtgamzzahli:gemn E, Hir an eine

) Nach Perron, S. 4.
%) Dadurch ist offenbar die Folge der =, eindeutig bestimmt, sobald die Folge
der a, gegeben ist.
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der beiden ganzen Zahlen nimmt, zwischen denen E, enthalten ist, bei ganz-
zahligem aber a,=¢, setzt.

Fiir eine halbregelmissige Kettenbruchentwicklung ergeben sich nun
die folgenden Eigenschaften aus der oben angegebenen Definition:

A) a, ganz, &= % 1;
B) tir nz1 a,=1 und aq,—¢,,, =1
. C) falls die Kettenbruchentwicklurig endlich ist und ausser a, noch
mindestens einen Teilnenner hat, so ist der letzte Teilnenner
grisser als 1; falls die Kettenbruchentwicklung unendlich ist, ist
unendlich oft a,—¢,,, =2.

Die Eigenschaften A) und B) ergeben sich unmittelbar aus der Defi-
nition der halbregelmassigen Kettenbruchentwicklungen. Was die Eigen-
schaft C) betrifft, so sieht man sie folgendermassen ein: wenn die Ketten-
bruchentwicklung endlich ist, muss der letzte Teilnenner > 1 sein, weil
sonst der letzte vollstandige Teilnenner gleich 1 wire; wenn die Ketten-
bruchentwicklung unendlich ist, kann nicht von einem Index an immer a,=2,
€np1 = + 1 sein, denn sonst miissten gleichzeitig die beiden sich widerspre-

chenden Tatsachen gelten: fiir n> N wire erstens §=2— ~;1-A =
St

ppb=l gt alse £, 4B wo 1<t <E=2 st und

=1l E—+1 < +£"+1 = Gpby A1SO E,,.HT &, wo l<f, <82 1st,un

.zweitens wire E=2— é, also E=1.

Wir wollen nun ganz allgemein einen (endlichen oder umendlichen)
Kettenbruch, der die drei Eigenschaiten A), B) und C) besitzt, einen halb-
regelmiissigen Kettenbruch nennen. Wir werden spiter (§ 3) beweisen,
dass jeder halbregelmissige Kettenbruch eine halbregelmissige Ketten-
bruchentwicklung einer gewissen und zwar eindeutig bestimmbaren Zahl
darstellt. .

Gilt insbesondere in einem halbregelméssigen Kettenbruch, bzw. in
einer halbregelmissigen Kettenbruchentwicklung, immer s,==—1, dann
heisst der Kettenbruch, bzw. die Kettenbruchentwicklung regelmdssig.

Ferner nennen wir einen Kettenbruch, bzw. eine Kettenbruchentwick-
lung periodisch, wenn fiic alle n = N und fiir ein festes k =1 dnpr =as
enth = En gilt. b bezeichnen wir als die Ldnge der Periode. An sich kann mit
k auch 2k, 3k, ... als die Linge einer Periode angesehen werden. Eine
Periode, deren Linge nicht als ein Vielfaches der Linge einer kiirzern

*) Die Zeichen T bzw. { bedeuten die mit monotonem Wachsen bzw. monotonem
Fallen verbundene Konvergenz.
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Periode angesehen werden kann, wollen wir als eine primitive Periode
bezeichnen.

Fiir 'die halbregelmissigen Kettenbruchentwicklungen gelten die bei-
den folgenden Tatsachen:

a) E_liegt zwischen @, und a, — &qp1.
Diese Tatsache a) folgt sofort aus (1,1).

b) Fiir n =0 und nicht ganzzahliges E, ist

1+ E"'H_

(1,10) a, 3 =[]
Denn entwickeln wir &,, so ist entweder @, =[t] und €f1=—1 oder a,=
=[t.]+1 und &1 =+1. In beiden Féllen ist a,— Li%'i= [:1

Weiter definieren wir
(1,2) P_y1=1, Py=a, Q-1=0, Q=1

und berechnen daraus der Reihe nach P, Q,, P., Q., usw. nach den For-
meln

1,3) P, =ay Pooy—%4 Pra
Qn =ds Qn—l —&p Qn—z-
Dann heisst N,.=Tl;’r'~- der n-te Niherungsbruch des Kettenbruchs, P, der

n-te Niherungszihler und Q, der n-te Niherungsnenner. Fir diese P, und
Q. gelten bekanntlich folgende Beziehungen:

(1,4) P.Q.—s —Pr1Q,=20,") oder
P, Py G
Q. Qut QuQnt’
WO B, =88 ...5, =T list;
(1,5) PoQu—z—Pu2 Qu = ,8,1.%)

1) Der einfache Beweis lautet unter Verwendung der Relationen (1,3) folgender-
massen:
PaQn—t — Pa—1Qn = (@n Pn—1—2nPn- 2) Qu—1 — Pn—1(an Qn—1— sn Qu—2)=
= ap Pr—t Qu—1 — 2n Po—2 Qu—1 — @n Pa—1 Qn—1 4 2a Pn—1 Qn—2=
=¢tn (Pn—1 Qu—2 — Pn—2 Qn—1) = epen—1...5,.
5) Auch diese Tatsache lidsst sich einfach unter Verwendung der Relationen
(1,3) folgendermassen beweisen:
Py Qo2 — Pr—2Qn = (anPa—1— 2p Pn—2) Qu—2 — Pn—2 (aa Qu—1— #n Qn—2) =
= an Pn—t Qr-—2 — ¢a Pn—2 Qu—2 — an Pn—2 Qn-1-51 Pn—2 Qn—2=
= an (Pn—1 Qn—2 — Pan—2 Qn—1) = an 8n—1.
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Schliesslich benétigen wir noch ffir n =0 die folgenden Gréssen:
P} = (an—Enp1)Prt — 6 Pog =Pp—enpa Po_y,
Q% = (an— €at1)Quet — €4Qr—2 = Qn — &0t Q.

Endlich sei noch gezeigt, dass allgemein die Formel gilt

{1,7) P,=a, Q.+R,

wo R, ein ganzzahliges Polynom mit nicht negativen Koeffizienten in
a, ..., a,ist, d. h, also a, nicht enthélt. In der Tat geniigt ja

Rn = Pn by qun
wegen (1,3) den Rekursionsformeln R, = @,Ro—1—5, Ry flir n=1, 2, ..,
und besitzt wegen (1,2) die Anfangswerte R_1=1 und R, =o.
Die Formel (1,7) ist offenbar identisch mit der Behauptung
or,

oa,

{1,6)

= Qm

da ja Q, wegen (1,2) von a, unabhingig ist.
Von nun an werden in der ganzen Arbeit nur halbregelmdissige Kel-
tenbriiche und halbregelmdssige K ettenbruchentwicklungen untersucht.

§ 2. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN VOLLSTANDIGEN TEILNENNERN
UND DEN NAHERUNGSBRUCHEN.

Bricht man den Kettenbruch (1,0} mit a, ab, so erhilt man den Ans-
druck
& |___ & | €
a; l a,

_
-

s

ac,_l
den wir in Beziehung zum n-ten Niherungsbruch setzen wollen, Zu diesem
Zweck beweisen wir zundichst:

Satz 1. Es sei ay =1, s, ==+1 und a,—eyp1 =1 fiir v=0. Dann ist
der Ausdruck

_ & [__ En—1 I __.E_A‘__l

0 l al

(2,1) a, e — —
[t 7| x
fiir jedes x > 1 gleich

xPyi—e,Pns

xQn—l - EnQn-—Z

und ist zugleich > 1. Ferner ist der Nenner xQ,_1 — 2,Q,_s2-1.
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Erlduterung: Dabei ist unter dem Ausdruck (2,1) der Wert zu ver-
stehen, den man erhilt, wenn man (2,1) als einen nmehrstockig geschriebe-
nen” Bruch auffasst und diesen Bruch ,von unten herauf” ausrechnet. Ins-
besondere ist im Satz zugleich die Behauptung enthalten, dass dieser
nmehrstockig geschriebene” Bruch wirklich ,von unten herauf” gerechnet
werden kann, d. h. dass die sich dabei ergebenden Nennerbriiche von Null
verschieden sind.

Beweis: ®) Wir wollen zunéchst beweisen, dass in der Folge

En En—1 €1
Xy =0n—t — """ X2=0Up2—"""", .01, Xp==Uy— ——
x x, Xp—1

immer x; =1 fiir i=1, 2, ..., n gilt. Da x,==x>1 ist, diirfen wir anneh-

men, es sei x,—;>1. Dann ist aber x;== a,_; —-S"—fiﬂgl, denn fiir e,p1=—1
ist dies sofort klar und fiir ¢ _, 1 = 1 1 ergibt sich dies, wenn man bertick-
sichtigt, dass in diesem Fall nach B) in § 1 a@__ > 2 ist. Damit ist gezeigt,
dass (2,1} ,,von unten herauf” ausrechenbar ist und einen Wert > 1 hat.

Was nun den Wert von (2,1) anbetrifft, so reduziert sich (2,1) Hir
3 _ xP, o— &1 P —1
x T xQ— Q4
xQ,—&,Q_y=x fir x =1 offenbar > 1. Nehmen wir nun amn, die Be-
hauptung sei fiir n— 1 wahr. Dann ersetzen wir in

und hier ist der Nenner

a & | Epy | Py —21Pos
’ pa Px " xQu2—51 Qo

x durch y=a,1— i—" und erhalten

Il

€5 3
| (a"“l —— ) Phg—tnt Prs
&, x

| @ - gG,.—1_\ x

(a,...; - f"—) Qo—z—&—1 Qn_s
X
dabei ist der Nenner immer noch = 1, da ja nach dem vorhin Ausgefiihrten

€ o . . . -
Y =@, — — = 1fiir x > 1ist. Erweitern wir den Bruch mit x, was er-
L = =

laubt ist, da x > 1 ist, so erhalten wir unter Berificksichtigung von (1,3)

%) Es sei insbesondere hervorgehoben. dass wir in diesem Paragraphen keinen
Gebrauch von der Ganzzahligkeit der @» machen werden.


GUEST


i2 ) Fritz Blumer

n—3 X (Aot Prz— Ent P, 3)—¢,P. 3
(@1 X — ) Quz2—En1% Qnoz X (@r—1 Quz — En—1 Qu—3)— €a Qu—2

(@p—1 x5, Prz —&n1 X Prs

“x Qr—1— 5,; Q.-2'
wo also der Nenner erst recht = 1 ist. Damit ist unsere Behauptung bewie-
sen.
Da wihrend der Ausrechnung von (2,1) a, fiir die Berechnung der ein-
zelnen Nenner nicht herangezogen zu werden braucht, folgt aus Satz I
offenbar, dass unter den allgemeinen Annahmen A), B) und Cj des

gy ‘_ an'\

wvon unten herauf ausge-

§ 1 jeder Teilbruch ao——| ” Ta
rechnet werden kann und wegen (1,7) den (jetzt auch ev. verschwindenden)

a Pn_l—-E P, —2 Pn
UnFamt—8nlp—2 LIn opohndd
Wert 0 e 0= 0, hat und dass

a) Qu=anQn-1—%n Qnzz=1 fir nx=1 gilt.
Nun héngt aber Q.—; und Qa—z nur von @, ..., G-y, &, .. .; Ea—yab,
Wendet man daher die Relation a) auf den halbregelméssigen Kettenbruch

a €1 !_ __E.._11__ En l__ —1 |

T ar a8 | 2
an, so hat man a, =1 und es ergibt sich ganz allgemein
b) Q:_l = Q,,_1 —&p Qn—z = 1 fir n 1.

Ist a,_, = 2, dann muss die Ungleichung in b) auch fiir &, =+ 1 richtig
bleiben, weil dann auch der Kettenbruch

ein halbregelmissiger ist. Wir erhalten dann aus b):

¢) Ist a,—1=2, dann gilt Q,—1> Qn—z fir nz: 2.

Ist nun (1,0) eine halbregelmissige Kettenbruchentwicklung einer Zahl
£ =E, und gibt man in (2,1) x den Wert _, so erhalten wir

&nPn 1_E P

o n* n—2
(2,2) gy = t0._.—-0." £,Q—2. Q=1

Aus (2,2) wollen wir noch &, explizit ausrechnen, da wir diesen Aus-
druck spéter gebrauchen werden. Es ist

& En Qn—l —&, & Qn—2 = an Pn—l —E&n Pn—Z oder
£ (Q_y & —Prt) =20 (Q,_ 6 — Pna).
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Nun ist Qu—1— Pa—13=0, weil aus Qu—1 &~ Pry=o0 auch Q,—3¢ —P,—2=o0
folgen wiirde und dann Q,— Pr—z — Qn—2 Ps—1 = 0 sein miisste, was (1,4) wi-
derspricht. Also erhilt man

—¢ Ea Qn-—Z"‘Pn—-Z
e Eo Qq—-l——Pn—-l ’

Aus (2,3) folgt, da E,> 1 ist, die von Lagrange herrithrende Relation

(2,3)

are

(2v4)

E—DQH—I"PH—II>‘E()QH—PHI fiir ﬂzl.

§ 3. KONVERGENZ DER HALBREGELMASSIGEN KETTENBRUCHE.?)

Wir wollen in diesem Paragraphen nicht nur die Konvergenz der halb-
regelmissigen Kettenbriiche beweisen, sondern auch, dass jeder endliche
halbregelmdssige Kettenbruch die halbregelmissige Kettenbruchent-
Pﬂ
Qﬂ
gelmdissige Kettenbruch die halbregelmissige Kettenbruchentwicklung von
P,
Q-
der Tatsache ergeben, dass Q,~> 20 gilt, die zwar erst in Kapitel I des drit-
ten Teiles, aber ohne Beniitzung des Inhalts der vorangehenden Paragra-
phen, bewiesen wird.

Ist der unendliche halbregelmissige Kettenbruch dadurch entstanden,
dass man eine Zahl &, halbregelméssig entwickelt hat, dann ist der Beweis
der Konvergenz der Niherungsbriiche besonders einfach zu erbringen. Er
folgt némlich sofort aus (2,4) und aus der Tatsache, dass Q, > 20 gilt.
Ubrigens werden wirfiir diesen Fall in § 2 des zweiten Teils einen zweiten
Beweis der Konvergenz erbringen, der die Tatsache, dass Q,» 2o gilt, nicht
bendtigt.

Haben wir dagegen einen a priori gegebenen unendlichen Kettenbruch
vor uns, so ist die Konvergenz der Niherungsbriiche nicht so einfach zu zei-
gen. Um die Konvergenz in diesem Fall zu beweisen, leiten wir zunéchst den
folgenden Satz her:

wicklung des letzten Ndherungsbruches und jeder unendliche halbre-

g, =lim isf. Dass dieser Grenzwert vorhanden ist, wird sich dabei aus

) Auch in diesem Paragraphen machen wir keinen Gebrauch von der Ganzzahlig-
keit der a,. Da wir spiter in Kapitel I des dritten Teiles die Tatsache, dass Q » mit
ny oo gilt, fiir beliebige reelle a,z=1 beweisen, so folgt also aus den Uberlegun-
gen dieses Paragraphen auch die Konvergenz der sog. T-Kettenbriiche (siehe Kapitel
I des dritten Teils). Die Konvergenz der T-Keitenbriiche wurde schon friiher auf ande-
rem Wege von Tietze und von Perron (S. 149) bewiesen.
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Satz II: Betrachtet man die Intervalle I,, die jeweils begrenzt sind
*
—+ so ist das Intervall I, fiir jedes n=-0 im

durch % und

Intervall I,y enthalten und fiir einen unendlichen Ketten-
bruch konvergiert die Linge der Intervalle I, gegen o.

Beweis: Wir beweisen den Satz II, indem wir zeigen, dass erstens

Py P.y d ¢ der gleichen S P d , P,
Q" Qupt un Q auf der gleichen Seite von g, un zweitens 0,
P ,,Bf__ . P¥ . P
Ot und Q* auf der gleiche Seite von oF liegen, wobei oF mi Onit

p*

. 1 \ .

oder mit Q:‘+ zusammenfallen kann. Durch eine einfache Rechnung
n1 .

findet man unter Beriicksichtigung von (1,3), (1,4), (1,5) und (1,6)

P, Pop —Onp1
3 L i e
@ Qn " Quit = @ Quis
(3.2 Po PPy Po—cnniPa
Qn Q* Qn Qn — a1 Qn-—l
P Qn —ent1 Py Quet — P Qn -0 Pt Qn = St
Q. QF Q. Q7
(3’3) _E:___ Pn—l—-l- =Pn"" En—I-lpn—l _ Pn+1 _
Q: Qn-l—l Qn— Ent1 Qa1 Qn+1 o
_ Pr Qnpt — g1 Poct Qo1 — Pott Qn 4 5t Pt Quy _
Q: Qn+1 B
_ n—H (an-H — 1)
Qn Qn—H
D P, Py . .
a nun 5 und o nicht von a4 abhingen, so erhilt man den Wert
Pﬂ Pn . x
fiir == Q:'t einfach aus (3,1) und den Wert fiir S - 'Q’:"H aus (3,3),

indem man in diesen Ausdriicken iberall an Stelle von anft @npi — Eni2
setzt. Damit finden wir

' P, P _3
3,4 Ln n1 - n4-1
G4 0. ~ 0l = Q.0

icm
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Bnt1 (Gntt —Engo — 1)
QF Qi

Py Py

3,5 .
( ) Q: n+1

"Da nun nach §2a), (1,2) und §2b) fiir v=o sowohl Q,=1 wie Q}=1

und nach B) in § 1 fiir v=1 a,=1 und a,—ce,41=1 ist, so gilt also

s B B v 5 )i | B B o

, Py P, , Py Pupt . Py Pi, o .
s1gn( 0* 0, ): sign ( oF Qn—}—l} = sign (—-——Qﬁ —0% ) = Ont1, wobei
die beiden letzten Klammerausdriicke auch verschwinden kénnen. Aus die-
sen Tatsachen folgt, dass das Intervall I,i, innerhalb des Intervalles I,
liegt, allerdings unter Umsténden so, dass die beiden Intervalle I, und I .1

den einen Endpunkt (

ﬁ(—) gemeinsam haben.

Qx
Nun miissen wir noch zeigen, dass fiir einen unendlichen Kettenbruch
die Linge der Intervalle I,gegen Null konvergiert. Das folgtaber sofort aus
(3.2), § 2b) und der moch zu beweisenden Tatsache, dass Q.- do gilt,
denn damach ist
I
Q. Q@
Damit ist also Satz II bewiesen.
Wir beweisen nun den

1 1
=@ <q "

Satz I1I: Die Naherungsbriiche eines a priori gegebenen unendlichen
halbregelmissigen Kettenbruchs konvergieren gegen einen
Wert 1 und der Kettenbruch stellt eine halbregelmissige
Kettenbruchentwicklung :dieser Zahl v dar. Ist der a priori
gegebene Kelttenbruch endlich, so stellt er eine halbregelmis-
sige Kettenbrucheniwicklung des letzten Ndherungsbruches

—HN dar.)

eines

Beweis: Aus Satz II folgt sofort, dass die Naherungsbriiche g"

8) Diesen Satz hat schon Tietze geometrisch und Perron (S. 149 ff) analytisch,
indessen auf andere Weise als wir, bewiesen. Nur die Konvergenz der Niherungsbriiche
hat schon Lagrange (2), allerdings nicht ganz liickenlos, und spiter Pipping bewiesen.
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unendlichen Kettenbruches gegen eine Zahl 7 konvergieren, wobei m durch
die in Satz Il angegebene Intervallschachtelung definiert werden kann.
sl &
|a1 _I az -

Nun zeigen wir, dass unser gegebener Kettenbruch a,— .y

wenn er unendlich ist, eine halbregelmissige Entwicklung der Zahl m, wenn

er endlich ist, diejenige des letzten Naherungsbruches. Py darstellt. Zu

Qu
P . .
diesem Zweck wihlen wir E,=m, baw. §, = —Q—'I:I’— und entwickeln dieses
of | e |

%, derart in einen halbregelméissigen Kettenbruch ao'- ]77~ —
1
dass fiir v>0 ¢, =c¢, ist. Wir weisen nun nach, dass dann fir vz=o auch
a, =a, gilt. Fiir n=o gilt diese Behauptung, da nach Satz II sowohl 7,
*

P . ,
wie Py zwiszhen 6"—: a, und —Q“Q;; = a,— €1 liegen. Wenn wir also &;'=¢;
(1] 0

Qu
wihlen, so ist @, =a,. Wir nehmen nun an, unsere Behauptung sei fiir
0<v=n—1 richtig, d. h. fir 0<v<n—1 gelte a=a, Bezeichnen

& | Py

wir die Niherungsbriiche der Entwicklung aO'—I—T——.. . mit 0
1 v

“la

und

die vollstindigen Teilnenner mit &/, dann gilt also fiir v=n—1 P, =P,
’ _§£an-2 — P’n——Z
5 Q' —Pry

, wobei die rechte Seite, als Funktion von &, betrach-

Pn—l
Qn—l

monoton ist. Da nun aber nach Satz II M, bzw. %N* gleich einer Zahl aus
v

woder also

und Q,=Q,. Nach (23) ist nun & ==,

J— 'io Qn——z —Pn-Z
gn = &D Qn——l — Prz—l

nicht in seinem Innern enthilt,

tet, in jedem &,— Intervall, das

dem in jenem Satz definierten abgeschlossenen Intervail I, ist und da wie-

derum nach Satz II das Intervall I, den Wert Put nicht in seinem In-

n—1
nern enthalten kann, so ist & gleich einer Zahl aus dem abgeschlossenen,
endlichen Intervall, das begrenzt ist durch

e
g" Qn—z—Pn ~—g$~ Qn—z—Pnz
A- =€p Pn ' und A* =Ep —P:‘-M_— o
= Qn—I—Pn—l "T’;’Qr‘;-—l—Prx—iy

Qn : n

icm
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. P 22— P, 2pnOn—
Nun ist A =s,.~"~Q"—2 2 &, also nach (1,4) und (1,5) 4 =292,
Pn Qn‘—l —'Pn-l n Gn

PrQu2—P, 2 Qf

und entsprechend A*=—:=, PO PO = @n— Eni1, da man A* ein-

fach aus A erhilt, wenn man a, durch a,— sap1 ersetzt. Also liegt wirklich
&, wie &, zwischen @, und a—&.q1. Wihlt man also €y ==enps, so ist
a; = a,, womit wir den Satz IIT bewiesen haben.

Wir bezeichnen nun bei einem endlichen Kettenbruch den letzten Ni-
Py
Qu
1 der Naherungsbriiche als den Wert des betreffenden Kettenbruchs.

herungsbruch und bei einem unendlichen Kettenbruch den Grenzwert

II. UBER DEN ZUSAMMENHANG ZWISCHEN DEN VERSCHIE-
DENEN KETTENBRUCHENTWICKLUNGEN EINER ZAHL &,

§ 4. DEFINITIONEN.

Es sei £ > 1. Ist nun & nicht ganzzahlig, so bilden wir mit diesem & die
3 E—1

E—[E] 42
t—1' g—2" " a4’
und bezeichnen die Gesamitheit dieser Werte als die Klasse A der aus &
abgeleiteten Werte. Ist aber € ganzzahlig, so enthalte die zu einem solchen &
gehorige Klasse A; die entsprechend gebildeten Werte wie im Fall eines
nicht ganzzahligen € mit Ausnahme des Wertes & [E]4+-1=1. Die Werte é—a

folgenden Werte: &1, £, &1, ..., £ —[E] 1,

fir a=—1,0,1, ..., ] —1, resp. fiir a = — 1,0,1, ..., £—2 nennen wir die

formal ganzen Werte von Ag und die Werte — i=b

mﬂlr b=0, 1, .,[&]—2

die formal gebrochenen Werie von Ay Die Werte &,£--1 und &Ll wollen wir

als die Hauptwerte von A bezeichnen und zwar § und E—&T speziell als die
Hauptwerte ersier Art und £ +1 als den Hauptwert zwéiter Art, Man beachte,
dass Ag nur fiir £ = 2 formal gebrochene Werte enthilt. Da die Werte £— a,

—b
resp. — : in unserer Aufz&hlung der Werte von A; nach a, resp. nach b

&E—0—
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£—b s
E—b—1

geordnetsind, so wollen wir &—a als dena-ien formal ganzen und Is

den b-ten formal gebrochenen Wert von A; bezeichnen.

Nim sind aber in der Aufzshlung der Werte von A sowohl die formal
ganzen wie auch die formal gebrochenen micht nur nach a, resp. nach b ge-
ordnet, sondern gleichzeitig auch der Grosse nach; denn es gilt, wie man
sofort einsieht:

a) Wachst a von — 1 bis [f] —1, resp. bis £ —2, so nimmt §—a
monoton von &4 1 bis £ —[E] 41> 1, resp. bis § —§ 42 =2 ab;
—b 1

wichst b von o bis [E] — 2, so wichst _E=b

tb_1 - TE_b_1
42

1 bi

E—[& 41
betont, dass unter den formal gebrochenen Werten nur der gross-
te ganzzahlig sein kann und zwar nur fiir ein ganzzahliges ¢
Fiir ein nicht ganzzahliges & enth#lt also A; keine ganzzahligen
Werte. '

Aus der Definition der Klasse A; ergibt sich weiter sofort:

monoton von > < 2.Insbesondere sei noch

§—

b) Die Klasse A;enthilt héchstens 2[E] numerisch verschiedene
Werte.
Damit ist schon angedeutet, dass nicht alle formalen Werte einer
Klasse A: von einander verschieden zu sein brauchen. In der Tat gilt:

c) In gewissen Klassen A: sind formale Werte einander gleich,
Joch ist das nur méglich, indem der kleinste formal ganze Wert
gleich einem formal gebrochenen Wert ist. Ist § ganzzahlig,
dann ist immer der kleinste ((E —2)-te) formal ganze Wert
gleich dem grossten ((£— 1)-ten) formal gebrochenen Wert
(=2). Ist & nicht ganzzahlig, so ist dann und nur dann ein for-
mal ganzer gleich einem formal gebrochenen Wert, wenn
E—[t] ==x eine (zwischen 0 und 1 liegende) Wurzel der
Gleichung

(41)

ist, wo [E] —1 = g =1 ist. In diesem Fall ist der ([E] — 1)-te
(kleinste) formal gamze Wert gleich dem ([E] — g —1)-ten
formal gebrochenen Wert.

x9-|—gx—-1:0

Beweis: Aus der in a) bewiesenen Monotonie der formal ganzen und

icm
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der formal gebrochenen Werte folgt sofort, dass weder 2 formal ganze noch
2 formal gebrochene Werte der gleichen Klasse A; einander gleich sein
kénnen, Wir miissen also bloss untersuchen, ob es méoglich ist, dass ein for-
mal ganzer gleich einem formal gebrochenen Wert ist, dass also £ — a=
E—b
T E—b—1
muss auch & — a =2 sein, d. h. aber, wenn & mnicht ganzzahlig ist, so muss
a=[E] — 1 sein, und wenn E ganzzahlig ist, so muss a==£ — 2 sein {da ja
fiir ganzzahliges € der Wert t—[i[-+1=1 nicht mehr in die Klasse"A; gehort).

ist. Nach a) sind nun alle formal gebrochenen Werte < 2, also

In beiden Fallen ist E—a—10. Rechnen wir aus & —a= ;;b
—b—1
b explizit aus, so erhalten wir
1
4'2 b:t—l —_ .
(4.2) : E—a—1

Ist & ganzzahlig und a =& — 2, dann ergibt sich aus (4,2) b= & — 2, wo-

mit unsere Behauptung fiir ganzzahliges £ bewiesen fst. ‘
Ist nun aber E nicht gamzzahlig und a=[E] —1, so erhalten wir

aus (4,2)

1

E-E
Die linke Seite unserer Gleichung ist gleich einer ganzen Zahl —g, fiir die
1<g<[t]—1 gilt. Schreiben wir E&— [E] =x, so erhalten wir aus (4,3)

(4.3) b1 —[f]=E—[]

1 .
—g=x——, und daraus, da x=3=0 ist, x* + gx— 1=0,

Umigekehrt, ist g eine beliebige ganze Zahl >1, % eine beliebige ganze
Zahl >g -1 und x die zwischen 0 und 1 liegende Wurzel der Gleichung
(41), so gilt fiir =% + x ([E] =£), dass der ([£] — 1)-te formal ganze
gleich dem ([E] —g— 1)-ten formal gebrochenen Wert von A ¢ ist, womit un-
sere Behauptung auch fiir nicht ganzzahliges £ bewiesen. ist,

In diesem Kapitel mfiissen.  wir fortwihrend die vollstindigen Teil-
nenner der regelmissigen Entwicklung einer Zahl E, mit den vollstindigen
Teilnennern einer halbregelmassigen Entwicklung der gleichen Zahl &, ver-
gleichen. Wir wollen nun im ganzen Kapitel die regelmissige Entwicklung
|, 1] 1]
+ - + .. -A+1 an

a bezeichnen und die

von &, mit @, NI

[ a
vollstindigen Teilnenner dieser Entwicklung mit &,. Eine halbregelmissige

2
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. T @ .. und &
Entwicklung von &, heisse @' —r—5 — . o—7 7 e W 1
° [ a, l a, ] an

vollstindigen Teilnenner dieser Entwicklung nennen wir E,'.

Die Gesamtheit der Werte aller A, fiir n=>1 wollen wir den Vorrat
VEO der zu &, gehérigen vollstindigen Teilnenner nennen.

Weiter wollen wir in einer halbregelmissigen Entwicklung diejenigen
Tndizes n =2 als Hauptindizes der Entwicklung bezeichnen, fiir die entwe-
der €nt — 1 oder €n1=-1und &»1>2 oder & =1 und &' >2
gilt, n=1 sei immer ein Hauptindex und zwar der erste. Den v-ten Haupt-
index bezeichnen wir mit h,. Unter /1, sei immer o verstanden. Gilt fir einen
Hauptindex hy mit v21 & =+1 und &,}'v>2’ so nennen wir dieses h, einen
Hauptindex zweiter Arf, sonst aber einen Hauptindex erster Art, Aus der
Definition der Hauptindizes ergibt sich, dass der auf einen Hauptindex
zweiter Art folgende Index wiederum ein Hauptindex (wenn auch nicht not-
wendig ein Hauptindex zweiter Art) ist. Da nach C) in § 1 in einem unend-
lichen Kettenbruch unendlich oft @,” —&’n1=2 ist, so ist in einem unendli-
chen Kettenbruch die Folge der Hauptindizes immer unendlich. Die Haupt-
indizes teilen die Folge aller Indizes in Gruppen ein, und zwar sollen
die Indizes h,, hy+1, .., Ay, —1 die Gruppe G, bilden. Jede Gruppe G,
enthilt nachDefinition mindestens einen Index, namlich den Hauptindex h,,
der aber auch der einzige Hauptindex von G, ist.

Um mun in einem a priori gegebenen Kettenbruch die Hauptindizes
und hre Art bequem feststellen zu kénmen, ist es zweckmissig, in unserer
Definition der Hauptindizes die Bedingung é,” > 2 in einer andern Form zu
schreiben, und zwar, wenn der Kettenbruch nicht mit dem Index m abbricht,

nach §1b) als am’——li'%l"il—>2 und, wenn der Kettenbruch mit m

abbricht, als @’ =3.

Weiter wollen wir ein &, mit v=>1 der regelmissigen Entwicklung
einer Zahl &, fiir das &, <2 gilt, als einen minimalen VI-Wert und eine
Folge von solchen minimalen VI-Werten &,:&, &1, «r Enfpn WO
Eripot1=2 und fir n22 &1 =2 gilt, eine Sequenz minimaler VT-Werte
nennen, Die Anzahl der Werte in einer Sequenz bezeichnen wir als die
Linge dieser Sequenz. :

§ 5. UBER DIE ENTWICKLUNGSMOGLICHKEITEN VON &n.

Zundchst soll betont wenden, dass wenn man bei der Entwiicklung einer
Zahl &, zu einem ganzzahligen €,” kommi, dann die Entwicklung mit diesem

icm°
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&) ahbrmhrt Uberhaupt ist ein vollstindiger Teilnenner dann und nur dann
ganzzahlig, wenn er der leftzte vollstindige Teilnenmer in einer endlichen
Entwicklung dst.

Greifen wir nun irgend einen nicht ganzzahligen vollstindigen Teilnen-
ner £ der regelméssigen Entwicklung von &, heraus, so kann man dieses £,
oder allgemein § —a fiir a=—1, 0, 1, ..., [E] —1 auf zwei verschiedene
Anrten halbregelmissig entwickeln, je nachdem man die eine oder die andere
benachbarte ganze Zahl zu &, — a als Teilnenner nimmt, Nach Definition ist

. 1 .
g;:a,,—{-m—, so dass £, —a zwischen ¢, —a und a, —a+1 liegt. Also
findet man:

a) Die halbregelmissigen Entwicklungen von E, —a, wo E" nicht

ganzzahlig, a=—1, 0, 1, ..., [E ] — 1 und =0 ist, beginnen
entweder mit .

5,1

G.1) bh—a=a,—a4 !
Enp1

oder mit

(5,2) fi—a=a,—at+1—_1 |
n--1

Ent1—1
. 1e Ent .
wo fiir [Epq]=1 ot _1_ 1= nj2 1 ist.

Ist nimlich [E.14] =1, d. b ist &apr=1 _‘—g:_ , so ist
n-42

1
1
Gnpt _ + Enp2
Enp1—1 1
Enta

Aus a) und den Definitionen der Hauptindizes kémnen wir sofort
entnehmen: '

=&npa+1,

Lemima 1. Entwickelt man den formal ganzen, aber nicht ganzzahli-
gen Wert E —a von A; fiir n =1 halbregelmissig, so ist
der nichste vollstindige Tefilnenner: .

a) wenn der nichste Teilzihler —1 ist, gleich dem
formal ganzen Hauptwert erster Art, 11 von Ag, s

f) wemn der nichste Teilzghler 41 und Enp1 =2 ist,
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gleich dem formal gebrochenen Hauptwert erster

Art ——&fﬂ—(g 2) von Ag,y,
n-1 — i )

y) wenn der ndchste Teilzdhler 41 und &y <2 ist,
gleich dem Hauptwert zweiter Art &2 41 (>2)

von Ag. i,
Im Fall y) ist der néchste Index ein Hauptindex zweiter
Art, in den Fillen o) und f) dagegen sicher kein Haupt-~

index zweiter Axt.
I Fall (5,1) liegen nun fiir Enq1 die gleichen Entwicklungsmoglich-
keiten vor wie fiir £, Anders liegt die Sache im Fall (5,2). Wir wollen aber

€ —1

staitt die Entwicklungsmsglichkeiten eines Wertes von der Form
piher zu studieren, einen allgemeinern Ausdruck untersuchen,
b) Es sei &'= ;"_bbl, wobr=2,0<b=[t]—2 und nz1 ist.

o) Ist &, nicht ganzzahlig, dann kommen fiir die halbregel-
méssigen Entwicldungen von £’ nur die beiden Ausdriicke

’ 1 ’_ Lo
=1 +€n”'b"1 und &' =2— p——
gn_b_z
in Betracht. .
Fiir b= [Ex] — 2 kbnnen wir auch schreiben
1 , 1
g =1 — = & — K
: + En—[En] -1 Enpr+1

B) Ist &, ganzzahlig, dann gelten fiir 0 < b < & — 3 die gleichen
Behaupttngen wie in o), Fiir b=, — 2 dagegen ist E
eine ganze Zahl (=2) und kann also nicht weiter entwik-
kelt werden.
, oy E.—b 1
Beweis: Nach Annahme ist &'= ?—b—l =14

~, Da nun
£,—b—1

A0§ b<[t]—2ist,soisté&—b—1>1,d h&=1 +é—:i:i-~ist eine halbre-

gelmissige Entwicklung von E'. Dann ist aber auch

p 1 1
=2—-(1—-———)=2—
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eine halbregelmissige Entwicklung von &', womit die erste Teilbehauptung
von o bewiesen lst, -

Ist nun b = [¢:] — 2, dann findet man sofort &n—b —1 =&n — [E.] + 1 und

1
i I
gE—b—2 &G 1
B
womit wir auch die zweite Teilbehauptung von o) bewiesen haben.

Im Fall B) gelten fiir 0 <b < [£;] —3 =£» — 3 die Behauptungen von «),
&,ilb—bl =1 +r’;n—117——1 gl-{-—;—— ist, d. h. also &
nicht ganzzahlig ist. Fiir b ==&, —2 dagegen gilt &' =2, womit auch f)er-
ledigt ist.

Aus b) und den Definfitionen der Hauptindizes kénnen wir nun weiter
entnehmen:

=141,

weil fiir solche b 1 <&'=

Lemma 2. Entwidkelt man den b-ten formal gebrochenen und nicht ganz-

zahligen Wert

&—b

- von Ag, halbregelmissig, so ist der
nichste vollstindige Teilnenner,
o) wenn der nichste Teilzihler —1 ist, gleich dem
(b + 1)-ten formal ganzen Wert E,—b—1 aus Ag,
B) wenn der michste Teilzihler 4+ 1 und gleichzeitig
¢,—b=3 ist, gleich dem (b+1)-ten formal gebrochenen

Wert z"_b_l

(<2) aus Ag,

y) wenn der nichste Teilzihler +1 und gleichzeitig
&n—b
2<t,—b<3ist
<3t
formal gebrochenen Wert von At ), gleich dem formal
ganzen Hauptwert zweiter Art &:141(>2) aus Ag, .y,
Im Fall v) ist der nichste Index ein Hauptindex zweiter
Art, in den Fillen o) und §) dagegen sicher kein Hauptindex
zweiter Art.
Aus den Lemmata 1 und 2 folgt, dass, wenn wir einen nicht ganzzah-
ligen Wert aus VEu halbregelmissig entwickeln, der michste vollstindige
Teilnenner wiederum ein Wert aus Vg ist. Nun ist aber mach a) schon der

ist dann gleich dem grossten
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erste vollstandige Teilnenner in jeder halbregelmassigen Entwicklung von &,

gleich cinem Wert aus V, (nimlich entweder gleich & oder gleich "‘E‘él*r
0 -

(E.=2) oder gleich E; + 1). Also gilt:

Satz 1V. Jeder vollstindige Teilnenner & ’jeder halbregelmissigen
Entwidklung von E, ist gleich einem Wert aus dem Vorrat
vV, 9.
&

§ 6. DIE VERTEILUNG DER VOLLSTANDIGEN TEILNENNER INNERHALB VON VE'D'-‘

Fin vollstindiger Teilnenner &’ aus einer halbregelmassigen Entwick-
lung von &, kénnte an sich seinem numerischen Werte nach in verschiedenen
Klassen Ay, enthalten sein und sogar in einer und derselben Klasse sowohl
einem formal ganzen als einem formal gebrochenen Wert gleich sein, Wir
werden nun mit Hilfe der folgenden Zuordnungsvorschrift die Stellung der
£, in den einzelnen Klassen aus V-Eo festlegen.

Zuordnungsvorschrift:
A} Den Indizes einer bestimmten Gruppe G, werden Werte aus ein
und derselben Klasse Ag, n =N,, zugeordnet. Zu G, gehdrt, wenn
. =1 ein Hauptindex zweiter Art ist, die Klasse A, sonst aber
die Klasse Ag. Allgemein, wenn zur Gruppe G, fiir vzt die
Klasse Ag, gehért, so gebort zur Gruppe G, wenn A, ein
Hauptindex zweiter Art und gleichzeitig a'hv+1,_1—s’ h, 171 st,
die Klasse A&u , sonst aber die Klasse Aén . Wir wollen im fol-
genden die auf diese Weise der Gruppe G, umkehrbar eindeutig
zugeordnete Klasse A 5"‘=AE Nvmit Al) begeichnen. Unter N, sei
immer 0 verstanden.
B) Dem Hauptindex h, wird ein Hauptwert von A" zugeordnet und
zwar, wenn h, ein Hauptindex zwelter Art ist, der Hauptwert
zweiter Art £ Nv—}— 1, dagegen wenn h, ein Hauptindex erster Art

und ‘e’hv=—1 ist, der formal ganze Hauptwent erster Art Ey,
und wenn h, ein Hauptindex erster Art und & =1 ist, der
y
4
formal gebrochene Hauptwert erster Art - é__,f\fv I
Ny~

C) Den iibrigen Indizes der Gruppe G,ordnen wir folgende Werte

%) Mann kann sich leicht iiberzeugen, dass zu jedem Wert & vonVE mit Ausnahme
R o
von & -1 Entwicklungen angegeben werden kénnen, in denen ein gewisses &,/ =& ist.
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von A™ zu, wobei wir, wenn die Entwicklung von E, mit einem
Index von G, iiberhaupt abbricht, unter h, " den, ersten in der
Entwicklung nicht mehr vorkommenden Index verstehen wollen:
Zu hy+p fir 1<p<hyy1—hy—2 gehdrt der p-te formal
ng“‘p‘
oo
=h,,—h,—1 gehbrt, wenn € pyip,=—1 der -te formal ganze

gebrochene Wert von A und zu Ay Lp, fiir po=

Wert £y, ~ o und, wenn E”’v+pn=+1 ist, der p,-te formal

£
SNy —

gebrochene Wert aus A®.

ENy — o
Erléuterung: Aus dem Beweis des Satzes V wird sich ergeben, dass
diese Zuordnungsvorschrift eindeutig und immer durchfithrbar ist.
Damit kommen, wir zum Hauptsatz dieses Kapitels:
Satz V A. Wird durch unsere Zuordnungsvorschrift dem Index m
einer halbregelmissigen Entwicklung von §, der Wert E aus
V:, zugeordnet, so gilt § =&
B. Fiir v=0 ist N, -~ N, entweder gleich 1 oder gleich 2.
Ni—N,=Ni =2 gilt dann und nur dann, wenn h ein
Hauptindex zweiter Art ist. Nyii—Ny=2 fiir v=1 gilt
dann und nur dann, wenn A, ein Hauptindex zweiter
Art und gleichzeitig a’;,y_‘_l,_]—- e hypy—1 =1 ist. Wenn
hy1 ein Hauptindex zweiter Art ist (es geniigt schon:
wenn s'hv_H =1 ist), so ist dann und nur dann a'h} =1

_E,h'/-H _1==1, wenn Ehm—l ein formal ganzer Wert
von A() ist. Ist Nyji—N,=2 fiir v=0, so gilt fir das

iibersprungene &y, ¢ &y, <2 10)

10) Satz V A besagt einfach, dass unsere Zuordnungsvorschrift jedem Index den
richtigen Wert als vollstindigen Teilnenner zuordnet. Wir werden uns deshalb im Fol-
genden nicht erst auf Satz V A berufen, sondern direkt auf unsere Zuordnungsvorschrift.

Weiter ist in dem Satz V A ein Satz von Perron (S. 164) enthalten. Dieser Satz
lautet in unsern Bezeichnungen: Es gelte fiir einem Index n einer halbregelmissigen Ent-
wicklung von Eo

o’ _1+s 1+e 4 ~0.

2 2
Dann gilt ) fiir e, =+1 &'—1=&n und B) flir o/ =—1 & +I— 1==Em wo I die kleinste
positive Zahl ist, fiir die
1+e¢,

’
ﬂ"“[—

,
_ 1+e -0

2
gilt, und wo Em ein vollstindiger Teilnenner der regelmassigen Entwicklung von & ist.
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Beweis: Wir betrachten zunéchst den Satz V B. Die ersten 3 Teilbe-
hauptungen kénnen wir sofort aus unserem Zuordnungsprinzip entnehmen.
Auf die vierte Teilbehauptung werden wir erst am Schluss des Beweises
eingehen;dagegen die letzte Teilbehauptung wollen wir gleichzeitig mit dem
Satz V A beweisen, indem wir zeigen, dass &, <<2 ist, wenn h, ein Hauptin-
dex zweiter Art ist, und dass fiirv=1 &y +1<<2 ist, wenn h, , ein Hauptin-
dex zweiter Art und gleichzeitig a’;, —1—hy _H__1=1 ist.

Zun#chst zeigen wir die Richtigkeit unseres Satzes V A fiir v=h,=1,
Nach § 5a) (§ 5a gilt ja auch fiir n=0) muss man bei der Entwicklung von
&, die' 3 folgenden Fille unterschelidern:

1
(6.1 o=yt
¢ 1
(6:2) &,%2 EO-_:aO_I.]_T_
-1
1
(6’3) El <2 Eo=ﬂo+1—&—2—z.

Da im Fall (6,3) &, + 1 > 2 ist, so ist n= 1 ein Hauptindex zweiter Art und
- es ist, wie in B) angegeben ist, & gleich einem Hauptwert zweiter Art und
zwar wie A) verlangt, aus der Klasse A;,. In diesem Fall stimmt also auch

icm

Wir u-rollen zeigen, wie der Satz von Perron aus Satz V A folgt. Der Ausdruck

av'—l__*_;v_'.—-L;,H‘l_ist entweder > 0 oder == 0, und zwar ist er nur gleich 0,
' 4 [
wenn 3,/=--1 und a,” — E;—V-ﬂ— == 1 ist. Im Fall a) gilt nun a,” — +2" — —-_{:i-f'—-'ll >0

1+ . . .
und &,"= 4 1; also muss an'——_i_ET""j—QZ oder nach (1,10) §n” = 2 sein. Also ist im

Fall @) n ein Hauptindex zweiter Art und also nach Satz V A &/=fy -1, womit im
Fall ) die Perronsche Behauptung bewiesen ist.

Im Fall B) ist en’= — 1 und also nach Satz V A &’ gleich einem bestimmten formal
ganzen Wert aus einer bestimmten Klasse Agy, Weiter gilt im Fall B) fiir p==1, o, I—1

=+, 14, 14
oy y— 2" p_ 1t Z—H‘H =0 oder also ¢,_y= -1 und @,y — —jw%-ff-ﬂ =1,
was nach (1,10) gleichbedeutend ist mit ¢/, _y=--1 und &,_y<<2. Also sind die Indizes n—p
" . 14, 142"
fiir p=1, .., I~2 keineHauptindizes. Andrerseits ist o, - +;" L t ; HA — g,

also ist entweder &', _=—1 oder &', _j==-+1{ und a’,_, — —]:*.i;:it—— 7z2. In beiden Fél-

len ist n—I+1 ein Hauptindex. Die mit diesem Hauptindex beginnende Gruppe G enthilt
also n+1—(n—I4-1)=1 Indizes (demn, da ¢, =—1 ist, ist n der letzte Index dieser
Gruppe). Also ist mach Satz V A &/ = &, — 11 oder umgekehrt &, - I —1 =8, wo-
mit auch die Behauptung B) aus Satz V A abgeleitet wurde,
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die letzte Teilbehauptung von B. In iden Fillen (6,1) und (6:2) ist n==1 ein
Hauptindex erster Art (im Fall (6,1), wefl &"=—1 ist, und im Fall (6.2},
éiij: 1+E——11—1 <2 ist), und in diesen beiden Fallen ist B’ wie in
A} angegeben ist, gleich Hauptwerten erster Art aus A £, und zwar, wie B)
verlangt, fiir &,"==—1 gleich dem formal ganzen und fiir g,"= +1 gleich dem
formal gebrochenen, Damit haben wir die Richtigheit umseres Satzes fir
hy = 1 bewiesen, d. h. wir haben bewiesen, dass in den 3 Fillen (6,1), (6,2)
und (6,3) folgende Relationen gelten:

(6,1) Ist A, ein Hauptindex erster Art und e'p,=—1, dann gilt £’y =¢,

weil

(62) Ity ein Hauptindex erster Art und ¢’ = -+1, dann gilt &', = 5_51_1.

(6.3) Ist h; ein Hauptindex zweiter Art, dann gilt B =8 +1. 1
Auch haben wir gezeigt, dass die letzte Teilbebauptung von B fiir b, =1

Wir nehmen nun an, dass h, " fiir v=1 den folgenden 3 Beziehungen
geniigt:
(6,4) Ist A ein Hauptindex erster Art und «ﬁ’hy=——1, dann gilt E’hv =&y
(6,5) Ist h, ein Hauptindex erster Art und €p, = +1, dann gilt

%
3 N, —1 ’
{6,6) Ist h, ein Hauptindex zweiter Art, dann gilt E'h =¢ T

v v
Dann beweisen wir, dass unser Satz auch fiir die @ibrigen Indizes von G, und
fiir Iz,’_i_, richtig ist, womit wir dann die Richtigkeit des Satzes V fiir alle
Indizes bewiesen haben. Zu diesem Zweck miissen wir nun die 3 Fille
(6,4), (6,5) und (6,6) einzeln diskutieren, wobei wir in jedem Fall noch
uniterscheiden miissen, ob E N, ganzzahlig oder nicht ganzzahlig ist,

=

a} Diskussion der Fille (6,4) und (6,6):

Diese beiden Fille kénnen wir im grossen und ganzen zusammen behan-
deln, da in beiden Fallen €' gleich einem formal ganzen Wert von A()ist.

Istnun €y, ganzzahlig, so sind wir in beiden Fillen mit der Diskus-
sion schon fertig, da die Entwicklung mit dem Hauptindex h, abbricht. Die
Behauptung A stimmt und die Behauptung B ist gegenstandslos.

Nehmen wir nun an, €,; sei nichf ganzzahlig. In beiden Fillen enthalt
G, ausser h, keine weitern Indizes, denn im Fall (6,4) gilt h,,, = &, +1
weil = =—1 ist, und im Fall (6,6), weil der auf einen Hauptindex zweiter
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Art folgende Index wiederum ein Hauptindex ist. Um nun in diesen Fillen
die Richtigkeit unseres Satzes fiir h, , zu zeigen, miissen wir nach Lemma 1
3 Unterfslle unterscheiden:
&) wenn E'hv+1="'1 ist, dann gilt &';,v+1=5Nv+1;
Svgt
¥} wenn E”'V+1=+1 und &y,4+1 <2 ist, dann gilt Elhv+1:§Nv+2+ 1.

8) wenn E,hv.;.;: +1 und Ey+1 =2 ist, dann gilt E';,v+1=

Dabei ist immer noch nach Lemma 1 im Unterfall v) hV,H ein Hauptindex
aweiter Art und in den Unterfillen o) und {) ein Hauptindex erster Art.
Wir ersehen daraus sofort, dass die in B formulierte Zuordnung wichtig ist.
Wir mfissen nun noch zeigen, dass auch die in A getroffene Zuordnung der
Klasse A1) zur Gruppe G, , richtig war. Durch A wird, wenn h, , ein
Hauptindex erster Art ist, der Gruppe G, die Klasse A N zugeordnet,
wie das in o) und B) der Fall ist. Es bleibt noch der Unterfall y) niher zu
untersuchen, und zwar miissen wir feststellen, ob a’p, —1 & hy 1=
oder &= 1 gilt. Da in den beiden Fallen (6,4) und (6,6) hyyy = hyF1 ist, so ist
idenitisch a’hv+1__1—~ Chy—1" &y Nun ist in  beiden Fiéllen
arhv_gzhvzk 1, und zwar im Fall (6,4), weil 'E’bv = —1 jst, und im Fall (6,6),
weill aus &5, =Ex,+1>2 und &5 =+1 0, =3 folgt. Also stimmit "auch
im Unterfall v) der durch A und B A zugeordnete Wert mit E'hy » iber-
ein, Damit haben wir die Richtigkeit des Satzes V A in den Fillen (6,4)
und (6,6) bewiesen.

Aber auch die letzte Teilbehauptung von B stimmt in diesen beiden
Fallen (6,4) wnd (6,6). Denn mur im Unterfall v) ist A, ein Hauptindex
zweiter Art und gleichzeitig a’hv 1__1—-6’hv 1__1=i:1. Im Unfterfall v) gilt aber
nach der oben stehenden Definition des Unterfalles v) wirklich & N, <2.

b} Diskussion des Falles (6,5):

Wir nehmen zuerst an, &y, sei ganzzahlig. Nach § 5 b) und Lemma 2

sind 2 Unterfille zu unterscheiden:

a) E’hv-H = E’hv-l-2 = Elhy+!’-o"1=+1 und
& pypp— — 1 fiir wo=En,—2
p) E’hv+1 = Elhv—{-z .= E’h\;_*_ng __2= "lr 1.

Da nach §4a) der grésste formal gebrochene Wert von A®) der einzige
formal gebrochene Wert ist, der fiir ganzzahliges § N, ganzahlig ist, so gilt
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4 . , _ N, — "
nach Lemma 2 im Usnterfall o) & ., = pp— fiir p=1, ..., p—1 und
y ng’_ =
Ehp = N, —Ho. Die Entwicklung bricht, da Eh, 1y, Sanzzahlig ist, mit dem
En—n
Index A, 1o ab. Im Unterfall §) gilt nach Lemma 2) &+ b= “-—&—p-\_l_
sN_“" —

fiir p=1, ..., & Ny—z, wobei nach § 4a) der (£ N,—2)-te formal gebrochene
Wert von A,;N der einzige ganzzahlige formal gebrochene Wert von A® ist.
v
by .
&Nij—vpif <2 gilt, so ist in den
beiden Unterfillen «) und B) keiner der auf h, folgenden Indizes ein
Hauptindex. Wenn wir die oben angegebenen Werte fiir Ep+p in den
beiden Fillen ¢) und f) mit den Werten vergleichen, die durch das Zuord-
nungsprinzip C den Indizes h, + p fiir 1 =0 zugeordnet werden, so sehen
wir, dass die entsprechenden Werte iibereinstimmen, womit die Richtigkeit .
des Satzes V A im Fall (6,5) mit ganzzahligem & N bewiesen dst.
v
Jetzt miissen wir noch iden Fall (6,5) untersuchen, wenn EN nicht

v
ganzzahlig ist. Auch hier miissen wir nach §5d) die entsprechenden
2 Unterfille betrachten wie oben:

Da nach §4a) far p=ty —3

1) slhv.H = E’hv+z =T E"'-ﬁ"}lo—-l =-1 und E,hﬁ"!"o:_l
fir po=[En,]—1;
B) & hy T b= = bt En]—1 =41
Betrachten wir zunichst den Unterfall y). Nach Lemma 2) ist fiir
EN vy
aber sicher keine Hauptindizes; denn es sind nach Lemma 2 keine Hauptin-
dizes zweiter Art, weil aus p=[iy ]2 &y ~1>2 und daraus & <2 folgt;
es sind aber auch keine Hauptindizes erster Art, weil namlich &'y, i1 =11
ist. Danune’p ,, = — 1 ist, so istnach Definition ,1;+1 ein Hauptindex,
und nach Lemma 2 gilt & ,, =&y —po. Auch in diesem Unterfall 7} sieht
man sofort ein, dass die berechneten Werte fiir é'hv . it den Werten iiber-
einstimmen, die durch die Zuordnungsvorschrift C den Indizes der Gruppe
G, zugeordnet sind. Wir miissen nun in diesem Unterfall v) noch zeigen,

dass der Satz V auch noch fiir h, 4 €ilt. In Lemma 1 ist nun aber die Si-
tuation bei der Entwicklung eines formal ganzen Wertes deftailliert angege-

1=p=p1=fiy)—2 &5~ . Diese Indizes h,~p. sind nun
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ben, wobei wir in unserm Unterfall y) Lemma 1 noch dahin ergénzen konnen,
dass in den Fallen o) und B) von Lemma 1 der erste Index ein Hauptindex
erster Art ist. Dann ergibt sich aber aus Lemma 1 sofort, dass die durch die
Zuordnungsvorschrift B dem Hauptindex k, zugeordneten Werte wirklich
mit dem tatséchlichen Wert von E’hv+1 iibereinstimmen. Auch sehen wir,
dass durch die Zuordnungsvorschrift A der Gruppe G, die richtige Klasse
zugeordnet ist, wenn wir im Fall v) von Lemma 1 .‘noch be'ac.hten, dafs
@, — 1—p,,  —1F1 isty weil ja ¢, 1 =—1 ist. Damit ist also die
Richtigkeit des Satzes V A im Unterfall y) bewiesen, .

Naur im Fall y) von Lemma 1 ist b, , ein Hauptindex \Zwent(?r An und
gleichzeitiga’y,  _1—¢p,, —1F 1. Es ist dann wirklich nach Definition des
Falles v) in Lemma 1 {(n==N,) &, ., '<2, so dass auch in diesem Unterfall
y) die letzte Teilbehauptung von B gilt.

Damit kommen wir zum Unterfall 8), wo s’hv = 41 fir p=1,2,.,

fpy —0
Evy—p—1
und nach Lemma 2v) ist fiir p. = [En 1 =1 4 4, 1-15 Ew, +t+1 und der Index
h,HEn,]—1der erste Hauptindex nach h, und zwar ein Hauptindex zweiter Art.
Wie wir sehen, ist auch in diesem Unterfall die Zuordnung der Werte zu den
Indizes der Gruppe G, richtig gewihlt worden, aber auch die Zuordnung des
Wertes zu f, , stimmt, denn in diesem Unterfall ist a’p, —t —'h, 1 =1,

[En,] —1 ist. Nach Lemma 28) ist fir p=[En)—2 4=

+
weil e';,v 1.__1=‘—{—1 und a'h_’_ 1_1=2 ist, denn nach Lemma 2§) isx't E'h\{ 1__1<2
und &, =1 Da im Unterfall 3); N, — N,=1 ist, so ist die letzte
Teilbehauptung von B gegenstandslos. Damit ist also auch der Unterfail 8)
erledigt. ' _
Nun miissen wir noch die vierte Teilbehauptung von B beweisen. Diese
sagt aus, dass, wenn A, ein Hauptindex zweiter Art ist, dann und nur dann
@y 1 S';,V+1,_1=i= 1 ist, wenn &'y —1 ein formal ganzer Wert ist. Wir zei-
gen zunichst, dass, wenn h, 1 ein Hauplindex zweiter Art und a'hv_}_l —_ =
——E'hy_}_l_ﬁzl ist, E;’V-l-i _ 1 ein formal ganzer Wert aus A() ist. Ist a:’}v-ﬁ—1_
a’hy_l_f_l#l, so ist also nicht gleichzeitig a’,,v_{_1 —_1=2 und E,hv+1"" 1=+
oder, da ja a’hv+1=—‘;—1 ist, nicht gleichzeitig gl"V+1 _1<<2 und E’hV-H —1="TL
Also ist nach unserer Zuordnungsvorschrift und § 4a) gl”v—m’"l kein for-
'mal gebrochener Wert von A®, sondern also ein formal ganzer Wert.
Umgekehrt: ist b, , ein Hauptindex zweiter Art und e',,y a1 ein formal

ganzer Wert, so ist nach unserer Zuordnungsvorschrift e'hv+1_1=+1

icm

Uber die verschiedenen Kettenbruchentwicklungen 3t

nur dann, wenn E’h‘-’—i-l —1=&,+1>2ist. Also gilt a'],v_{_l_ 1— s’hv+1_1=i:1.
Damit ist auch die Behauptung B volistindig bewiesen.

Wir wollen noch einen Satz formulieren, der die wichtigsten noch
nicht in die Sitze zusammengefasstenTatsachen von § 5 und § 6 enthilt, so
dass wir uns im Folgenden nur noch auf die Satzformulierungen und Lem-
mata von § 5 und § 6 mit Einschluss der Zuordnungsvorschrift berufen
miissen.

Satz VI. A) Eine Entwicklung bricht dann und nur dann mit einer
Gruppe G, ab, wenn E n, anzzahlig ist,
B o) Eine Gruppe G, besitzt dann und nur dann einen
einzigen Index, néimlich den Hauptindex .,
1, wenn h, ein Hauptindex zweiter Art ist, oder
2. wenn h,ein Hauptindex erster Art und &’5 =—1 ist,
oder
3. wenn h, ein Hauptindex erster Art, ¢’ =-}1 und
én, =2 ist, oder
4. wenn h, ein Hauptindex erster Art, e’y =1,
2<g,, <3 und &p 41 =41 ist.

f) Wenn G, mebr als einen Index enthilt, so gilt:

B.) Ist & Ny ganzzahlig, dann ist, wenn alle auf E'/;y folgen-
den Teilzihler +1 sind, der Index hV—I—ENV——-Z der
letzte Index von G,; wenn aber ¢’
&'y, folgende Teilzdhler ist, der gleich —1 ist, dann
ist der Index A, + 1, der leftzte Index von G, und es
gilt ugéé,vv —2. G, enthilt in diesem Fall maximal
&nv, —1 Glieder, und die maximale Anzahl wird erreicht
far s’hv = =E’hv+§N~;—3= +1 und

der erste auf

s’hy NI

Ch by, —2- 1

B,) Ist &Nv nicht ganzzahlig, so bricht die Gruppe Gy, wenn
kein Teilzdhler unter den [in,]—1 auf ¢, ev. folgen-
den Teilzédhlern — 1 ist, mit dem Index h, < [én,]—2
ab und es ist h,,, =h,+[fw]—1 ein Hauptindex
zweiter Art, andernfalls aber, wenn ¢ b der erste
der [éw] —1 auf ¢’ folgenden Teilzahlern ist, der —1

ist, so bricht G, mit dem Index A, -}, ab und es
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gilt Ay =k +po +1=h,+[tn]. In diesem Fall
gilt also A =h, +[En], wo das Gleichheits-

zeichen nur gilt, wenn &’ =¢; | =.. = [y ]—2=
v

= + 1 und E’b"+['5Nv] —1 =-1 ist.

Beweis: Zuniichst zeigen wir, dass fiir ein nicht ganzzahliges & nyin der
Entwicklung noch weitere Gruppen vorkommen. Ist nimlich £, nicht ganz-
zahlig, so ist nach § 4a) auch kein Wert von AW ganzzahlig, also auch nicht
der vollstindige Teilnenner, der nach unserer Zuordnungsvorschriff zum
letzten Index der Gruppe G, gehdrt. Eine Entwicklung bricht aber nur mit
einem ganzzahligen &/ ab. Dass der letzte vollstindige Teilnenner einer
Gruppe G,, deren £, ganzzahlig ist, auch immer ganzzahlig ist, zeigen wir
gleichzeitig mit dem Beweis der Behauptung B).

Die Behaupitung B o) folgt in den beiden ersten Fillen sofort aus der
Definition der Hauptindizes und der Zuordnungsvorschrift B. Die Ganz-
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zahligkeit von £, fiir ein ganzzahliges &, ist in diesen beiden Féllen sofort -

ersichtlich. Im dritten und vierten Fall ist A, ein Hauptindex enster Art und

ENV

¢'s, = +1; also ist nach der Zuordnungsvorschrift B &, =  Furéy,=

Ny ™
=2 ist also &%,=2, d. h. die Entwicklung bricht, wie behauptet
wurde, mit dem Index hy ab. Ist 2 <, <3, so ist & gleich dem grossten
formal gebrochenen Wert von A(v), so dass man also fiir A ot = -1 nach
Lemma 2) h,+4 1 =h, ” erhilt. Damit ist also B o) und fiir G, mit nur einem
einzigen Index auch A) bewiesen.

Die Behauptung B ) ergibt sich aus § 5b), Lemma 2 und ‘der Zuord-
nungsvorschrift C. Aus Lemma 2 kann man ferner entnehmen, dass der
vollsténdige Teilnenner, der zum letzten Index von G, gehdrt, entweder ein
formal ganzer oder der grésste formal gebrochene Wert aus A™ ist, also, da
jainB ) Ey, ganzzahlig ist, pach § 4a) ein ganzzahliger Wert ist, Die
Behauptung B £,) folgt aus Lemma 2, wenn wir noch berticksichtigen, dass
fiir a;,v +u,==—1 nach Definition &,+ p, + 1 ein Hauptindex ist. Damit ist
auch B $) und fiir Gruppen mit mehr als einem Index A) bewiesen,

Es diirfte ganz niitzlich sein, die verschiedenen Entwicklungen, die in-
nerhalb einer Gruppe G, méglich sind, einmal explizit hinzuschreiben. Wir
wollen dabei nur den Fall mit nichtganzzahligem & w, betrachiten.

) Ist &y, 14 <2, so muss man iiberall an Stelle von

Uber die verschiedenen Kettenbruchentwicklungen

o) hy sei ein Hauptindex zweiter Art, Dann gilt:

= by, 1= an+1+ oder
’ 1
=q, 42—
Iy Evt1 )
vl
B) h, sei ein Hauptindex erster Art und ¢h, =—1. Dann gilt
&, =8y, = ay, T 5 ! oder
Ny+1
1
=ay +1— = 1y
y vy W
&Nv—l —1

%) hy sei ein Hauptindex erster Art und ¢’; = + 1. Dann gdt einer der

folgenden Fille:

ot 1| 1]
Ehv_ &Ny_lu = 1‘!‘] an____l ‘ gN.H—l
1] 1
=14 - ‘
{an J ENV+1 "
Ewt1—1
1] 1] 1]
=2
T ey, —2 TEnr
P 1| 1 1
2= *Ta,, 1_‘ Gory ™
gy —1
1] 1] 1 ] 1]
S NN SR U S D S |
2 T ey, =3
1] 1] 1] 1 |
=2 e —t —
2 11 Tlay =27 fwer ™
ENv—H"‘l

.....................

Nyt — 1

Enypz 1 setzen.
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1] 1] 1] 1 |
=271z T2 Tt Fay,— ey,
1 ]
| eyt
1] I S P S
=2-g —— 1 TTay,—(an,—2)
1 |
R
&Nv'i-l_l
P N U S S U

Im Fall v) kann &, innerhalb der Gruppe G, auf 2 [E NV] — 1 verschie-
dene Arten entwickelt werden.

§ 7. Uber den Inhalt der Gruppe G..

Wir beweisen hier den

Satz VII. Es gilt fiir v=1

y.p—hy—1 o ‘
SGv= Z [ihv +u1T [&Nv] i, — thyy h
=0

wo i, v=1 ist, wenn A, ein Hauptindex zweiter Art ist,
und i} ==1, wenn h, fiir v=2 ein Hauptindex zweiter Art
und gleichzeitig a’p,_;—e’p _==1 ist, sonst aber i, —
=i},=0 ist.

Beweis: Um die Richtigkeit der behaupteten Relation zu beweisen

12) Man kann diese Relation nach (1,10) auch folgendermassen schreiben:

"V.H'_”v“1 ’,
e | = —
Sgy= > L “———‘-;—— = ay,t Hhypte

p=0
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miissen wir folgende 3 Fille unterscheiden, die eine vollstindige Disjunk-
tion bilden:

a) h, ist ein Hauptindex erster Art und ¢, =1,

f) h, ist ein Hauptindex erster Art und ¢, =11,

Y) h,ist ein Hauptindex zweiter Art.
In den Fillen o) und v) enthilt G, nach Satz VI nur den Index h,. Im Fall
o) ist i, =0, weil A, ein Hauptindex erster Art ist, und if,, =0, weil
Sl]’v—H —1=¢,= —1 und damit o’ \—1 7 &4, —1 =1 ist. Da nach un-
serer Zuordnungvorschrift &y, =En, ist, so gilt im Fall a) also wirklich
Se, =[E's,] =[em] Tip, i

Im Fall y) gilt nach unserer Zuordnungsvorschrift &= Ev,+ 1 Da

Art ist, so ist ip,=1. Weiter gilt

{41 =0, denn entweder ist A, 1 kein Hauptindex zweiter Art oder,

h, ein Hauptindex zweiter

wenn A, ein Hauptindex zweiter Art ist, dann muss

s’hv_H:
“hA1=T1 und also, da £, =iy, 11 ist, nach §1b) o, =[&, ]+

1+¢

=[éy]+2=3 und damit also @'y, — 'y, 1 sein. Im Fall 1) er-

hilt man also SGv= [611,71:[;;Nv]_‘_l=F’NV}+ihv—izv+1'
Nunmehr miissen wir noch den Fall f) untersuchen. In diesem Fall ist
¢
nach unserer Zuordnungsvorschrift B in § 6 &= —é;v—l—vl_T . Dah, ein Haupt-
index erster Art ist, so gilt iy, =0. ’

Nehmen wir nun zunichst an, & N, sei ganzzahlig. Dann ist i, 70
weil ja dann die Entwicklung mit der Gruppe G, abbricht. Wir miissen nun
zwei Unterfélle fi;) und f.) unterscheiden, je nachdem ob die Folge der ¢’
fir die Gruppe G, eine der beiden folgenden Gestalten hat:

B &y = = a1 =11, b~ L
fuir {Loéijvv"z,
ﬁ,_,) s'by= . .=E'hv+§Nv_2=+l.
(Diese Disjunktion ist nach Satz VI A vollstindig), Im Unterfall §,) gilt
nach unserer Zuordnungsvorschrift C in § 6 und nach § 4a) fiir n=0,1, ...,

, En,— <r .
Po— 1 Ep = &M’ s <2 und Shypp, = EN,Mo- Also gilt im Un-

v, — 1
terfall §,)

3
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by —h—1 ) .
T o L A
k4
p=0

Im Unterfall 8,) ist fir p=0,1,...,&y,—3

: — ty, 2
, iy, P _ w2
Ehtn™ W<2 und Ehpgy, 27 T

Also gilt SGv:[EM,]—2+2=[&NV]-Fih.,'—iﬁ,_H'

Nun untersuchen wir den Fall, wo Ey, nicht ganzzahlig ist. Auch hier
miissen wir zwei Unterfille fi) und f,) unterscheiden, je nachdem die Folge
der ¢, fiir die Gruppe G, lautet:

6,) E’hy =, . .= e’hv—H*o“l +1, ¢ hv-H’ —1 far
o =[]~ 1 Ay Tt 1=hy
B &'hy = = hy bl — 1 T T L BT T T Ry

{Auch diese Disjunktion ist nach Satz VI B vollsténdig).

En, 1
W lp—1 Ehv_;. '___v

Im Unterfall f,) gilt fiir p=10,1, . Ey,—p—1

<2

und E'hv _H;o=iNv—po. In diesem Unterfall £;) ist 0, weil

lhv+1

"V+1_1 =¢'y o —1 und damit o Ryt T hv_H__1=|=1 ist. Wir finden
also im Unterfall §,) S5 = P'o'l'[ﬁN,,] By = [EM] +.ihv_izv+f
En, —
Im Unterfall f,) gilt fiir =01, ..., [EyJ—2 &p = i —P'—1<2

und nach Satz VI die Tatsache, dass A, " =hy+[én])—1 ein Hauptindex
zweiter Art ist. Da. Elhv+1-1 =& p1 ] —2 <2 und s'hv_H =1 ist, so ist
1~ =2 und also, daja auch ¢ Byt =1 ist, a,hv+1*—1 - E”M-r“l =1,
Also ist im Unterfall 8,) lhv+1 1. Wir finden also Sg, =[ty,]—1= Gy, +
-+ ihv — i;';v+1‘

Damit ist unser Satz VII bewiesen.
Aus Satz VII kann man nun die folgende Relation herleiten:
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Korollar zu Satz VII. Es gilt

Vo+1 —t Ny,
S k1= X,
p=1 n=1

Beweis: Aus Satz VII ergibt sich

By, —1
Z 1= s‘ Sc: Z ( &Nv] +lha lhv+1) =
p=1 v=1 v=1
Vo Yo . Vo Yo
= D Bl >, k)i = ST S i
v=1 v=2 v=1 V=2

wo iﬁ::l ist, wenn h, fiir v=2 ein Hauptindex zweiter Art und gleich-
zeitig a’p, 1~ ;l —1F1 ist, sonst aber i} =0 gilt. Ist fir ein gewisses
A, i;; =1, so gilt nach unserer Zuordnungsvorschrift A in §6 Ny—N, _1=2
und nach Satz VI B [§y, 1] =1. Da nun N, ~N,_;=2 ist, so kommt in
—
unserer Entwicklung kein Wert aus AENV —, vor und somit fehlt in
- 1

1) Ist Eo eine rationale Zahl und h, o1t der Index, mit dem die Entwicklung ab-
bricht, so reduziert sich die obige Relatmn auf

hyp—1 Ny,
> =Y
p==1 n=1

oder unter Beriicksichtigung von (1,10) auf

Ay —1 Ny,
O (a;{ Y ) =Y
el 2 il
p=1 n=1

Damit haben wir einen Teil eines Satzes von Vahlen neu bewiesen, der aussagt, dass in
allen halbregelmissigen Entwicklungen einer rationalen Zahl & die Summe der Teil-
nenner a,” vermindert um die Anzahl der positiven Teilzihler ¢, gleich gross ist (und
zwar, wie im zweiten Teil des Vahlenschen Satzes behauptet wird, so gross wie die Anzahl
aller (positiven endlichen) ,Naherungswerte” der betreffenden rationalen Zahl),
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Yo
2 [&Nv] die Grdsse [&‘Nv;—llzl' Also ist

v=1
N’O
R
E[EN +zl"v+lh1 lhv+1 2[5]‘\‘1;,l Ty
y=1 v=2 n=N,

Gilt nun 15, =1, dann ist h, ein Hauptindex zweiter Art und nach Satz V B
ist Ny==2 und [E,] ==1. Ist aber 7 ein Hauptindex erster Art, dann ist
i, =0 und nach Satz VB N,=1. Also ist

Ny, Ny,

oY ) . _ O [T

D AR Sy N 8 Rk Y
n=N, n=l

womit wir unsere Behauptung bewiesen haben,

§ 8. Die knappsten und die ausfiihrlichsten Entwicklungen
einer Zahl &.

Unter den endlichen Keftenbruchentwicklungen einer rationalen Zahl
bezeichnet man diejenige als kiirzeste, resp. léngste Entwicklung der
Zahl €, die so beschaffen ist, dass unter allen halbregelmissigen Entwick-
lungen von E, keine Entwicklung mit einer kleinern, resp. gréssern Anzahl
von Gliedern existiert, Die so definierten Begriffe versagen bei unendlichen
Kettenbruchentwidklungen, Wir wollen nun zwei Begriffe definieren, die fiir
endliche Kettenbriiche in engem Zusammenhang mit den Begritfen des
kiirzesten und lingsten Kettenbruches stehen, die aber andrerseitsauch fiir
unendliche Kettenbriiche efnen Sinn haben. In diesen beiden Definitionen ist
von gewissen Entwicklungen E*und E* die Rede. Die zu diesen Kettenbrii-
chen gehérenden Symbole kennzeichnen wir dadurch, dass wir sie mit", resp.
mit** versehen. Wir definieren nun:

Wenn unter allen halbregelmissigen Entwicklungen einer Zahl
&, Entwicklungen E*, resp. E™* existieren, fiir die fiir alle v vergli-
chen mit allen andern halbregelm‘abssingen Entwicklungen von Eu
pi=h, und Ni=N,, resp. Bi*=ih, und NJ*SN, gilt, so

wollen wir E*, resp. E** als knappste, resp. als ausfiihrlichste
Entwicklung der Zahl E, bezeichnen.
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Weiter wollen wir noch zwei spezielle Entwicklungen mit
einem Namen versehen:

Wir bezeichnen die Kettenbruchentwicklung einer Zahl EO,
fir die fiir v=1 £, = 2 (oder was gleichbedeutend ist: a,’:
und a,”— ¢, _,_1_2) gilt, als die Enfwicklung nach néichsten Gan-
zen und die Entwicklung, fiir die fir v=1 &,/<2 (oder a0,/ <2
und a,—¢,, =2) gilt, als die Entwicklung nach entferntern
Ganzen.

Es ist nun aber zu beachten, dass nach diesen Definitionen sowohl die
Entwicklung nach néichsten Ganzen wie auch die Entwicklung nach entfern-
tern Ganzen fiir gewisse &,nicht eindeutig bestimmt ist. Entwickeln wir
nimlich eine rationale Zahl nach entferntern Ganzen, so besitzt diese Ent-
wicklung als letzten Teilnenner a den Wert 2, denn in einer Entwicklung
nach entferntern Ganzen gilt ¢, =2 und nach Cin § 1 kann a,”als letzfer

. 0 B E €
Teilnenner 5 1 sein. Also ist&’_ =d' _,— a", =14. Diese &, kann man auf

2 Arten nach entferntern Ganzen entwickeln, nimlich entweder als
g, =1+ % oder als &' | =2— ?1):_ Also besitzt jede ratiomale Zahl
genau zwei Entwicklungen nach entferntern Ganzen, die sich allerdings nur
in den beiden letzten Gliedern unterscheiden.

Eine rationale Zahl kann in gewissen Fillen auch zwei Entwicklungen
nach nichsten Ganzen besitzen, nidmlich dann, wenn man beim Entwickeln

einer Zahl &, nach nichsten Ganzen zu einem £, = g-{—-—kommt wo g eine
ganze Zahl > 2 ist. Ein solches &, =g-|-i2 lasst sich auf zwei Arten nach
néchsten Ganzen entwickeln, nimlich entweder als &, = g—{--%f oder als

g = g+1-— — so dass wir fiir solche rationale £, genau zwei Entwick-

lungen nach nachsten Ganzen erhalten, die sich allerdings auch nur in den
beiden letzten Gliedern unterscheiden; sonst gibt es immer nur eine einzige
Entwicklung nach nidchsten Ganzen. Im folgenden werden wir aber zwei
Entwicklungen der gleichen Aut, die sich nur in den beiden letzten Gliedern
unterscheiden, nicht als verschieden ansehen,

Nunmehr kommen wir zum

Satz VIII. Fiir jede Zahl &, existieren knappste und ausfithrlichste
Entwicklungen und zwar ist die Entwicklung nach nichsten
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Ganzen eine knappste und die Entwicklung nach entfern-
temn Ganzen die einzige ausfiihrlichste Entwicklung der
Zahl €, Die Entwicklung nach méchsten Ganzen ist die
einzige knappste Entwicklung nur und stets fiir solche &,
in deren regelméssigen Entwicklung auf den Teilnenner
2 stets der Teilnenner 1 folgt.

Existiert aber in der regelmissigen Entwicklung einer
Zahl &, eine endliche oder unendliche Folge von Indizes 1,
fiir die @y, =2 und a7, 71 ist, so existieren neben der
Entwicklung nach n#chsten Ganzen noch andere knappste
Entwicklungen, Man findet sie sdmtlich nach der folgenden
Vorschrift: Man greife aus der Folde der Indizes [, beliebi-
ge und beliebig viele Indizes heraus und zwar so, dass die
Differenz zwischen je zwei der herausgegriffenen minde-
stens zwei ist, und bezeichne sie mit I%. Die Indizes der
Entwicklung mach nichsten Ganzen, fiir die der vollstin-
dige Teilnenner aus der Klasse A gt stammt, seien mit n*

bezeichnet. Dann wihle man die Folge der Teilzédhler
gleich wie in der Entwicklung nach nichsten Ganzen mit

‘d.erdAusmahme der ex und e " die gleich -1 zu setzen
sind, .

Erliuterung: Fiir rationale Zahlen €, existieren, wie wir schon
erwihnt haben, immer zwei Entwicklungen nach entfermtern Ganzen und
ev. zwei Entwicklungen nach nidchsten Gamzen, Insofern gibt es genau ge-
nommen fiir ein rationales &, stets zwei ausfithrlichste und ev, unter
den knappsten Entwicklungen zwei Entwicklungen, die sich nur in den
beiden letzten Gliedern unterscheiden. Wir werden aber zwei Entwick-
iungen gleicher Sorte, die sich nur in den beiden letzten Gliedern unterschei-
den, nicht als verschieden ansehen. In diesem Sinm ist fiir rationales §, die
Formulierung des Satzes VIII zu verstehen.

Beweis: Zunjchst zeigen wir, dass fiir jede Zahl &, knappste Entwick-
lungen existieren, Da allgemein fiir v=:1 h,=2v und fiir eine regelméssige
Entwicklung speziell h,==v gilt, so muss, wenn eine knappste Entwicklung
existient, fiir diese Entwicklung auch A, ==v gelten. Damit A, ==v gilt, darf
keine Grippe G, mehr als den einen Index h, besitzen. In welchen Fillen
eine Gruppe nur einen einzigen Index enthilt, ist im Satz VIBw) detailliert
angegeben. Nun muss aber in einer knappsten Entwicklung nicht nur h,
méglichst klein sein, sondern gleichzeitig N, méglichst gross, Allgemein gilt
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N,= v. in einer regelméssigen Entwicklung speziell N,=v. N,>v kann
aur gelten, wenn in der betreffenden Entwicklung von E, gewisse Klassen
A, ibersprungen werden. Nach Satz V B wird dann und nur dann eine
Klasse A:, iibersprungen, d. h. es ist dann und nur dann N, ,—N,=2,
went by, ein Hauptindex zweiter Art und gleichzeitig &'p, yar—1 ein formal
ganzer Wert aus A () ist, und es ist dann [E ] =1 Damit also eine Klas-
se A;, iibersprungen wenden kamm, muss [{,] =1 sein. Nun muss man aber
bpach'len, dass man in ein und derselben Entwicklung unter Umstinden nicht
alle Klassen Ag,, fir die [§, ] =1 ist, {iberspringen kann, denn nach Satz
V B kann man von 2 solchen unmittelbar aufeinanderfolgenden Klassen Ag,

nur eine fiberspringen. Wir bezeichnen nun nacheinander die Indizes n der
regelméssigen Entwicklung, deren E_in einer Sequenz minimaler VI-Werte
{vergleiche die Definition in § 4) an ungerader Stelle stehen, in diese_m Pa-
ragraphen mit my, m, ... Es ist dann my4;—my, =2 fir p1, Wenn
wir nun eine Entwicklung angeben Eénnen, fiir die erstens jedes G, nur einen
einzigen Index enthilt und zweitens jede Klasse Ag tm. itbersprungen wird, so

ist diese Entwicklung offensichtlich eine knappste Entwicklung, und nur
solche Entwicklungen kinnen knappste sein.

Wie wird nun eine solche Entwicklung im Einzelnen aussehen?

Wir behaupten zun#chst, dass wir sicher eine Entwicklung @, die die
soeben angegebenen Eigenschaften besitzt, erhalten, wenn wir fiir v
m—pt1 e =—1 und fir v=m, —u +1 &/ =+1 setzen. Wir zeigen
zuerst, dass in dieser Entwicklung ® fiir 0<<v<m, &/ =38, fir m, —p—+
+i<v<m, —(p+1)+1 und p =1 §/=%,, und fir v=m,— wt1
g = imp+1 +1 ist.

Fiir 0<<v<m, stimmt die Folge der &’ von ® mit der entsprechen-

den Folge der regelma581gen Entwicklung iiberein. Da nun aber in @
=L 1 =gy (also gleich einem formal ganzen Wert) und

{En] =1 ist, so wird nach dem Obigen in @ die Klasse A;m1 iibersprun~
gen und es gilt &, ‘"=m1+1+1 Die weitere Entwicklung von &
stimmt also mit derjenigen von &, ¢, fiberein. Allgemein: Ist & b1
=i, +1T1 so stimmt die weitere Entwicklung von &' i mit
der entsprechenden Entwicklung von Em 1 Giberein. Daraus englbt sich,

dass fir m,—p+1<v<mup— (@ + 1]+1 £’ =¢,, ist. Da nun

=-+1, ¥, —t1) gleich einem formal ganzen \X/ert (Hir

’,
= mH1~(|L+l) +1 7 rL+1
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My, =2 ist a,m1L+1‘“(I*+l) £ elmp“‘l""'l E"’gﬁ‘l + 1, fiir m,+1 7" my, >2
ist & = = d die K1 A

ist E’"u+1"(l*+1) gmw-x—“l} und [EmP 11l =1 ist, so wird die Klasse -

iibersprungen und es gilt E'm}ur‘__(pﬂ)ﬂ f"p+1+1 +1, Damit haben wir ge-

zeigt, dass die oben angegebenen Werte fiir die vollstindigen Teilnenner
von @ riohtig sind und dass in der Entwicklung & '}ede Klasse Ag
iibersprungen wird, Da nach Satz VI B jede Gruppe G, der Entwrcklung <I>
nur einen einzigen Index enthilt, so ist also die Entwicklung® wirklich
eine knappste Entwicklung.

Nun wollen wir untersuchen, wann es ausser der Entwicklung ¢ noch
weitere knappste Entwiclklungen gibt. Wenn eine zweite knappste Entwick-
lung &’ existient, so muss in ¢’ mindestens ein vollstindiger Teilnenner an-
ders lauten als der entsprechende vollstindige Teilnenner in ¢. Da nun aber
in einer knappsten Entwicklung alle Klassen Ag . iibersprungen werden

miissen, so muss auch in @ fir p=1 Emp—-p'H &mL 11 gelten, d. h. also,

dass sowohl in ® wie auch in ® aus den Klassen A tm, kein Wert und aus

den Klassen Agmp -

Teilnenner auftritt. Aus den andern Klassen kommit in ¢ der formal ganze
Hauptwert erster Art vor. Wir miissen also untersuchen, ob es moglich ist
eine Entwicklung @’ zu bilden, die aus mindestens einer dieser ,andern”
Klassen einen andern Hauptwert aufweist als den formal ganzen Hauptwert
erster Art, Damit nun aus einer dieser Klassen ein anderer Hauptwert
vorkommt, muss fir das entsprechende v==m, —p-+1¢/=+1 sein Wir
miissen noch daran erinnern, dass ein Index n der regelméissigen Entwick-
lung in beiden Entwicldungen @ und &’ gleich dem gleichen N, sein muss, daja
sonst nicht beide Entwicklungen gleichzeitig knappste Entwicklungen sein
kénnten, In @ gehért aber zu einem v==m,—p+1 ein Agy s dessen
Eny = 2 ist, denn diejenigen Ag , deren [£ |=1 sind, wetden in ¢ entweider
iibersprungen oder gehdren zu den Indizes m, — p - 1. Setzen wir also fiir
ein v=Fm, —p+1e/=+1, so kommt nach Lemma 1 aus § 5 aus der be-
treffe:n'den Klasse A(v der formal gebrochene Wert erster Art vor. Ist &, =

= -Efﬁ’fﬁ, so kann die Gruppe G, einen oder mehrere Indizes enthalten.

Ny

Nach Satz VI B enthilt in diesem Fall G, einen und nur einen Index, wenn
entweder &y, =2 oder 2<<fy, <3 und E/V—H =41 ist. Ist &n, =2, so
bricht die Entwidklung mit dem Index v ab. Eine solche Entwicklung aber,
die sich von @ bloss in den beiden letzten Gliedern unterscheidet, sehen wir
nicht als von & wesentlich verschieden an (vergleiche die Erlduterung zu

der Hauptwert zweiter Art Em“_H—!— 1 als vollstindiger

icm
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Satz VIII). Ist aber 2 <&y,<3 und ¢, =+ 1, so folgt aus Lemma 2 in
§5, dass ', gleich dem formal ganzen Wert zweiter Art &y,4q+1 aus
At st D1e weitere Entwicklung von &', 1 stimmt mit der Entwicklung
von Eny41=&p tiberein. Ist &y,41=2, dann ist die auf diese Weise ab-
gelnderte Entwicklung & immer noch eine knappste Entwicklung. Ist aber
[Evrl=[%p]=1, danmn istp=m, und also wird in & die Klasse Ap
tibersprungen, in unserer Entwicklung &’ kommt aber ein Wert aus Ap vor.
Wir sehen also, dass wir durch unser Abindern von ¢, =—1 in & =-1
unter der letzten Annahme das Ueberspringen eines A,, versiumt haben,
dass also dieses ¢’ gar keine knappste Entwicklung ist. Aus diesen Ausfithrun-
gen ergibt sich also, dass wir nur fiir solche &, eine zweite knappste Entwick-
lung bilden kénnen, fiir die in der regelmé’.ssigen Entwicklung mindestens
einmal auf ein §  ein £ 1 folgt mit 2<<§ <3 und &+(>2. Umgekehrt:
Folgt in der regelmasmgen Entwicklung auf ein 5] =e. = 2 immer ein
[Eati] = anr1= 1, s0ist & die einzige knappste Entwicklung von &,.

Die Entwicklung & von &, ist nun identisch mit der Entwicklung nach
néchsten Ganzen der Zahl &, Beim {jbergang von der regelmissigen Ent-
wicklung zudhat man nédmlich diejenigen £, die grésser als 2 sind, unverin-
dert gelassen, diejenigen £, aber, die kleiner als 2 sind, entweder um 1
vergréssert oder gestrichen. So gilt also in der Entwicklung & fiir alle

=1 §’=22, und diese Bedingung ist nach den Definitionen in § 7 cha-
rakteristisch fiir die Entwicklung nach nichsten Ganzen.

Wir zeigen nunmehr, dass zu jeder Zahl &, genau eine ausfiihrlichste
Entwicklung existiert. Wir erhalten sicher eine ausfiihrlichste Entwicklung
von &, wenn wir §, so entwickeln kdnnen, dass fiir v=1 N, = v ist (d. A
also in der Entwicklung keine einzige Klasse A;, iibersprungen wird), und
dass h, ,—h, fiir alle v==1 den maximalen Wert [tx,], resp. Env,—1 des
Satzes VIB annlmmt wobei man unter A, ,,, wenn die Entwicklung mit der
Gruppe G, abbricht, den auf den letziten Index der Entwicklung folgenden
Index Verstehen soll. Wir bilden nun die folgende Entwicklung . Ist
g, =2, so sehen wir die beiden Entwicklungen &, = a, -+ %

1

2

und §=a, +
nach der Erliuterung zu Satz VIII nicht als verschieden an. Ist

.
¢, > 2, so wihlen wir " =41 und entwickeln dann &' = =

oy

50, wie

£ g
+— entwickelt werden muss, damit h,—h, =[], resp.

§—1
=§&—1 ist. Ist & ganzzahlig, so bricht die Entwicklung mit der Gruppe
G, ab; ist & nicht ganzzahlig, so erhalten wir Ep,—1 =g =& Bl

nach Satz VIB3)
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Ist aber & <2, so wihlen wir ¢”=—1 und erhalten €1 =g’,,l =¢. In
allen Fillen gehért also zum letzten Index von G, sofern & nicht ganz-
zahlig ist (die Entwicklung also nicht mit G, abbricht), der kleinste
formal ganze Wert von Ag & —[4]+1. Allgemein: Ist &v,_, ganzzahlig,

so bricht die Entwicklung m1t der Gruppe G,_, ab; ist £x,_, nicht ganz-
zahlig, so diirfen wir annehmen, dass zum letzten Index von G,_, der
kleinste formal ganze Wert &n,_, — [ny_] 1 von AéNv_l gehért.
Ist nun G, nicht die letzte Gruppe der Entwicklung, so wihlen wir, wenn
ENv_1 4172 ist, Elhv = Elhyﬁ-l = =1 und E’hV—|—1 1™ 1 und,
wenn £y, <2 ist, ¢’p,=—1. In diesen beiden Féllen nimmt nach
[6y )1 von Ay,
an und durch diese und nur durch diese Wahl der &, wird erreicht, dass
nach unserer Zuordnungsvorschrift die Klasse A nicht {ibersprungen

wird und dass nach Satz VI A, —h, den maxxmalen ‘Wert [Sn,] an-
nimmt. Ist aber G, die letzte Gruppe der Entwicklung, so kann nach Satz
VIB die weitere Entwicklung auf zwei Arten gewihlt werden, damit die
letzte Gruppe G, die maximale Anzahl von Indizes aufweist, Diese beiden
Entwicklungen sind durch die folgenden Teilzdhler bestimmt: Pp, =

== [y —3=T1 und &5 ) —2= * 1. Doch sehen wir

= E’
By 12

Satz VI E,hu.l—l den kleinsten formal ganzen Wert &y —

diese beiden verschiedenen Entwickiungen, die sich ja nur in den beiden
letzten Gliedern unterscheiden, wie wir in der Erlduterung zu Satz VIII
erwihnt haben, nicht als verschieden an. Damit haben wir also die Vor-

schrift angegeben, nach der man eine ausfuhr’hchswte En’nwmk]ung bilden
kann,

Diese Entwicklung v ist nun aber nicht nur eine, sondem die einzige
ausfiihrlichste Entwicklung der Zahl &,, denn nur, wenn man &, auf die oben
angegebene Weise entwickelt, kommt jede Klasse As; in der Entwicklung
vor und enthélt jede Gruppe G, die maximale Anzahl von Indizes.

Um den Beweis des Satzes VIII zu Ende zu fithren, miissen wir noch
nachweisen, ‘dass die Entwicklung v der Zahl &, mit der Entwicklung nach
entferntern Ganzen der Zahl &, identisch ist, Nach unserer Zuordnungsvor-

schrift in §6 und nach § 4a) ist fiir v =2 1 und fiir p =101, .., hyy—h, 2
, Eny —
Eptp = 3oy ‘*1L“‘1—2 Aber auch & =2 gilt, weil ja £ ¢ gleich

einfxem kleinsten formal ganzen Wert ist. Also ist die Entwicklung v wirklich
mit der am Eingang dieses Paragraphen definierten Entwicklung nach ent-
terntern Ganzen identisch,

icm
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Damit ist Satz VIII bewiesen.

Es ist noch von Interesse festzustellen, wie bei endlichen Entwicklun-
gen die knappsten und ausfithrlichsten Entwicklungen mit den kiirzesten
und lingsten zusammenhingen, Um diese Frage vollstindig beantworten zu
konnen, miissen wir noch eine weitere Art von Entwicklungen einfithren, die
wir als die fast-knappsten Entwicklungen von &, bezeichnen.

Diese fast-knappsten Entwicklungen existieren nur bei einem &,
in dessen regelmissiger Entwicklung mindestens einmal eine Sequenz
von geradzahlig vielen minimalen VT-Werten vorkommt. Man erhilt, wie
wir oben gezeigt haben, eine knappste Entwicklung, indem man &, so ent-
wickelt, dass jede Gruppe G, nur einen einzigen Index enthdlt und dass
man alle A; iiberspringt, deren £, in einer Sequenz minimaler VT-Werte
an ungerader Stelle stehen. Will man dagegen eine fast-knappste Entwick-
lung y, bilden, so dndert man diese Vorschrift dahin ab, dass man in beliebi-
gen und beliebig vielen Sequenzen von geradzahlig vielen minimalen VT-
Werten diejenigen A, iiberspringt, deren & an gerader Stelle stehen. Zu
den fast-knappsten Entwicklungen wollen wir auch die folgenden eventuel
existierenden Entwicklungen zéhlen: Sollen diejenigen A; iibersprungen wer-
den, deren %, in einer Sequenz von geradzahlig vielen minimalen VI'-Wertern
an gerader Stelle stehen, und gilt fiir das dieser Sequenz vorausgehende
&2 2 <& <3, so darf man vorher fiir die entsprechenden Indizes die Ent-
wicklung nach néchsten Ganzen doch so abiindern, wie wir im Satz VIII fiir
den Fall, dass &, nicht von einer minimalen Sequenz gefolgt ist, angegeben
haben. Denn, wenn wir jetzt die fast-knappste Entwicklung bilden, so wird
durch die Abinderung der Entwicklung nach nichsten Ganzen das Uber-
springen der Klasse A, derenf, an gerader Stelle steht, nicht verhindert.

Wir wollen nun eine Tatsache herleiten, die uns im Folgenden erlau-
ben wird, anzugeben, welches die kiirzesten Entwicklungen einer rationa-
len Zahl sind und spiter in § 14 welche Entwicklungen einer quadratischen
Irrationalitit die kiirzeste Periode besitzen, Um diese Tatsache herleiten
zu kénnen, miissen wir annehmen, dass in der regelmissigen Entwicklung
von &, nicht fiir alle n = N, wo N eine beliebig grosse ganze Zahl ist, a, = 1
gelte. Da bei endlichen Kettenbriichen nach der Eigenschaft C) in § 1 we-
nigstens der letzte Teilnenner grésser als 1 ist, so bezieht sich diese Ein-
schriankung nur auf unendliche Kettenbriiche, und zwar werden solche
Kettenbriiche ausgeschlossen, die eine Periode mit lauter Einern besitzen.
Diesen ausgeschlossenen Fall — in dem fibrigens E, eine quadratische Irra-
tionalitit ist — werden wir gesondert im § 14 betrachten.
wo nicht fiir alle n=N

a) Es sei § = ao—]—‘ ‘—}—m—f—...,
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@, =1 ist, und es seien p, und p, (p,>p,=0) zwei Indizes
der regelmissigen Entwicklung, fiir die &, =2 und entweder
po=0 oder &p,>2 ist. (Nach Satz VB kénnen also die Klas-
sen Agpu und Agpl in keiner halbregelméssigen Entwicklung
iibersprungen werden). Fiir jede halbregelmissige Entwicklung
von & konnen nun zwei Zahlen m, und %, bestimmt werden,
so dass py=N; und p,=N, ist. Wir bezeichnen ferner die

Lénge der Sequenzen minimaler VT.Werte innerhalb der
Sequenz &py, &potys-.«, Ep, der Reihe nach mit k, A,..., )

T
O [ Ao+ B
0"‘2‘[ "2 ] mit Wpy, p,. Dann

und den Ausdruck N, — N

gilt fir alle knappsten und fast-knappsten Entwicklungen
he,~hey= Wpy,p, und fiir keine halbregelmissigen Entwick-

he, < Wpy, p,. Umgekehrt: gilt fiir eine halbregel-
méssige Entwicklung von & hr —hy = Wpyp, so kommt die
Folge der &, fiir die Indizes hr,+1 bis h; —1 in mindestens
einer knappsten oder fast-knappsten Entwicklung von &, vor.

lungen h, —

Beweis: Nach Satz VB gilt N NT =%, —1, wo das Gleichheits-

zeichen gilt, wenn aus allen Klassen Ag mit §=8y , &y Spres o bN,
- n 0 1

Werte entnommen werden, das Ungleichheitszeichen, wenn gewisse dieser

Klassen iibersprungen werden. Nach demselben Satz kénnen nur Klassen
A iibersprungen werden, deren &, ein minimaler VT-Wert ist (d. h. nach

der Definition in §4 deren £,<<2 ist) und zwar kann in der gleichen
Entwicklung von zwei solchen unmittelbar aufeinanderfolgenden Ag mit
£,<2 immer nur eines iibersprungen werden, d. h. also in einer Folge
von Ag, die zu einer Sequenz minimaler VT-Werte von gerader Lange

. B . IS A i
X gehért, kénnen maximal 5= [——z—tl] Klassen, in einer Folge von Ag
die zu einer Sequenz minimaler VT-Werte von ungerader Linge ) ge-
” o , L+ IS
bért, kénnen maximal 5 211 [ ;H'] Klassen {iibersprungen werden,

Innerhalb der Folge der A; mit EZ&Nﬂo’ &Nw0+1 yore '&Nﬂl—‘l kénnen also

T

" O AT

héchstens Z [‘_52—] Klassen iibersprungen werden. Diese Summe
=1
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ist tibrigens gleich der Anzahl der minimalen VT-Werte, die innerhalb
der Sequenz ENﬁo,...,ian in einer Sequenz minimaler VT-Werte an

ungerader Stelle stehen. Daraus ergibt sicht

i—ﬁoi’_’:Nz]—Nng_z [ )": 1_,]

c=1

Nun ist aber h; —h; == —=, wo das Gleichheitszeichen gilt, wenn aus

0
jeder Klasse nur ein einziger Wert vorkommt. So erhalten wir schliesslich

- ALty
hnl—_hwofiNx,—# N“O_Z [—“2——] '_;WPavPv

wo also das Gleichheitszeichen gilt, wenn eine halbregelmissige Entwick-
lung so beschaifen ist, dass in ihr aus der Folge der Klassen A: mit

n=N., No+1, N +2,..., N —1 die grosstmégliche Anzahl von

Klassen iibersprungen wird und aus den {ibrigen nur einziger Wert
entnommen wird.

Diese beiden Bedingungen werden nun sowohl von den knappsten wie
von den fast-knappsten Entwicklungen erfiillt. Denn, wie wir in diesem Pa-
ragraphen gezeigt haben, sind die knappsten Entwicklungen dadurch cha-
rakierisiert, dass erstens jedes G, nur einen einzigen Index enthilt und
zweitens jede Klasse A:, deren &, in einer Sequenz minimaler VI-Werte
an ungerader Stelle steht fibersprungen wird. Eine fast-knappste Entwick-
lung erhdlt man dadurch aus der knappsten, dass man in beliebigen und
beliebig vielen Sequenzen von geradzahlig vielen minimalen VT-Werten
nicht diejenigen A: iiberspringt, deren € an ungerader Sielle, sondern
diejenigen, deren E-" an gerader Stelle stehen. Damit haben wir gezeigt,
dass fiir keine halbregelméssigen Entwicklungen von &, A, — h;
gelten kan.n und dass fiir die knappsten und fast- knapsten Entwicklungen
h"n h“o Po P: gllt

Wir haben noch behauptet, dass, wenn fiir eine halbregelmissige
Entwicktung h, — h, = W, , gilt, denn die Sequenz der g, Fir
v=m,+1, 7,4+ 2,..., 1,—1 auch in einer knappsten oder in einer fast-
knappsten Entwicklung vorkommt. Im Satz VIBa), fiir v==1m, geschrieben,
sind die Falle aufgezahlt, in welchen G, nur einen einzigen Index enthilt.
Von dem unter 3. dort angegebenen Fall kénnen wir dabei absehen, da in
diesem Fall die Entwicklung mit dem Index h, abbricht, Die Entwicklung
von &, kénnen wir immer so wihlen, dass fiir den Index ke, der erste und
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der zweite Fall von Satz VIBo) und, wenn 2 << ENK(, < 3 gilt, auch der vierte
eintritt. Man braucht ja bloss die regelmissige Entwicklung bis zum In-
dex N,—2zu iibernehmen und dann die folgenden Teilzéhler nach der
Zuordnungsvorschrift in § 6 geeignet zu wihlen.

Stimmt nun schon &}, als formaler Wert mit einem vollstindigen
‘Teilnenner 7, einer kna.rppsten oder fast-knappsten Entwicklung {iberein,
dann miissen auch die auf Eh folgenden & mit den Indizes A, +1, A +2,.,
bz —1 mit einer der auf 7, *in einer knappsten oder fast- ‘knwppsten Ent-
kalung folgenden Sequenz von vollstindigen Teilnennern iibereinstimmen,
da ja sowohl unsere Entwicklung mit h. — h, = W, . als auch die
knappsten und fast-knappsten Entwicklungen fiir die Indizes h, ..., h, —1

=
nach dem gleichen Prinzip gebildet werden. Nun braucht aber &;,_ als‘for-
maler Wert in gar keiner knappsten oder fast-knapsten Emtwwklung vor-
zukommen und zwar kommt a) der erste Unterfall von Satz VIBa) in keiner
knappsten oder fast-knappsten Entwicklung vor, wenn £ Nw0—1>3 ist, b) der
zweite, wenn £y __ | das letzte &, einer Sequenz von ungeradzahlig vielen
minimalen VT-Werten ist, und <) der vierte, wenn &y = das erste &,
einer Sequenz von ungeradzahlig vielen minimalen VT- Werten ist. Fiir )
(&hn ~=N, +1) und b) (‘ih,- =tn, ] stimmt nun aber die weitere Entwicklung

von & b, iiberein mit der in der knappsten oder fast-knappsten Entwick-

lung vorkommenden Entwicklung von EN ,resp von éN +1, Was nun «¢)

‘betrifft, so kann dieser Ausnahmefall weder in einer Entwwklung mit hy
~ h=W,, , nochin einer knappsten oder fast-knappsten Entwicklung vor-
kommen, weil ndmlich sonst die Klasse AEW L1s die doch zum ersten §,
einer Sequenz von ungeradzahlig vielenminimalen VT-Werten gehdrt, nicht
iibersprungen werden kann. Damit haben wir unsere Behauptung bewiesen.
Wenden wir nun a) auf den endlichen Kettenbruch einer rationalen
Zahl &, an, umd setzen speziell p,=0 und p, gleich dem letzten Index der
regelmissigen Entwicklung, Dann ist also A, — k. =h, = W, Do, Pyt WO
-das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn die En{wicklung fur die Indizes
hp, +1=1,2 h, —1 mit dem entsprechenden Teil einer knappsten
-oder fast-knappsten Entwicklung {ibereinstimmt. Da aber einerseits durch &,’
-auch a,’ eindeutig bestimmt ist und andrerseits die Anzahl der Indizes der
-endlichen Entwicklung gleich h + 1 4 der Anzahl der Indizes ist, die
-ausser f, in G, vorkommen, so folgt, dass die knappsten und die fast-
knappsten Entwidklungen und nur diese kiirzeste Entwicklungen sind.

N
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Die Frage nach den lingsten Entwicklungen einer rationalen Zahl ist
viel einfacher zu beantworten. Existiert nidmlich eine Entwicklung, bei der
keine einzige Klasse A fibersprungen wird und bei der aus jeder
Klasse A; die maximale Anzahl von Werten entnommen wird,
bei der also ]ede Gruppe G, die maximale Anzahl von Indizes enth#lt, so ist
diese Entwicklung eine langste Aus den Ausfithrungen tiber die ausfithrlich-
sten Entwicklungen folgt aber sofort, dass erstens die ausfiihrlichste Entwick-
lung eine lingste Entwicklung ist und zweitens, dass es keine andere Ent-
wicklung gibt, die gleich viele Glieder aufweist wie die ausfithrlichste Ent-
wicklung. Wir wollen diese Resultate noch zusammenfassen:

Zusatz zu Satz VIII: Die knappsten und die fast-knappsten Entwick-
lungen einer rationalen Zahl &, und nur diese sind kiirzeste
Entwicklungen und die ausfiihrlichste ist die einzige 1ingste
Entwicklung von &,. Fast-knappste Entwicklungen existie-
ren nur, wenn in der regelmissigen Entwicklung Sequenzen
von geradzahlig vielen minimalen VT-Werten vorkommen.
E, besitzt nur eine einzige kiirzeste Entwicklung, nimlich
die Entwicklung nach néchsten Ganzen, wenn in der regel-
missigen Entwicklung von £, erstens immer auf den Teil-
nenner 2 der Teilnenner 1 folgt und zweitens nur Sequen-
zen von ungeradzahlig vielen minimalen VT-Werten auf-
“treten ¥).

Uber die Periodizitit der halbregelmissigen Kettenbruch-
entwicklungen quadratischer Irrationalititen.

I1L.

§ 9. Die Gesamtheit der &, fiir alle halbregelmassigen
Entwicklungen einer quadratischen Irrationalitat &.

Wir miissen zundchst den Satz erwihnen, den Lagrange (1) als erster
bewiesen hat:

14) Die erste Teilbehauptung dieses Zusatzes folgt auch aus einem Satz von Vahlen
in Verbindung mit Satz VII. Vahlen hat m#mlich gezeigt, dass es unter allen halbregel-
missigen Entwicklungen einer rationalen Zahl & keine Entwicklung gibt, die weniger
Glieder besitzt als die Entwicklung nach nichsten Ganzen (eine Tatsache, die iibrigens
schon von Kronecker in seinen Vorlesungen zur Zahlentheorie vermutungsweise ausge-
sprochen worden war), und dass unter allen halbregelmissigen Entwicklungen die Ent-
wicklung nach entferntern Ganzen die lingste Entwicklung ist.
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a) Die regelmissige Kettenbruchentwicklung einer quadratischen Ir-
rationalitét ist periodisch **).

Die &, in der regelmissigen Entwicklung einer quadratischen Irrationali-
tit €, nehmen also nur endlich viele verschiedene Werte an. Es gibt mit
andern Worten fiir eine quadratische Irrationalitit nur eine endliche Anzah}
Klassen A. , die sich in ihren numerischen Werten unterscheiden. Nach den
Definitionen in § 4 enthélt jede Klasse A; nur endlich viele Werte und nach
Satz III ist die Gesamtheit der &, aller halbregelmissigen Entwicklungen
einer Zahl &, identisch mit der Gesamtheit aller Werte von VEO nach
Weglassen &, — 1. Wir haben damit den folgenden Satz gefunden:

Satz 1X. Die Anzahl der numerischen Werte, die als &/ in allen halb-
regelméssigen Entwicklungen einer quadrahschen Irratio-
nalitit €, vorkommen, ist endlich.

Aus Satz IX kénnen wir sofort folgern:

’

Korollar zu Satz IX. Unter den vollstdndigen Teilnennern &, einer
beliebigen, aber festen halbregelméssigen Entwicklung einer
quadratischen Irrationalitdt kommt stets ein bestimmter
Zahlenwert E unendlich oft vor ).

§ 10. E.-Entwicklungen.

Definition: Wir wollen halbregelméssige Kettenbruchentwicklungen
einer Zahl &, bei denen das Vorzeichen von &, in'(1,1) durch &, a,_,...,
a, ') — nach einer eindeutigen, aber im fibrigen restlos willkiirlichen
Vorschrift — bestimmt wird, als E ;- Entwicklungen bezeichnen

Fiir diese E5- Entwicklungen gilt:

Satz X. Jede E,-Entwicklung einer quadratischen Irrationalitit
ist periodisch.
15) Bewiesen zuerst von Lagrange (1) und spiter auf andere Art von Charves.

10) Diese im Korollar zu Satz IX ausgedriickte Tatsache werden wir im zweiten
Teil in § 6 aus ganz andern {iberlegungen nochmals herleiten.

) Da durch &, a,_y,..., a,_, die Folge der §, ...., & _ eindeutig bestimmt
ist, so kénnte man in der Definition der B~—Entw1ck1ung €y @y y4..., a,_g auch
durch £&,,..., & ersetzen.

Tne—r;
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Beweis: Nach dem Korollar zu Satz IX existiert eine unendliche Folge -
von i,.k. fiir die &, =—‘" gilt. Jedem dieser E,.,E entspricht ein any das ent-
weder gleich [E] oder gleich [E]-+4-1 ist. Also muss ar, mindestens unend.-

lich oft gleich dem einen der beiden Werte sein. Wir greifen nun aus
den n, eine unendliche Teilfolge ny heraus, fiir die a,/= a,s und daher
nach (1,1) &,41=&s41 ist. Nach den gleichen Uberlegungen kénnen wir
aus der Folge der n,’ eine unendliche Teilfolge ny”" auswihlen, fiir die
@yyr41= Gppr41 und daher nach (1,1) &742= &,z gilt. Dieses Verfahren
wiederholen wir ¢-mal und erhalten auf diese Weise eine Folge n'@), fiir die
el =0 und @94~ a4 und eo ipso & =&,y fiir ©=0,1,..,
c-1 gilt.

Greifen wir zwei dieser £,{°;, heraus und bezeichnen sie kurz mit
§p und &. Dann gilt also & =& und a, . ~a, . fir +=1.2,...,0

Nun ist nach (1,1) &= a,— ?Li_i und £q= a,— ZZ:: - Bei einem E_-Ket-
p -1

tenbruch hangt nun das Vorzeichen von Entt VOR &ny Gn—1,.e Gn—c ab. Da
nun p und g Indizes von der Form n{to sind, so lautet die Vorschrift
in beiden Fallen gleich, d. h. es gilt ¢, =2 ,, und damit nach (1,1) auch
Diesen Schluss kann man der Reihe nach auf §, 4, und
und Eq 2
womit wir die Periodizitit eines E, - Kettenbruches

o1 = fgpae
S Sopa
und €54, = egpp
bewiesen haben.

Um die speziellen Fille von E - Entwicklungen etwas zu illustrieren,
geben wir zunéchst die allgemeine E, - Entwicklung an:

a) Man ordnet jedem Punkt o des positiv reellen Zahlstrahls ein Vor-
zeichnen ¢(a) zu. Wenn nun €, ==« ist, dann werde €, =¢(2) gewahlt.

Eine speziellere Art dieser allgemeinen Entwicklung ist die Folgende:

b) Man ordnet jedem PunktB des Intervalles (0,1) ein Vorzeichen (f)
zu. Ist dann &, —[£] =B, dann werde e, =¢(f) gewahlt.

In die Klasse der E, - Entwicklungen fallen mehrere gebrduchliche
Kettenbruchentwicklungen, von denen wir hier die bekanntesten Beispiele
mit den ihnen entsprechenden Kettenbriichen erw#hnen wollen %)

usw, anwenden und erhalt so Qpy, =gy

18) Fiir einen Teil dieser Entwicklungen ist der Beweis fiir die Periodizitit der
Entwicklung einer quadratischen Irratiomalitit schon frither erbracht worden, so

fiir ¢1) von Lagrange (1) und von Charves,

fiir c2) von Cahen (S. 413) und von Perron (S. 168) (Lagrange bezeichnet dmse
Entwicklung als ,,développement par excés”),

4
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c;) regelmissige Entwicklung: €(a) =—1,
regelmissiger Kettenbruch: ¢, =—1 fir v=1;

c;) Entwicklung nach gréssern N&herungsbriichen: ¢(a) = J-11),
reduziert-regelmiéssiger Kettenbruch: e, =+1 fiir ves1;
¢;) Entwidklung nach geraden Ganzen: Es sei v eine positive ganze
Zahl.
gla) =1 fiir 2v—1 <a <2t und
‘g(0) ==—1 fiir 2v <o <i2t + 1,
Kettenbruch mit geraden Teilnennern: a, == 2r;
¢,) Entwicklung nach ungeraden Ganzen: (amalog c,)
Kettenbruch mit ungeraden Teilnenner: a, =27 -1;
¢;) Entwicklung nach n#chsten Ganzen:

“(B)=—1 fiir 0<5S >
) =+1 fir —-<p<1,
Kettenbruch nach nichsten Ganzen: 4,522, a,~s, 202 fir vl
¢;) Entwicklung nach entferntern Ganzen: (analog c;),

Kettenbruch nach entferntern Ganzen: 0,52, a,—
¢,) singuldre Entwicklung:

Ev+1é2 fiir v=1;

e
sB)=—1 fir 0<ﬁ<l—5—2—1.
(@) =-+F1 fir LSZ:—I—«§{3< 1,

singuldrer Kettenbruch: a,=2, a,—¢,22 fiir v=120),
¢} A — Entwicklung:

eB)=—1 fiir 0<B=),
eB)=-+1 fir A<p<1.

tiir cs) von Stephen Smith und von Humbert,
fiir c5) von Minnigerode und von Hurwitz,
fiir ¢7) von Perron (S. 182).

) Dass fiir diese so gebildete Entwicklung einer Zahl & fiir v=1 g“—>éo gilt,
v

d. h. also dass die Bezeichnung ,Entwicklung nach grossern Naherungsbriichen" berech-
tigt ist, werden wird erst im zweiten Teil (Fussnote 4) zeigen, Aus der gleichen Fussnote
kann man auch entnehmen, dass man die Entwicklung nach kleinern N#herungsbriichen
(auf franzésisch als wdéveloppement par défaut” bezeichnet) erhdlt, wenn man &4 ——1
und fir v=2 ey =1 wihlt.

20). Hurwitz, der die singuliren Entwicklungen zuerst studiert hat, bezeichnet sie
als ,Entwicklungen zweiter Art”, Die Bezeichnung ,singulire Entwicklung" stammt von

icm°
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Der entsprechende Kettenbruch lisst sich nicht einfach charakte-
risieren 21),

§ 11. E.P-Entwicklungen.

Definition: Wir ordnen jeder ganzen Zahl nZn, ein E, - Gesetz zu
und bestimmen dann das Vorzeichnen von .41 nach dem E, - Gesetz, das
dem Index n zugeordmet ist. Ist die Zuordnung der E,-Geseize zum In-
dex n im besondern periodisch in n fir n = n,, so wollen wir von einer
E, P-Entwicklung sprechen. {In diesem Fall ist o eine periodische Funk-
tion von n).

Fiir solche Entwicklungen gilt:

Satz XI. Jede E, P-Entwicklung einer quadratischen Irrationali-
téit ist periodisch. :

Beweis: Wir bezeichnen das dem Index n zugeorclnéte E_-Gesetz
mit E; . Bei einer E.P-Entwicklung muss fiir N=N, und fiir £=1,2,...

= : : . " . . i
Ny E:N+fk+v sein, wo die ,Periode” % ein feste Zahl ist. Laut Defi

nition der E;-Entwicklung in §6 gilt dann fiir ganze positive { auch

ON+ty = ONtapty. Es sei nun ¥ gleich dem grossten der sich periodisch

wiederholenden oyy,. Wir betrachten dann die Teilfolge n{¥) der Indizes
n, die entsprechend definiert ist wie die Teilfolge n}f’ im Beweis zu
Satz X. Fir diese n® gilt also: &®15=( 5 und a®iy=a, Wy, fiir
v=0,1,2,..., Z—1. Nun miissen unter den ersten N+ % n}m mindestens
zwei n®), namlich n}lz) und nfﬂm, existieren, fiir die n§}1> nSP’%N und

n® —nE =1,k gilt, wo {, eine ganze Zahl ist. Also ist En> =E,, d.h.

Perron. Die Definition der singuldren Entwicklung deckt sich nun nicht im vollen Umfange
mit der Definition des singuliren Kettenbruches, indem zwar jede singuldre
Entwicklung ein singuldrer Kettenbruch, aber micht jeder singulire Kettenbruch
eine singuldre Entwicklung ist, Nach der Vorschrift fiir die singulire Entwicklung gibt es
zu jeder Zahl & eine und nur eine singulire Entwicklung. Die Definition der singuliren
Kettenbriiche dagegen lisst es zu, dass gewisse singulire Kettenbriiche, nimlich die
1] 1} 1 1p 1] 1]
T2—~1—3°——IT— und g 1— ’?—F—.l—s— —
¥5—1
2
21) Die beiden einfachsten und gleichzeitig wichtigsten Spezialfille dieser allge-
meinen Entwicklung c;) haben wir schon erwihnt, nimlich die beiden Entwicklungen cs)
und c:). Die allgemeine Entwicklung cs) hat Th. E. Mc. Kinney untersucht.

Kettenbriiche von der Form g+

—as..., wo g eine ganze Zahl ist, den gleichen Wert, nimlich g+ , besitzen.
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ﬁniz) und E,.(E] die ja einander gleich sind, werden nach der gleichen Vor-
schrift entwickelt. Damit haben wir also die Gleichheit von en,+ und
&y bewiesen und somit auch von an, und @, und von &, 41 und &, 41
Nun wenden wir der Reihe nach die gleiche Uberlegung auf &, 41 und
&, A auf E,.,.|_z und E,,,_;.z, usw. an und erhalten so fiir alle v=:0 Unyty =
=@ty und ey = en 4y Damit ist der Satz XI bewiesen.

In die Klasse der E, P-Entwicklungen f4llt der folgende, in der Li-

teratur schon bekannte Fall:

Den Indizes n werden die Gesetze c, und c, in § 6 periodisch zugeord-
net, d. h. einfacher gesagt: die €, werden periodisch vorgegeben **),

§ 12. Diagonalkettenbriiche. **)

Die Periodizitidt der Diagonalkettenbriiche quadratischer Irrationali-
titen l4sst sich mit Hilfe des Korollars zu Satz IX ebenfalls einfach bewei-
sen. Zu diesem Zweck beweisen wir zunichst folgenden interessanten Satz:

Satz XII. Die regulédre (periodische) Entwioklung einer quadratischen

Irrationalitit &, laute E,=a, +\I @ I—|—‘ 3 [+..., wo fiir
alle A= H und alle {31 api4; =ap gilt. Dann kann sich
die Entwicklung von E; innerhalb der Diagonalketten-
bruchentwicklung von &, héchstens innerhalb der ersten
k + 1 Glieder von der Diagonalkettenbruchentwicklung von
€} unterscheiden.

?2) Den Satz und den Beweis fiir diesen speziellen Fall findet man bei Perron
(S. 166).

. 23) Siehe z. B, Perron S. 182 ff.; Man erhilt den Diagonalkettenbruch einer Zahl &,
indem man in der reguliren Entwicklung fiir &, diejenigen a, =1 durch eine gewisse

Transformation eliminiert, fiir die =308 ist. @,y =1 ist zwar notwendig fiir

& — ——Q

n
das Bestehen dieser Ungleichung, aber nur fiir n =0 hinreichend; fir n>>0 ist not-
wendig und hinreichend das Bestehen der Gleichung @, =1 und der Ungleichungen

1 S e 1]

12,1 T +|a"+2—1 + (o . -:m-{—l P —\—..—l—l;;", wenn q,_ ,>>2 ist, oder
a22) o >_1_‘ t | 1] _
D e T s =1 + la,, +. -*--|'_1x . wenn g, ;=1 ist

icm°®
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Beweis: Wir fiihren folgende Bezeichnung ein:
P in a 1+1 ' 1—|—2 I _ _Ef_’

Qin i Iax+1 ‘aq—z o la" )
Um den Satz XII zu beweisen, zeigen wir, dass man in der regelmissigen
Entwicklung von &, vom Index A+ %k + 1 an die gleichen Glieder stehen
lassen oder transformieren muss wie in der regelmissigen Entwicklung von
£, vom Index kB + 1 an, um die Diagonalkettenbruchentwicklung von &, und
die von ¢ zu erhalten. Zu diesem Zweck miissen wir also nachweisen, dass
Hir n= h+ k -+ 1 immer mit

Pl 1 Ppnl 1
(12,3) fo— o < ZQ auch (12,4) f &y o <3 . .
und mit
(12,5) e_~ L auch (12,6) |&— Phn | L
fl 0 = 2 Qz 4 h Qbn 2 Qﬁ

gilt. Ist a4 =2, dann gilt nach Fussnote 23 sowohl (12,3) wie auch (12,4).
Ist @,+1=1, dann miissen wir zeigen, dass fiir @.42=2 mit (12,1) auch

(12,7) ,+ ot ], 1 4+ >H1__1+ 1 !"r‘ " 1!
i 7 5(1 bz — 1“1‘ Tants ‘e :j a, Ean——l vae _l a‘h_‘—l
und fiir @42 =1 mit (12,2) auch
B T U WU B U 2 1]
(128) 1+ ams Tams T 1, o +!°h+x

und umgekehrt mit (12,7) auch (12,1) und mit (12,8) auch (12,2) gilt. Hier
mifissen wir eine kleine Hilfsbetrachtung einschalten. Wir behaupten, dass
aus

RERY Al
T A A g

c0+ + E

le, e
wo der Kettenbruch links unendlich ist und wo mindestens fiir ein v=i<n
c,+d, gilt,

1. 1] Al
——+—+...gdo+JT‘T|dz +ot g

und umgekehrt folgt. Bezeichnen wir die vollstindigen Teilnenner des Ket-
ienbruches ¢, 4 %4— .. mit &, die des Kettenbruches ] ‘11 ‘ + .
G

mit 7,. Ist nun v, der erste Index, fiir den ¢, +d, gilt, so gllt mit cv°>d e
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auch & =c, + >, =d,+-—— und mit ¢, <d, auch £, <
Yo Yo &Vu-l-i Vo Yo ) Vot Yo Yo Yo nvor

Daraus sehen wir, dass die Ungleichheit der beiden Kettenbriiche durch
die Werte von ¢, und d, bedingt ist und durch die Abanderung der

auf ¢, und d, folgenden Glieder gar nicht mehr beeinflusst wird. Ne-
benbei wollen wir noch bemerken, dass fir gerades v, ¢, >d,, fiir un-
gerades vy ¢, <d, gelten muss.

Aus dieser Betrachtung kénnen wir also entnehmen, dass mit (12,1)
(12,7), resp. mit (12,2) (12,8) und umgekehrt gilt, wenn sich die beiden
Kettenbriiche in (12,1), resp. (12,2) in mindestens einem der erstenn—h
Glieder unterscheiden. Nun ist sicher entweder @, — 1=F @,—; oder
Gnpktz = @np—1 oder beides; denn aus @Gnpptz = Gnp wiirde wegen
n—k—1=h vermdge der Periodizitit des reguliren Kettenbruches
@ni2 = @, folgen, was nicht gleichzeitig mit any2 — 1 = an—; erfiillt sein
kann, Analog schliesst man im Fall (12,2). Damit haben wir also den Beweis
des Satzes XII erbracht.

Damit kommen wir zum

Satz XIII. Der Diagonalkettenbruch einer gquadratischen Irrationali-
tit &, ist periodisch **).

Beweis: Nach dem Korollar zu Satz IX kommt in der reguliren Ent-
wicklung einer quadratischen Irrationalitit der gleiche Zahlenwert unter
den £, unendlich oft vor, Sobald zum ersten Mal ein &, gleich einem vorher-
gehenden g,,lwird, beginnt die Periodizitit des negelm‘cifssilg-en Kettenbruches.
Wenn 1, — n, ==k ist, so beginnt nach Satz XII spétestens mit dem Index
n, + kB -1 die Periodizitit des Diagonalkettenbruches, denn nach Satz XII
stimmen die Entwicklungen von &, und von §, in der Diagonalkettenbruch-
entwicklung von &; sicher nach den ersten % +1 Gliedern tiberein mit der Dia-
gonalkettenbruchentwicklung von &, = ¢,, d. h. aber, dass die Entwicklungen
von &, und von €, in der Diagonalkettenbruchentwicklung von E, nach
k+1 Gliedern iibereinstimmen, womit Satz XIII bewiesen ist.

24) Minkowski, von dem dieser Satz stammt, hat den Beweis auf andere Weise
-erbracht,
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§ 13. Eine invariante Eigenschaft der Periode.

Die regelméssige Entwicklung der quadratischen Irrationalitit
g, laute:
1], 1]

§0=ao+]T‘ 2
1 1 2

WO a,= Qpin, fir n=n, 1220 und eine feste ganze Zahl k=1 ist.
Daneben betrachten wir eine halbregelmissige periodische Entwicklung E'
der gleichen Zahl &,:

el &

R W S
e e

],M

PIPIAN

wo @ =@nprx und & =,y fir n=n, =0 und fiir eine festes,
ganzzahliges k=1 ist. In beiden Fallen wihle man fiir k,, resp. b die Lénge
der primitiven Periode (siehe § 1).

Wir kénnen nun die erste Periode von E' immer so wihlen, dass sie mit
einem Hauptindex h, = n + 1 beginnt. Nach den Definitionen der Haupt-
indizes in § 4 beginnen dann aber auch alle folgenden Perioden mit einem
Hauptindex und zwar sogar mit einem Hauptindex der gleichen Art; denn,
ob ein Index n Hauptindex ist oder nicht und, wenn er Hauptindex ist, ob
er ein Hauptindex erster oder zweiter Art ist, hingt einzig und zwar in ein-
deutiger Weise von €51, &, &'n—y und &, ab. Diese vier Grossen haben aber
fiir die Indizes h, +tk den gleichen numerischen Wert, weil ja % die Linge
der Periode und weil h, =Zn,+1 ist. Wir wollen diese Indizes . hy, Ttk
mit hy, bezeichnen, so dass also fiir t=1 h,, =h,, | +k gilt. Die durch

diese h,, festgelegten Perioden erstrecken sich also fiber eine Anzahl gan-
zer Gruppen G,. Nach dem Korollar zu Satz VII erhalten wir:

By, 1 By, —1 Ry —1 hy,—1
N , . " £ 11—
RS N I N ol I LN
p=hy, p=hy, =1 p=1
Ny, —1 Nyy—1
= > k-, > =
n=1 n=1 .
Nv, -1 NV,_—l
- 2 [ —if, ik, = 2_ Eal,
n=Ny, n=Ny,

denn es ist iz.ﬁ“—‘iﬁ%, weil h, =h, +k und weil hy,=n, +1 ist.
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Da alle h, Hauptindizes der gleichen Art sind und da die slh'\‘f

fiir alle =0 den gleichen Wert haben, so wird nach der Zuordnungsvor-
schrift in § 6 jedem h,, der gleiche formale Wert zugeordnet. Da aber alle

&,}'Vt den gleichen numerischen Wert haben, so miissen auch alle éNvt den

gleichen Wert haben. Was aber fir die h,, gilt, gilt auch fir die fibrigen
Hauptindizes h"1+ o W0 0=0=y,—v,—1ist, denn wir kénnen ja die Periode
immer so wihlen, dass jeder Hauptindex h, 1, die Rolle des ersten Haupt-
index in der ersten Periode tibernimmt, Daraus folgt also, dass fiir ein festes
s, wo 05 0=v; —v,—1 ist, immer ﬁNvl o ENvH_s gilt, Weiter ist klar,

dass, wenn in der ersten Periode eine gewisse Klasse A; iibersprungen
wind, auch in jeder folgenden Periode an der entsprechenden Stelle eine
Klasse tibersprungen wird; denn nach Satz VB hingt die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir das Uberspringen einer Klasse nur mit der Art
eines gewissen Hauptindex und der Grésse gewisser a,” und &, zusammen,
also mit Grossen, die sich periodisch wiederholen. Daraus ergibt sich, dass
die Indizes N, die regelmissige Entwidklung in Perioden einteilen,
wobei man beachten muss, dass N, — N, im allgemeinen ein Vieliaches der
Lange der primitiven Periode sein wird. Also gilt N, — N, =pk,, wo p eine

Ny, —1 Nth—1
ganze Zahl =1 ist. Somit haben wir gefunden, dass Z [:]=p 2 [6:]
n=~Ny, n=N

ist. Beriicksichtigen wir noch (1,10), so kénnen wir den folgenden Satz
formulieren:

Satz XIV. Es sei k die Linge der primitiven Periode einer halbregel-
méssigen (periodischen) Entwicklung von &, und k, die der
regelméssigen Entwicklung von E,, und es sei die halbregel-
mélssige Entwicklung vom Index n, und die regelmissige
Entwicklung von Index n, an periodisch. Ist n,, = n,+1
ein Hauptindex der halbregelmissigen Entwicklung, dann
ist auch h, +k=h, ein Hauptindex der Entwicklung,
und es gilt

Nvl_NvD::Pkov

wo { eine ganze Zahl =1ist, sowie fiir n=n, und NZr,

n+k—1 Ny k—1

Z [&]=p Z [€v] oder

p=n p=N
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nik—1 (a R S N~*€‘o~1
-\ 2 )_ P2 9w
p=n p=N
Im Anschluss an den Satz XIV wollen wir den folgenden Begriif de-
finieren:

Gilt fiir eine periodische Entwicklung ¢ =1, so bezeichnen

wir die Entwicklung als elementarperiodisch.

§ 14. Die Kettenbruchentwicklungen mit der kiirzesten
und diejenigen mit der ,ldngsten“ Periode.

Wir wollen nun diejenigen Entwicklungen unter allen halbregel-
missigen Entwicklungen einer quadratischen Irrationalitit £, angeben, die
die kiirzeste, resp. die ,Jingste” Periode besitzen. Um den Satz einfach for-
mulieren zu kénnen, wollen wir zunéchst den folgenden Begriff definieren:

Stimmt eine halbregelmissige Entwicklung ¥ von §, von
einem beliebigen Index an mit der Entwicklung & von &,
iiberein, so wollen wir die Entwicklung ¥ als eine zur Eni-
wicklung & dquivalente Entwicklung bezeichnen.

Damit kénnen wir nun den folgenden Satz formulieren:

Satz XV. Unter allen halbregelmissigen Entwicklungen einer qua-
dratischen Irrationalitit &, besitzen nur die elementarperio-
dischen knappsten und die elementarperiodischen fast-
knappsten und die zu diesen Entwicklungen Zquivalenten
Entwicklungen die kiirzeste Periode, mit einer Ausnahme:
fiir die Zahlen von der Form 2570 wo e V5+1

ct+d 2

ist und wo a, b, c und d ganze Zahlen sind, die den Bedin-
gungen c¢>d >0 und ad—bc==11 geniigen, sind die
ausfithrlichste Entwicklung (die Entwicklung nach entfern-
tern Ganzen) und die zu dieser Entwicklung dquivalenten
Entwicklungen ebenfalls Entwicklungen mit kiirzester
Periode. Mit Ausnahme des eben erwihnten Sonderfalles
gilt allgemein, dass die Linge der kiirzesten Periode gleich
ist der Linge der Periode der regelmissigen Entwicklung
vermindert um die Anzahl der ¥, der Periode, die in einer
minimalen VT-Sequenz an ungerader Stelle stehen.
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Unter allen elementarperiodischen Entwic:klungen
besitzen die ausfiihrlichste Entwicklung und die zu dieser
Entwicklung &#quivalenten Entwicklungen und nur diese
die lingste Periode, und die Linge dieser lingsten Periode
ist gleich der Summe der Teilnenner der primitiven
Periode der regelmissigen Entwicklung,

Beweis: Wir betrachten zunichst nur solche &, deren Periode in der
regelméssigen Entwicklung nicht aus lauter Einern besteht. Die Bezeich-
nungen wihlen wir wie in § 13, wobei allerdings der Index A, nicht nur der
Bedingung h, =n,+ 1, sondern auch der Bedingung EN.“ >> 2 geniigen
soll. Dass dies méglich ist, folgt aus der Annahme, dass min‘dgstens ein Teil-
nenner der Periode =1 ist, und aus dem Satz VB, der aussagt, dass nur
ez'ne Klasse Acf,. mit einem E,<2 {ibersprungen werden kann, Nach § 8a)
gilh, fir p,=N, (= =v) und p, = Ny (r, =v,)  geschrieben,
h, — h,, = Wo, o Wo das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn die Ent-
wicklung fiir die Indizes hy,t1,..., h,, —1 entweder in einer knappsten
oder in einer fastknappsten Entwicklung vorkommt, und wo Woup, =

. 0L
=1v.,1—1vvﬂ—c_,‘§.di [L.:_L] ist. Da nach Satz XIV N, —N, =k, ist
und da A,..., % die Lingen der Sequenzen minimaler VT-Werte zwi-
schen den Indizes N, und N, sind, so gilt Woun= Wi py -t pko = 0 Wp pite
Wir erhalten also die Entwicklungen mit der lkl'irzens:toen l;eriode,pzc:nn
hy, —h, = k= Wooperh, 8ilt. Diese Bedingung ist sicher erfiillt bei den
elementarperiodischen knappsten und bei den elementarperiodischen fast-
knappsten Entwicklungen und bei den zu diesen Entwicklungen dquivalen-
ten Entwicklungen. Das sind aber auch die einzigen Entwicklungen, die die-
se Bedingung erfiillen. Denn: Gilt fiir eine periodische Entwicklung
hy,~hy,=k=W, ke SO gilt auch fiir ein ganzzahliges #=22 h,~h, =
='ik=thJO,p0+k = Wropettr Nach §8a) stimmt also die Entwicklung 0fl'ir
die Indizes hy, 1, h,+2,...,hy—1 mit einem Teil einer knappsten
oder' einer fast-knappsten Entwicklung tiberein, also, was uns speziell inte-
ressiert, auch fiir die Indizes h,, A, , «vvhy_ . Da nun aber h, =h, +tk
ist, so gilt die Ubereinstimmung schon fiir den_fmdex hy . a D

.Nun mﬁ§sen w1r noch'diej enigen E, untersuchen, deren regelmissige
Entwicklung eine Periode mit lauter Teilnenmern 1 besizt. Es sei also
1] 1 1 1
Ia, l—f- ﬁ“‘f— |T|+' .

b=at +. .+

!ano—l
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Da ein solches E, eine regelmissige Entwicklung mit einer primitiven Perio-
de von der Lange 1 besitzt, so kann es keine Entwicklungen mit noch kiirzerer

&n P n~l+ P n—2
£ QurTQn’

wo Enzli_z_]/i ist %), haben, die regelmissige Entwicklung zwar weder

Periode geben. So ist also fiir solche &, die iibrigens den Wert

eine knappste moch eine fast-knappste Entwicklung, aber doch eine
Entwicklung mit kiirzester Periode. Fiir solche &, existiert itbri-
gens keine andere Entwicklung mit kiirzester Periode, weil, wenn
man die regelmissige Entwicklung nach der Vorschrift zur Ge-
winnung einer Entwicklung mit kiirzester Periode abéndert, man
cinem Kettenbruch erhilt, der gar nicht mehr der Eigenschaft C} der
halbregelmissigen Entwicklungen genfigt, der also gar keine halbregel-
méssige Entwicklung der Zahl &, darstellt. Damit haben wir unsere Be-
hauptung fiber die Entwicklungen mit der kiirzesten Periode bewiesen.

Die Frage nach der Entwicklung einer quadratischen Irrationalitit &,
mit der lingsten Periode hat nur einen Sinn, wenn wir uns auf elementar-
periodische Entwicklungen beschrinken, da wir ja sofort Entwicklungen an-
geben kénnen mit Perioden, deren Léngen grésser sind als beliebig gew#hite
Zahlen (man denke z. B. an geeignet gewihlte E; P-Entwicklungen
(siehe § 11)].

Nach den Ausfithrungen in § 8 hat nun die ausfiihrlichste Entwicklung
einer Zahl &, und nur diese die Eigenschaft, dass jede Gruppe G, die maxi-
male Anzahl von Indizes enthdlt und dass keine Klasse A¢, {ibersprungen
wird. Andrerseits ist die ausfithrlichste Entwicklung, die nach Satz VIII
identisch ist mit der Entwicklung nach entferntern Ganzen, eine elementar-
periodische Entwicklung, denn in dieser Entwicklung wird ja keine Klasse
Ay, iibersprungen und der Wert von £ héngt eindeutig mit der Grésse von

£y, zusammen. Also besitzen die ausfiihrlichste Entwicklung und die zu

dieser dquivalenten Entwicklungen und nur diese die ,lingste” Periode.

aé4b
25) Bekanatlich ldsst sich auch umgekehrt jede Zahl & = citd 1 wo §=

5
2

ist und wo a, b,c und d ganze Zahlen sind, die den Bedingungen ad — bc=F1 und
¢>d>0 geniigen, in einen Kettenbruch von der Form

1] ) 1
ap+ it s [ant

1], 1)
—|—|‘1—+|-T+....

entwickeln (vergleiche Perron S. 47).
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Da fiir die Entwicklung nach entferntern Ganzen (siehe ¢;) in § 10)

Npby—1 %)
[81=1 fiir p= 1 ist, so folgt sofort aus Satz XIV &k = Z a,.
p=N
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