Rétractes absolus et hyperespaces des continus.
Par
M. Wojdystawski (Warszawa).

1. Je me propose d’etablir dans cet article quelques condi-
tions générales pour qu'un espace métrique séparable & soit un
rétracte absolul) et d’en déduire que, & dant un continu locale-
ment connexe, U'espace 2% (c.ad. Pespace de ses sous-ensembles fermds)
est un rélracte absolu. (’est une géndéralisation de mon résultat
antérieur?), sur lequel j’aurai % ‘m’appuyer pa.rtiellemenb. Enfin,
je démontrerai de certains sous-ensembles de 2% , D.ex. du sous-

ensemble composé de tous les sous-continus de &, qu’ils sont
également des rétractes absolus.

2. Posons dans I'espace H de Hilbert (c.& d. dont les’ points
sont les suites infinies A= (1", A%,..) de nombres réels telles

quo 3 (1 <+o0)
1=
uA———:(a,/l(i),al(Z),...)_, A A= (A 7 O @,

ot admettons y comme norme le nombre

=]/ 32y
=1

H devient ainsi un espace vectoriel normé3), séparable et
complet.

Désignons par A, ol m=1,2,.. le point (AL, i@, de
H tel que A7'=1 et A%=0 pour n+m. Soient en outre:

81, 8,... 1a suite de tous les ensembles finis distincts formés
de termes de la suite A,,4,,.

4; le simplexe4) ayant Si pour I’ensemble des sommets;

L le plus petit ensemble convexe®) contenant la suite Ay,

On a évidemment L_.Z'A,.

=1

icm

Hyperespaces des continus 185
8. Soitt & un espace métrique séparable cuelconque. Appelons

une fonction g barycentrique pour & lorsque g(L)CE et que:
(3.1) la suite g(;), g(Ay), ...

(3.2) la fonction g est continue dans tout A,

est dense dans &,

(3.3) zek et limg(Sl-) x entrainent lim g(4; )__'v pour toute
h=co hk=co

suite 4y, 4y, ... d’indices.

4. Théoréme I. Pour que & soit un retracte absolu, il faut

et il suffit qu'il existe une fonction barycentrique pour &F.

Démonstration. Pour montrer que la condition est suffi-
sante, admettons que YDOX et que & est un sous-ensemble fermé
de Y. 11 existe aloxs ¢):

10 un espace Y*DOF tel que ¥ est fermé dans Y* et que
P=Y*—& est un polytope infini ¢),

29 une fonction continue f(Y)CY* telle que f(x)=x pour weX.

Envisageons une division simpliciale du polytope P; on peut
évidemment admettre que les simplexes de cette division forment
une suite aux diameétres tendant vers 0. Désignons par pq,Dy..-
1a suite de tous les sommets de la division en question. Tout point
p &P se laisse alors représenter, et d’une seule maniére, dans la forme

(4.1) p=a, P+ Po+ .+, OU 6,20 et ay+ayt...+ar=1.
‘ Pour chaque p; il existe en vertu de (3.1) un Q(Am,) tel que
(4.2) lpi_g(‘lmi)l<2 ng‘pz—mi

Posons pour tout point (4.1) de P:

(4.3) A(p)zaljlml-—}— %Am.l‘i‘m‘{”ar/lm!'
On voit aisément que la transformation A(P)CL est continue.
Posons:
r() = pour we,

7(p)=glA(p)] pour peP

ot soit A* un simplexe quelconque du polytope P. En vertu
de (4.1) et (4.3), A(4*) est un des simplexes 4;, ce qui entraine,
en vertu de (3.2), la continuité de r sur A*


GUEST


186 M. Wojdystawski:

Jomme A(pj)=Ap, selon (£1) 66 (£8), on & r(p)=g(dy);

done, en vertu de (4.2), la continuit¢ de » sur E+ (PryPoy.-.) 08t

établie.
. : .
Soit & présent x,eP, limz,=x et wveX. MHn désignant par A%
k=00
un simplexe de P qui contient &z, on & donc lim4 X =u.

koo

Si on désigne maintenant par Aik le simplexe A(4}), on aura
hmg(;sY )—m, d’ott en vertu de (3.3) Ili_x‘ng(zl,ik)zw,

h=ca

puisque
lim 8(4})=0 par hypothése. Par conséquent limr(4f)=x, done
gzzlus forte raison limr(@)=w, ce qui entraine la continuité de 7
sur Y*. La i’onebiokgmr est donc une rétraction de Y™ en &, de
sorte que la fonction f,=rf en est une de ¥ en &.

La nécessité de la condition résulte des propositions 5—17
qui suivent.

5. Y dtant un sous-ensemble séparable et convexe d’un espace
vectoriel normé, il existe une fonction barycentrigue pour Y.
En effet, py,ps ... étant une suite dense dansg Y, la fonction
gla, A +a A+ ta.d)=ap +a,p,+...+a,D,
ost barycentriqgue pour .
6. D'existence d’une fonction barycentrique Jpour Y entraine
Dewistence d'une fonction barycentrique pour chaque rétracte & de Y.

En eoffet, si 7(Y)=F est la fonction rétractant ¥ en & et g
une fonetion barycentrique pour Y, alors ¢'=7r¢ en est une pour &,

7. Tout espace méirique borné & est isomdirigue & un sous-
ensemble fermé &' d'un sous-ensemble convexe Y dun espace vectoriel
normé F.

Oet espace peut éire choisi séparable, si & est séparable. )
En effet, désignons par F la famille de toutes les fonctions
réelles continues et bornées sur &. En posant pour feF
\f| = sup |f(=)
xe&

ob en définissant les opérations d’addition et de multiplication

comme d’habitude, on obtient un espace vectoriel normé séparable
ot complet.
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Posons f{y)=|z—y| pour x,yel. ¥ étant borné, on a f.el,

Comme en outre

|y —my| = Iml_%l |y — 2| = [fr, (2) — o, (@) <

< lfxx _'f\]=s];1£ “"”1“‘“’! ”"1‘”’“”2” < lml”“xzi ’

c.ad. o, —»y| =|fs,—Jx|, les fonctions f. pour ze& constituent
dans F un ensemble &' isométrique a .

Désignons par ¥ le plus petit sous-ensemble convexe de F
contenant &’. Reste & mountrer que &' est fermé dans ¥/.

Soit done #;,2,,... une suite infinie de points de &, telle que
Umf, =f ot fed/, c.ad. o f=a,fy +afy 4t apfy,s Yy Yyt 6 %,
laj>0 et a1+as+ ...+ a,=1. Supposons que fnone&. On auraib
done ,fy]#f pour j=1,2,..,7 et il existerait un >0 et un N
naturel tels que |fy -fy]>a pour tout i>=N et j=1,2,..,7,
c.ad. que |z ; Jj|>8 Pa.r conséquent fy(wt)>s, d’olt

f—T) = () —f, ()| = F(@3) = 0 fiy (@3) + Gy (@) + oo + Ay (@) >

> e(a1+ ... ar)=¢,

contrairement 4 I’hypothése que f=limf, .
f=o0 1!

8. On tire de 4 et 5 le corollaire suivant:

Un sous ensemble séparable et convewe & dun espace vectoriel
normé est un rétracte absolu.

9. Soit @=(gy,4,---); o ¢=+¢; pour i==4, un ensemble dénom-
brable quelconque, dense dans E Soit Wl, W,,... la suite de tous
les sous-ensembles finis de Q.

Lemme. Pour que & soit wn rétracte absolu, il suffit qu'il
ewiste deux suites Ay, A,,.. et By,B,,.. de sous-ensembles de &,
telles que:

(9.1) W.CA,,

(9.2) Pensemble A, est contractile dans B,
(9.3) W,CW, =W, entraine B;CA,,
(9.4) ‘ lim W; == entraine lim B; =.

=00 h=00
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Démonstration. Désignons par L, la somme de tous les
simplexes 4; de dimension =« de l'ensemble L, c.ivd. tely quo
Pensemble S; ait n-1 dléments. Posons

(95) g()(Am)::gm'
On peut ordonner les Wy, W,,... de fagon que
(9.6) . GolS)=TW,.

Nous allons définir par induction les fonetions gy,¢,,... satis-
faisant aux conditions:

(9.7) 9,L,)C &,

(9.8) g,(A)=g, ,(4) pour AeL,

(9.9) g, est continue sur tout simplexe 4; de L,,
(9.10) A;CL, entraine g¢(4,)CB;.

Etant donnée la fonction g, (L )C&, soit 4,CL,+ un simplexe

(n+1)-dimensionnel de Ly, 4, son bord et 4 ; un simplexe
n-dimensionnel situé sur 4,. Bn vertu de (9.9), la fonction ¢ est
cfmtinue sur I'ensemble 4;,. En outre, comme A ; est une fa,cl; du
simplexe 4;, on a §;C8;448), ce qui entraine W;CW,==W, et par
conséquent ¢, (4)CA, en vertu de (9.3) et (9.10). Aingi g"(zl'i)CAl.
1l existe donc d’aprés (9.2) une fonction continue 9,14(4,)CB, telle
que g, .(d)=g,(4) pour Aed'i.

En prolongeant ainsi la fonction g, & tout les simplexes (n--1)-
dimensionnels de L, on obtient la fonction [

En vertu de (9.8), on peut poser

g(d)=lim g (4) pour AeL.

- (6)'1", (9.5) entraine _(3.1) et (9.9) entraine (3.2). Ensuite,
Mg( i,) =@ entraine 1}11:: W@-k=w selon (9.6), ce qui entraine
. ih
vc?rm} de (9.10). La condition (3.3) est donc également satisfaite.
Aingi g est une fonction barycentrique pour &, ce qui montre

en vertu de 4 que & est un rétracte absolu.

E?;Bikzm en vertu de (9.4) et par conséquent ]}{m 9(4; )=z en
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10. & étant un espace métrique compact, soit oF Phyperespace
de & (c.hd. Pespace dont les points X sont les sous-ensembles
fermés non vides de &) avec la distance de Hausdorff:

dist (X, X,)=sup[sup inf 1:101—; o)y sup inf |2, —x,|].
x€Xy, x.€EX, x.6Xs X EX,

On en déduit facilement que 9% est compact et que
XY, Ze 2‘?, X ;1':}:0 et YCZ entrainent

(10.1)
dist (X, Z) <max[dist (X, Y), §(Z)].

Fn y posant X=XY, on en conclut que
(10.2) X,Ze2% ot XCZ dist(X, Z)<8(Z).

11. Soit Y un espace métrique et convexe au sens de Menger3).
Nous allons montrer & présent que 9¥ est alors un rétracte absolu.

Soit R(A,p) une sphére ouverte de centre A et de rayon g,
située dans 2Y. Comme nous P’avons demontré ailleurs ?), il existe
une fonction F(X,t) continue pour les couples X, ol XelR(A4,p)
ot 01, telle que:

entroinent

(111) F(X,0)=X, F(X,1)= const, F(X,t)eR(4,0)

(11.2) F(X,t)DX.

Désignons par JK[Y] Pensemble de tous les Ze2? tels que
Z.T=40. L’ensemble K[Y] est évidemment fermé dans 2¥. Soient:
0=(Q,,Qs,...) un ensemble dénombrable dense dans 27,

W, W,,... l1a suite formée de tous les sous-ensembles finis de Q,

1(3) le nombre d’éléments de ’ensemble w;,

3(W;) Pensemble-somme de tous les éléments de 7.

Choisissons une suite croissante de nombres réels &,&y... telle
que 1<g, <g, <2.

Posons:
L g Ui)=1,
HZN KS(W)]- RIZUV), (W] 51 UD)>1,
B,=A4,.

Soient Qe W, et 1(i)>1. En vertu de (10.2) on a
Aist [Q,, (V)1 < (W) <y, 6(W7)-
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On a done @, eld[X( 'I'Vi),slwrﬁ( W)l Comme €, Z(W;)=0, on
a aussi Qe K[X(W))]. 11 en résulte que W;Cd;, ¢ dd. Ia
propriété (9.1).

Si XeIK[Z(W))], on a F(X,1)e K[Z(1F)] en vertn de (11.2),
d’ott selon (11.1) 4, est contractile dans B;; on a ainsi la pro-
priété (9.2).

Soient:

W,CW, == W, YeB;
On a done:

ZW)CZ(W), e, <ey Y-I(W)%0,

" » dist[ ¥, 2( ll’t)]ga,m o),
d’olt selon (10.1)

dist [ Y, Z( W] <max[e, , 6(IV,), 8 W)]< &, 8( V).

1)
Par conséquent Ye R[Z(IV), &, ()] et comme

K[Z(W,)]CK[Z( W],

on a aussi Ye K[X(F;)]. Ainsi Yel3; entraine Yed;,. On a done
B,CA4;, c.ad. la propriété (9.3).
Enfin, (9.4) résulte de linégalité

8(B,) < 2e,, 6 W) <4 (IF).

Les conditions de 9 étant ainsi satisfaites, 2¥ est un rétracte
absolu.

12. Théoréme I1. Pour que Vespace compact K soit un continu
localement comnexe, il faut et il suffit que 2% soit un rétracte absolu.

Démonstration. La condition est nécessaire. & étant un
continu localement connexe, il existe ?) un continu convexe YD
tel que & est un rétracte de Y. Or, comme nous venons de montrer
dans 11, 2% est un rétracte absolu; il suffit done de prouver que 2%
est un rétracte de 2¥. En effet, on obtient une telle rétraction, en
faisant correspondre & tout Ye2¥ 1’ensemble r(Y)e2¥, our cléﬂi’gne
une fonction rétractant Y en &. ’ h

La condition est suffisante ). Soient oy, %6 E of considérons
un ensemble connexe quelconque CC2% admettant comme éléments
les ensembles (@) et (z,), c.ad. les ensembles formés chacun d’uﬁ
seul point (z, et =, respectivement). o

Hyperespaces des continus 191

Désignons par X(C) I'ensemble-somme de tous les éléments de C.
Nous allons montrer que:

(12.1) Z(C) contient un continu unissant x, et &,

(12.2) 0{Z(0)) < 28(C).

Bn effet, si £(C) ne contenait aucun continu unissant , et
il existerait une décomposition Z(C)=A+B en deux ensembles
fermés, non vides, séparés et tels que zed et ryeB. On vérifie
facilement que 24.¢ ot O—2* sont les sommandes d'une décom-
position de € en deux ensembles non vides et séparés, ce qui est
impossible, € étant connexe par hypotheése.

Soit zxeXeC. Comme (2,)eC, on a

dist [ X, (2,)]<6(C),
done aussi
4 |o— x| <O(C),
ce qui entraine (12.2).

Il résulte immédiatement de (12.1) et (12.2) que, 2% ¢tant
localement connexe, & l’est aussi®).

18. Soit m<2® un nombre cardinal quelconque. Désignons
par (Z&r)m lensemble de tous les X e2% ayant au plus m composantes.
Or, la définition de la fonction F(X,t¢) (voir 11) montre que cette
fonction peut étre assujettie en outre & la condition:

Ye(2%),. entraine F(X,t)e(2%)

me

On peut démontrer alors, par un raisonnement parfaitement
analogue au précédent, le

Théoréme IT,. Pour que Vespace compact & soit un continw
localement connexe, il faut et il suffit que (2%),. s0it un retracte absolu.

Or, le nombre des composantes d'un X compact est soit fini,
soit 8o, soit 2%; ce sont donec les seules valeurs de m qui nous
intéressent.

On a évidemment (23)2,:.‘:2‘?. L’ensemble (ZE)ND
compact, abstraction faite du cas ol & est un espace au plus
dénombrable. Pour m fini, (2%), est compact. En particulier,
(2%), est 'espace des sous-continus de &.

n’est pas
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Renvois.

1Y & est dit un rétracte de YD X lorsqu’il axisto uuo fonetion ooui'mue
re&Y tolle que 1(Y)CE et r(z)=a pour xef (le symbole x¥ désignant I’espace
des fonetions continues f pour lesquelles f(Z)C&E). & est dit un rélracte absolu
lorsque & est un rétracte de chague espace (métrique. séparable) Y D& dans
lequel & est ferms; voir K. Borsuk, Fund. Math. 17 (1931), p. 159, aussi
C. Kuratowski, Fund. Math. 24 (1935), p. 269.

3 M. Wojdysiawski, Fund. Math. 30 (1938), p. 247.

3 8. Banach, Théorie des opérations lindaires, Monografio Matematycezne 1,
Warszawa-Lwdéw 1932, p. 53.

%) c.a4d. lensemble des points a Afl +aydyy+ o ta, A 0L a0,
Gy+ay+ota.=1 et St=(f1,‘,fl.12, ""Alr)' On voit aisément que §(d4,)<<24(5,), ol
-6(X) désigne le diameétre de X.

8) ¢. & d. contenant, pour tout couple Ay, 4, de ses points, tous les points
ad; + (1—a)d, ot 0<a<<l, Le plus petit ensemble convexe contenant
un sous-ensemble F d'un espace vectoriel se compose évidemment des points
agditaydo+ta,d, ot 4, a0 ot a+ay+...a, =1

8) C. Kuratowski, Fund. Math. 24 (1935), p. 26(). Th. 2.

7) Je dois ce lemme & M. 8. Eilenberg. La premidre partie de la démon-
stration se trouve chez C. Kuratowski, Fund. Math. 25 (1935), p. 543.

8) e. & d. tel quil existe, pour tout couple ay,2,¢&, un point zeF pour
lequel on a |@;— ®|==|ay — x| = §{mw, —x|; CL K. Menger, Math. Ann. 100
(1928), p. 81.

%) T. Wazewski, Fund. Math. 4 (1923), p.232. Cf. & ce propos aussi
K. Borsuk et 8. Mazurkiewioz, C. R. Soc. Sc. de Varsovie, 24 (1931),
P. 149-152, et 8. Mazurkiewicz, Fund, Math. 18 (1932), p. 171.

cm

Théoremes d’addition concernant le groupe
des transformations en circonférence ?).
Par
S. Eilenberg et C. Kuratowski (Warszawa).

& étant un espace topologlque (métrique p. ex.) et Y un groupe
abelien. topologique, g/ désigne le groupe des transformations con-
tinues de & en sous-ensembles de ¥, P'addition des fonctions-élé-
ments f, et f, de fy étant définie par la condition: f=f,+f, signifie
que, pour chaque we&, on a f(x)=/f(x)+f(x). 2/ est évidemment
un groupe abelien et la fonction identiquement égale & 0 est son
élément neutre, désigné également par 0 2).

Soit I" un sous-groupe de Y % ot soient A, ot 4, deux ensem-
bles fermés tels que F=A4,+4,. A étant un des 4 ensembles 4,4,
Ag-A; ou A,+ A4, désignons par ¥(A4) le groupe formé des éléments
g de Y* de la, forme g=f|4 olt fel (c. & d. des fonctions g qui ad-
mettent une extension sur & appartenant & I7)3%). Désignons par
B(4) le groupe-facteur Y*/P(4).

Nous établirons dans cette Note des théorémes ,,d’addition”
qui concernent le rapport du groupe B(4,+4,) aux groupes B(4,),
B(A;) et B(A, 4,).

1) Présenté & la Soc. Polon. de Math., Section de Varsovie, le 3. 11. 1939.
2) En général, une fonction constante et la valeur de cette fonction seront
rdésiunees par le méme symbole.
%) f|l4 désigne la fonction partielle qui s'obtient de f en restre1gnant la
Varmblhte de argument & l'ensemble 4. En conséquence, pour DC Y=, on dé-
gigne par @|4 I'ensemble des ge Y4 de la forme g=f|4 ol fed. De sorte que

T(4)=T|A.

La correspondance entre f et fl4d étant une homomorphie (pour 4 fixe),
gi @ est un groupe, |4 en est un également. En particulier, #(4) est un BOUE-
groupe de Y4, (f. C. Kuratowski, Sur les espaces des transformations continues
en certains groupes abeliens, Fund. Math. 31 (1938), p. 233.
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