300. F. Rothberger.

Démonstration. En effet, ¥ étant une telle famille, & sa-
voir une famille assujettie aux conditions du lemme 1, w, est
d’aprés (4) non confinal avee w (ce qui est d’ailleurs évident); par
congéquent toute sous-famille dénombrable de ¥ est contenue dans
un segment de la suite transfinie des éléments de ¥. Or, en vertu
du lemme 4, tout segment de ¥ correspond & un G relatif a »(¥),
et, en vertu de (3) et du théoréme 1, ce Gs jouit de la propriété 1
(puisque A’ entraine 1). Par conséquent tout sous-ensemble dénom-
brable de »(¥) est un Gs relatif & un G relatif & »(¥), done lui-méme
un G relatit & »(¥). Ainsi »(¥) jouit de la propriété A.

D’autre part, puisque ¥ est non borné, il résulte du lemme 3
que R nlest pas un Gy relatif & »(¥)+R. Par conséquent ¥(¥)-+R
ne jouit pas de la propriété i, c.q.f.d.

Corollaire 1. Il existe un ensemble linéaire jouissant de la
propriéte A, mais depourvu de la propriété A'.
En conséquence, la propriété 1 n’est pas une propriété additive.

L’ensemble »(¥)+R, en tant que somme de deux ensembles
toujours de premieére catégorie, est lui-méme toujours de premiere
catégorie. On a par conséquent ce

; Corollaire 2. Il existe un ensemble linéaire toujours de pre-
mitre catégorie, ne jouissant pas de la propriété A.
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Sur les ensembles concentrés.
Par

Wactaw Sierpifiski (Warszawa).

Nous dirons, d’aprés M. Besicoviteh, gu’un ensemble linéaire
indénombrable B est concentré s'il existe un ensemble linéaire dé-
nombrable D (pas nécessairement contenu dans E), tel que pour
tout ensemble linéaire ouvert U contenant D l’ensemble E—U est
au plus dénombrable. Dans ce cas, nous dirons aussi que l’ensemble
E est concentré par rapport & Vensemble D.

M. Besicoviteh a déduit de ’hypothése du continu la pro-
position P suivante !): :

P. Il existe un ensemble linéaire conceniré de puissance du
continu.

Or, j’ai démontré a laide de I’hypothese du continu la pro-
position Q suivante ?):
, Q. Il existe une suite infinie convergente de fonctions d'une
variable réelle f(x), f,(®), ... qui convergent nmon uniformément Sur
tout ensemble indenombrable.

Le but de cette Note est de démontrer (sans faire appel & 1'hy-
pothése du continu) que les propositions P et Q sont équivalentes.

Commencons par établir 'implication P—>Q.

Soient F un ensemble linéaire concentré de puissance du con-
tinu et D= (2,,,,...) fun ensemble dénombrable tel que E—U<8,
pour tout ensemble ouvert UD.D.

1) A. 8. Besicoviteh, Acta Math. 62 (1934), p. 289.

3 C. R. Soc. Sc. Varsovie 1928, p.84-87; voir aussi mon livre Hypothése
du continu, Monografie Matematyczne 4 (Warszawa-Lwéw 1934), p. 562, pro-
position Cy.


GUEST


302 W. Sierpiriski:

Posons f(x,)=1/n pour n=1,2,... et f(x)==0 pour xwnoneD.
La fonetion f(x) est évidemment semi-continue supérienrement (pour
tous les x réels), continue pour xnoneD et discontinue pour xeD.
De plus, comme on voit sans peine, la fonction f(x) est discontinue
sur tout ensemble P tel que PP'D==0.

En tant que semi-confinue supérieurement, la fonction f(z)
est limite d’une suite monotone (non croissante) de fonctions con-
tinues {f (2

&01‘5 \ un 80us- ensemble indénombrable de E: je dis que la
suite {f, (x)} converge non uniformément sur N. En effgt, supposons
qu’on ait sur N uniformément lim f (z)=f(x). Soit N=N-+N' la

=0

fermeture de l’ensemble N. Les fonections f, (x) (n=1,2,...) étant

continues, la suite |f, (x)} converge donc encore umformement sur N

et la fonction j(w):hm f,(x) est continue sur N, d’ou il résulte
n==co

d’aprés la définition de la fonction f(z) que N’D=0.

Posons N,=N—D. Cest encore un sous-ensemble indénom-
brable de E est on a N,D=0.

Posons U=CN,. C’est un ensemble ouvert contenant D (puis-
que CU-D=N,D=0). D’aprés la définition de E, nous aurons done

E—TU<Lx,. Or, ) B—UDN,~U=N,—CN,=N,N,=N,, donc B—UDN,,
d'ot E—T U>I\1>so, ce qui est une contradiction. La suite {f ()}
ne peut donc converger uniformément sur N.

Nous avons ainsi démontré que la proposition P entraine la
proposition Q* suivante:

Q*. 11 ewiste une suite infinie monotone if, (@)} de fonetions con-
tinues d’une variable réelle qui converge vers 0 pour tous les x réels
sauf ceux qui forment un ensemble denombrable D, et il existe un
ensemble E de puissamce 2%, tel que la suite if, (w)‘ converge non
uniformément sur tout sous- ensemble indénombrable de E.

Or, Tensemble E_dont il s’agit dans la proposition. Q* étant
de puissance du continu, il existe une fonction p(x) d'une variable
réelle qui transforme d’une facon biunivoque ’ensemble X de tous
les nombres réels en I’engemble E. Posons, pour » naturels et @ réels:

F,(#)=f,(p()), ol f (n=1,2,..) sont les fonctions dont il est

question dans la proposition Q*. Il en résulte tout de suite que la
suite {F,(x)} converge non uniformément sur tout ensemble
linéaire indénombrable.
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On a ainsi Pimplication Q*—Q; comme P—Q* on a
done P—0Q.

Admettons maintenant la proposition Q. Soit f(f)=Ilim 7,()

(pour i réels), ou f (m=1,2,...) sont des fonctions d’une variable
réelle satisfaisant & la proposition Q. Il existe, pour tout ¢ réel et
tout % naturel, un nombre naturel n tel que

lf,—(t)**f(t)!<1/k pour i=n;

nous désignerons par mx(t) le plus petit des tels nombres =, c. i d.

nous poserons

(1) n,(t)=Dborne inf. E[|f,(t)—f()<1/k pour i>n].

Soit E lensemble de tous les nombres irrationnels

l'”’l (?)

1|
Ny(t)

|
+ + ...
_ +[”z I
correspondants &4 tous les nombres réels ¢, c. & d. soit

1 } 1
Imy(t) [nz(t)+ }teX.

(2) E={

L'ensemble E est de puissance 2% puisquil existerait
autrement, comme on voit sans peine, un ensemble indénombrable
T de nombres.réels, tel que

1 (t)=mn; (1) pour tel, t'eT et i=1,2,...

et, vu (1), la suite {f (f)} convergerait uniformément sur T, con-
trairement a4 Q.

Je dis que I'ensemble E est concentré. Pour le démontrer, je
vais établir d’abord ce

Lemvme?*). Si U est un ensemble lindaire ouvert contenant tous
les nombres rationnels de Vintervalle {0,1>, il existe une swite infinie
{my} de mombres naturels, telle 'que U contient comme élément tout

1
nombre irrationnel ————l—}—lnl
2

n

un 1 naturel tel que wn;=my.

-{—’ |+ ... pour lequel il existe au moins

1) Cf. F. Rothberger, ce volume, p. 297, lemme 2.
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Démonstration. U étant un ensemble ouvert contenant le
nombre 0, il existe un nombre naturel m, tel que <0,1/m>CU. Or
les nombres 1/k, ol k=1,2,...,m;—1, en tant que rationnels, appar-
tiennent & ’ensemble ouvert U; il existe done un nombre naturel m,
tel que '

1], 1] 1 . g ;
flnl O Ml Pl our k=1,2,...,m;—1.
fk_r!‘mz,k cU P 3 &y eeeytity
1] 1 N ,
Pareillement, les nombres I_kl_i“rl—i’ ou k=1,2,...,m;—1 et

1=1,2,...,my—1, en tant que rationnels, appartiennent & Uj; il
existe done un nombre naturel m, tel que

1, 1 1, 1, 1N~y {k=1,2,...,m1——1
<}_k_+|7’]f+|l+|m3 cl pout 1=1,2,..,my—1.

En raisonnant ainsi de suite, on obtient une suite infinie de

nombres naturels m,,m,,... telle que
@ i 3] a1, 1] 1N,
e TRt o T Tl ™ T /=

resp.
1], 1], 1) 1] 1] 1] 1 Negr
NS N R R T R T

pour F=1,2,..,m—1; j=1,2,..,1—1; =1,2,..

Soit maintenant {n; une suite infinie de nombres naturels
pour laquelle il existe un p naturel tel que np,=m, Soit 7 le Plus
petit de tels nombres p. On a done n;<<m; pour j=1,2,..,i—1
et n;=m;, d’ou selon (3)

AN VI P 0
<l71; ]nz+"'+ln,--_x’|n1+inz+"'+|n,~ ,
resp.
2l g2l ey
W+|9zz+"'+|m’lnl R ,
done, & plus forte raison —1—l—|—~:—L——I+~1ﬂ]+...eU c. q. . d.
? p 7172’1 I%? lng H

Le lemme étant ainsi établi, soit U un ensemble linéaire ouvert
contenant tous les nombres rationnels de l'intervalle <0,1>. Soit {m;}
une suite infinie de nombres naturels satisfaisant aux conditions du
lemme. Je dis que ’ensemble

(4) N=E[teX; ng(t)<my pour k=1,2,..]
t

est au plus dénombrable.
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En effet, en supposant que N est indénombrable, il résulte
tout de suite de (1) et (4) que

If, () —ft)|<1/k et teX,

ce qui prouve que la suite 17,(t)} est uniformément convergente sur
Pensemble indénombrable N, contrairement 3 la proposition Q.
Or, Pensemble N étant au plus dénombrable et la suite {m;} satis-
faisant aux conditions du lemme, on conclut de (2) et (4) que E—UCN.
L’ensemble B—U est done également an plus dénombrable et par
conséquent 'ensemble E est concentré, c. q. f. d.

Nous avons ainsi démontré que Q—P. Comme P—>Q*—>0,
les propositions P, Q et Q* sont équivalentes 1), ‘

pour iy

1) Comme j’ai démontré dans mon livre précité (p- 52-59), la propriété Q
(qui y est désignée par C,) équivaut & chacune des trois propositions Cyy, Cp; et Cyy
(ou Cy est le Théoréme IT de MM. Banach et Kuratowski, Fund. Math. 14

{(1929), p. 128). Toutes les quatre propositions sont done équivalentes & la pro-
position P.
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