(8 . M. Kline.

way. Choose any neighborhood U ol & in R. In R—U, which, as
2 (;losed subsget of E, is bicompact ay & space, select any covering
by a finite number of ('1isjoirmd_sets. Then U, 1;0;;@1}1}01‘ with this
finite number of sets covering B—U, is a locally finite decompo-
sition 8) of - R" and by omitting &, a locally finite decomposition of R,
‘We form all possible decompositions obtainable by using all choices
of U(&) and, with each, all ways of decomposing B—U into a finite
number of disjoined sets. Such & collection ol decompositions forms
a fundamental system for E.

Now let § be any cycle. According to theorem of Kolmo-
goroff ®) there exists a cycle f; homologous to f and constant in
relation to each of its arguments on the elements of gome decom-
pbsition X of any fundamental system. Let 2 be the decomposi-
tion of the fundamental system just congltructed on which f, is
constant in relation to each of its arguments. In the U(&) belonging
to 2y, f, is 0 because it is skew-symmetric. As a bicompact space R
is certainly regular. Hence there must be a neighborhood Uy(§)
Whose closure is contained in U(&). To each point of B—U; let us
select a neighborhood, requiring only that if & point le in U—U,
the neighborhood be interior to U, whereas if the point lie in R—U,
the neighborhood should not interesct U,. These neighporhoods,
together with Uy, are a covering of R. Hence we can select o finite
number of them to cover E. We define a function f, to have the same
value on any simplex lying within one of these neighborhoods that
some definite function belonging to f, has. For other simplexes fa
is to have the value 0. f, is equivalent in Kolmogoroff’s sense to
the functions belonging to f,. Because f, is a c¢ycle, the function 9,
which has the same values as f, on the simplexes of RB—U, is an
exact A-function on the bicompact subset B—U, of K. Hence to
each X-homology eclass there is at leagt one A-homology class.
Moreover, if the K-class in the class of bounding cycles, the cor-
responding A-clags is derived. Hence the isomorphism between the
two groups is established.

9) loc. cit., p. 1326.
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Boolesche Ringe mit geordneter Basis.
. Von
Andrze] Mostowski und Alfred Tarski (Warszawa).

Die allgemeine Boolesche Algebra stellt bekanntlich ein for-
males Schema dar, das verschiedenartiger Realisierungen fahig ist.
Im vorliegenden Aufsatz betrachten wir eine neue Art der Boole-
schen Algebra, die bisher nicht untersucht wurde und die eine ziem-
lich natiirliche Verallgemeinernng der abzihlbaren Realisierungen
der Booleschen Algebra darstellt.

Die Boolesche Algebra kann entweder als eine selbstiindige
mathematische Theorie oder als ein Kapitel der abstrakten Algebra
oder auch der Mengenlehre betrachtet werden. Wir haben ung hier
fiir den algebraischen Weg entschieden und kleiden alle unsere
Theoreme in die Form von Sitzen iiber gewisse algebraische Ringe
(nimlich sog. Boolesche Ringe). Nichtsdestoweniger lassen diese
Ergebnisse eine einfache topologische und abstrakt-mengentheore-
tische Deutung zu.

In §1 bringen wir die Definitionen der Booleschen Ringe,
mit denen wir uns weiter befassen, und leiteh einen Satz ab, der
die Struktur der Flemente von solchen Ringen beschreibt. In § 2
befassen wir uns mit den Begriffen der Isomorphie und Homo-
morphie. In §3 untersuchen wir niher eine spezielle Art der uns
hier interessierenden Ringe, ndmlich solche, die eine zerstreute Basis
haben. In § 4 geben wir schlieflich eine Charakterisierung der Prim-
ideale in den hier betrachteten Booleschen Ringen an.

Prizisere Ergebnisse lassen sich erreichen, wenn man sich auf
Ringe mit einer wohlgeordneten Basis beschrinkt. Es ist eine Fort-
setzung der vorliegenden Arbeit beabsichtigt, wo diese Probleme
nebst einigen Anwendungen auf die Theorie der abzéhlbaren Boole-
schen Ringe besprochen werden sollen?).

1) Zur Auffassung der Booleschen Algebra als einer selbsténdigen Disziplin
vgl. L. Couturat: Dlgébre de la Logique (2. Aufl., Paris, 1914); das Buch be-
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§1. Grundlegende Definitionen.
Struktur der Ringe mit einer geordneten Basig

Wir betrachten algebraische Ringe mit Grundor i
W lgebraisch £ , operationen,
(Ad(;h?non) und 1,. (Multiplikation). Das Nullelement eines Ringes -11%
wird immer mit 0, das Einselement (falls es vorhanden ist) mi
wind e ) ‘ ( vorbanden ist) mit ¢

Definition 1.1. *) Kin Ring R heift Boolescher Ri
wenn a-a=a fir jedes aeR; *) sind a,beR, so heifit da:’%lefzzzg;
a\/b:;a—[—b—}-a-b die Vereinigung von a und b; °) man s .
daf ein Element aeR im Element beR enthalten ;Zst (in Zei th’
aCb), wenn es ein ceR gibt, so dap a=Db-e. eten

Zur Rechtfertigung der Terminologie ist
. . gie ist zu sagen, daB wenn
den;1 z1(1§rundege-legte Ring B ein Boolescher Ring ist, die (,) peration \/
gin e Relation 'C denselben formalen Gesetzen gechbrchen wie
e mengentheoretische Vereinigungshildung und Inklusion.

i ﬁeiénﬁitio'n 1.2. FW jede Teilmenge M eines Rimges R wird
'@d[M] er klems.te Teilring von R bezeichnet, der M u'n;,;fa/a’t- dabei
Wi eine Basis des Ringes [M] genannt, wenn 0 non E.M".

Die Existenz des Ringes [ M] fiir j i i
' s Rir jede Teilmenge M eines Boole-
schen Ringes R ergibt sich aus folgendem einfachem Satz: o

Yo fa:lz. 1.3. Ist R.em Boqlescher Ring wnd MCR, so bildet die
m tg y die aus O sowie aus allen endlichen Produltsummen der Ele-
ente von. M besteht,. den kleinsten Teilring von R, der M umfaft

richtet tihrlich i i
rioh alsa],;:ii ;Esflél;i:eh ub:r (11.0 for:nalen Regeln der Boolesehon Algebra, die
e o pelann Fungsgﬁsz }ft sind. Zu den Grundlagen der Bo oleschen Algebra
v A sk ,Weiter. ta - 24 (1935), 8. 177#f., wo man auch nilhere Rinzel-
At ner e woiter Ifm e; behandel'ten Begriffo findet, die an den Begriff des
der Boglean 111) en. Zur algebraischen und mengentheoretischen Auffassung
20 om0y 5o D;,;z rla; };rg1: M. H. S1.;one, Trans. of the Amer. Math. Soe
o ,dem Bu‘ch Voal.1 b% raische Terminologie, die in diesen. Aufsatz verweuaeiz
T030) s : Van Der Waerden: Moderne Algebra (1. Teil, Berli
mmen; auf dieses Buch verweisen wen ge.
naueren AufschluB tber die weiter unten
zB Ideal, Hauptideal, Primideal, Kon
mc{chte, Wir verwenden a,uﬁerden’l die
weise aus der Mengenlehre;
Insbesondere aus der Theorie
streute Ordnungstypen,
dorff: Grundeiige der

wir auch den Leser, der einen ge-
verwendeten algebraischen Begriffe (wie
g'rue;z, festkla,ssem'ing u. 8. l) erhalten
n Fund. Math. ibliche Bezeiclnungs-
zg den spezielleren mengentheoretischen Be:;iffﬁl
Augfﬁuu:r iii):c.lneten Mengen (konfinale Mengen, zer-
> g T geordneten Menge) vgl. etwa T, Haus-

engenlehre (1. Aufl., Leipzig, 1914)
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Wir werden oft mit Teilmengen eines Booleschen Ringes B
zu tun haben, die durch die Relation der ,echten Inklusion®:
» a+b

(%) aCh und
geordnet sind. Solche Mengen bezeichnen wir einfach als geordnete

- Mengen. Uberhaupt wird an allen Stellen, wo Begriffe aus der Theorie

der Ordnung ohne Angabe der ordnenden Relation vorkommen,
jmmer die Ordnung nach der Relation () gemeint. Im Einklang
damit bezeichnet z.B. der Ausdruck: ,eine geordnete (und ins-
besondere eine zerstreute oder eine dichte u.s.w.) Basis eines
Booleschen Ringes R eine beliebige Menge MCR, die durch die
Relation (*) geordnet ist (und insbesondere nach einem zerstreuten
oder dichten Typus) und den Bedingungen OnoneM, [M]=E
geniigt. Ein Boolescher Ring, der mindestens eine geordnete (zer-
streute, dichte u.s. w.) Basis besitzt, wird kurz Ring mit einer
geordneten (zerstreuten, dichten u.s.w.) Basis genannt.

Wir wollen nun die Struktur der Elemente von Booleschen
Ringen mit einer geordneten Basis genau beschreiben:

Saiz 1.4. Ist B ein Boolescher Ring mil einer geordneten Ba-
sis B, so lipt sich jedes Element a==0 von R als die Summe eimer en-
dlichen Zahl von lauter verschiedenen Basiselementen darstellen. Diese
Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutry.

Beweis. Nach Satz 1.3 gibt es eine Darstellung

) n m;
(1) d==2 H b.(ii)7

=1 j=1
wo die b}n Elemente von B sind. Da B geordnet ist, so ist jedes
Produkt -b% ... bg?l. einem von seinen Faktoren gleich. Formel (1)
gibt also eine Darstellung von & als eine Summe von Basiselemen-
ten, von denen wir, wegen der fiir alle Booleschen Ringe giiltigen
Formel z-+2=0, noch annehmen konnen, daB sie voneinander
verschieden sind. Es bleibt also nur noch, die Eindeutigkeit dieser
Darstellung nachzuweisen. Wir setzen zu diesem Zweck voraus, da8
@1y.ey Any b1y ..., bm Elemente von B sind, die den Bedingungen geniigen:

(2) D@D .. D0 F0,  GFGF ..l
3) 51252 .. Dbm k0, ~ biEbrF . Fbm
n m
() Dai=2b
i=t =1
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und zeigen, daB dann die Gleichungen
(5) m="n
(6) ai=b; (t=1,2,...,n)
erfiillt sein mitssen. Wir kénnen etwa voraussetzen, daf
(N ' nLm
ist.

Nebmen wir an, da die Gleichungen (6) nicht alle gelten;
es gibt dann eine klemstc Zahl j<n, so dall a;==b; ist. Da a,,b,eB,

so gilt entweder a;Cb; oder b;Cay; aus Symmetriegriinden knnnen
wir uns auf den Fall

(8) , i @ CbJ':
beschrinken.
Aus (4) folgt

@b

m

(9) Zui—Z b;.

i=] I=f
Ist j=au, so folgt aus (9)
@y o an=2, bi,

I==n

woraus sich nach (8) ergibt, daB m>n ist. Multiplizieren wir (10)
_beldersems mit bp+brt1, 80 bekommen wir mit Riicksicht auf (3)
O (bn+bnt1)=bn+bat1, Wonach wegen (8)

(11) a/n""a/n' bn+1= bn"l" bn-l—]

Aus (3) folgt, daB die rechte Seite von (11) nicht 0 ist, es ist
al80 @y bny14=a, und demnach a,- bnt1="bny1. Aus (1]) crhalten wir
also a,=>b, im Widerspruch mit (8).

Ist j<n, so gilt j<m wegen (7). Betrachten wir nun das Element

(12) | s=b;+(ay\V bya).

m

m
Da‘izé“_{’icaf\/bjﬂ ist, so ist s- Z bl-—() und folglich - Lb/_-s

=
ll

da sCb;. Nach (9) ist also s- Z @=3. Da aber wegen (2) 2 a,Ca; gilt,
Loy '

80 erhalten wir aug (12) slg; =0 "d. $=0. Mit Riicksicht auf
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(12) schlieBen wir daraus, daBl bj=a;VV ;=1 ist. Nun ist a;\/ bjp1=a;
oder a;Vbjr1=bi+1, da aj, br1eB. Es gilt-also entweder bj=gq;
oder bj=>bj1. Die erste Gleichung steht im Widerspruch zu (8),
die zweite zu (3).

Somit ist’ unsere Annahme in allen Fillen widerlegt und (6)
ist bewiesen.

Wire nun (5) falsch, so wirden wir aus (4) und (6) die Glei-

chung Zb,_o erhalten, wobei m>n-+1 sein milite, da wir

i=n-+1

m

sonst b,,+1_0 hitten. Daraus wiirde sich ferner b,,+1:2 b, ergeben.

Wir kénnen aber ganz dhnlich wie oben zeigen, dal dlese Glemhung
unmoglich ist, womit der Beweis zu Ende geflihrt ist.

Die Darstellung der Elemente eines Booleschen Ringes it
einer geordneten Basis, die im obigen Satz beschrieben wurde,
nennen wir im folgenden kanonische Darstellung.

Hilfssatz 1.5. Es sei R ein Boolescher Ring und {ags<a, {beh<s
zwei transfinite Folgen von FBlementen von R, die folgenden Bedin-
gungen geniigen: : ' ;

(i) a:Ca,;, und aska, fir &<9<q,
(ii) b:Cb, und beskb, fir E<n<p,
(iii) B= V’(a )“y(bz)

Unter diesen Voraussetzungen sind die Folgen {agc. und {bele. ¢
konfinal.

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, dall es wegen (iii) fiir
jedes &<<a (bzw. p<<f) ein {<<f (bzw. 1<<a) mit a:Cb; (bzw. by;Ca) gibt.

Satz 1.6. Bs sei R ein Boolescher Ring mit einer geordneten
Basis und bezeichnen wir fiir jede geordnete Basis B von R den Ord-
nungstypus von B mit x(B) und die Kleinste Ordnungszahl, die zu
#(B) konfinal ist, mit u(B). Bs sei ferner 1 die Kleinste Ordnungs-
zahl, fiir die es eine aufsteigende Folge von Hauptidealen {(be)}e<a
vom Typus A gibt, so daff BR=) (b ). Unter diesen Voraussetzungen gili

<

w(B)=2 fir jede geordnete Baszs B von R. Der Ring R hat ein Eins-
element dann und nur dann, wenn A=1 1ist.
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Beweis. Bs sei B eine geordnete Basis von £; nach der Voraus-
setzung gibt es eine Folge {as} . mit folgenden Rigenschaften:
(1) ageB, a:Car, aza; fir E<{<u(B),

(2) ist beB, so gibt es E<u(B), so daf bCag.

Aus der Voraussetzung ergibt sich ferner die Existenz einer
Folge {bs}:<s, die folgende Bedingungen erfiillt:

(3) bee R, b:Ch:, be=kb fir E<{<A,
4 R =2 (bs).
o R=3(b)

Sind by,...,br Elemente von B, so folgt aus (1) und (2), daB
o8 eine Ordnungszahl é<u(B) gibt, so daB bi-...+b.Cae; denn aus
biCas (i=1,2,...,n) folgt bi+...4b.Cae. Wir erhalten daraus
(5) R=} (a).

§<u(B)

Nach (1), (3), (4), (5) und Hilfssatz 1.5 sind die Folgen {as<us
und {bg)s<s konfinal. Nun ist u(B) die kleinste Zahl, die zu einem
Typus #(B) konfinal ist und mufB daher eine regulire Anfangszahl
gein. Da nun A zu u(B) konfinal ist, muf also A=pu(B) sein.

Ist 2=1, so gibt es ein eeR, so daB R=(e), ¢ ist daher das
Eingelement von E. Hat umgekehrt R ein Eingelement ¢ und ist B
eine geordnete Basis von R, so ist offenbar B'=B-{¢} eine geordnete
Basis von B (vom trivialen Fall e=0 sehen wir hier ab), die der
Bedingung u(B')=1 geniigt. Folglich gilt A=pu(B')=1, w.z b.w.

Wir wollen zum Schluff dieses Paragraphen konkrete Beispiele
von Ringen mit einer Basis vom vorgegebenen Typus angeben.

Satz 1.7. Ist < eine Relation, die eine Menge M in einen Ty-
pus a ordnet, so bildet das Mengensystem, bestehend 1°) aus der leeren
Menge, 2°) aus allen Teilmengen von M wvon der Form

> Bla=ax oder a;<a<3b;]

=1 x
(a’.""’a"’_ biyosbne M, 0 <01<..<a,<3b,) einen Booleschen Ring
mit Basis vom _Typus a, mit der Operation X-Y als Multiplikation
und der Operation X®Y=(X—Y)+(Y—X) als Addition.
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§ 2. Isomorphie und Homomorphie
der Ringe mit einer geordneten Basis.

Satz 2.1. Ist R ein Boolescher Ring mit einer geordneten Ba-
sis B vom Typus a, so ist ein Ring S dann und nur dann zu R iso-
morph, wenn S ein Boolescher Ring mit einer geordneien Basis C
vom gleichen Typus a ist. '

Beweis. Es sei S ein Ring, der zu R isomorph ist und sei f
eine Funktion, die B auf S isomorph abbildet. Wegen 1. 1%) ist §
ein Boolescher Ring und aus [B]=R ergibt sich leicht S=[f(B)].
Weiter haben wir 0 nonef(B), da f(0)=0 ist und 0 noneB. Es ist
ferner klar, da8 die Inklusionen aCb und f(a)Cf(b) miteinander
dquivalent sind, was beweist, daB die Menge f(B) geordnet ist und
zwar ahnlich wie B. C=j#(B) ist also eine geordnete Basis von S
vom Typus ¢. Die im Satz angegebene Bedingung ist also notwendig.
Um zu beweisen, dafl sie auch hinreichend ist, zeigen wir, dafl jede
ordnungstreue Abbildung f der Basis B von R auf die Basis ¢ von
S sich zu einem Isomorphismus zwischen R und S erweitern 1a8t.
Wir erweitern nimlich f durch die Festsetzung

(1) _ f{0)=0,

(2) fa)=2 fla) (acR)
WO @1+...+a, die kanonische Darstellung des Elementes a==0 ist.
Aus Satz 1.4 folgt leicht, daB die so erklirte Funktion f den ganzen
Ring R eindeutig auf den ganzen Ring S abbildet. Aus (1) und (2)
schlieBen wir weiter, daf 0 das einzige Element von R ist, das auf
die Null von § abgebildet wird. Es bleibt also nur iibrig, zu zeigen,
daB die beiden Isomorphieeigenschaften

(3) fla+b)={(a)+1(b)

(4) fla-b)=f(a)-{(b)

fiir beliebige a,beR erfiillt sind. Nach (1) gelten diese Formeln si-
cher, wenn eines der Elemente a,b gleich 0 ist. Wir setzen also
voraus, daB weder a noch b gleich 0 ist. Ist beB und ist a1+4...+ @
die kanonische Darstellung von a, so lautet die kanonische Dar-
stellung von a--b

entweder b-+ai-+..+a, oder ai+...F@i-1-+Gitrtetdn,
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je nachdem ob b keinem ¢; (j=1,2,...,m) gleich ist oder b=g, ist.
Mit Riicksicht auf (2) folgt daraus die Richtigkeit von (3) tiwr beB;
und eine einfache induktive Betrachtung lehrt, dafl dies auch dann
gutrifft, wenn b die Gestalt by-+...4ba (byy ...,bu6.8) hat. Dem Satz1.4
gemif, ist also (3) fiir beliebige a,beR giiltig. :

‘ Da B geordnet ist, gilt fir beliebige #,yeB entweder xzCy
oder yCx und jede von diesen Inklusionen zieht die Inklugion
fl#)Cf(y) oder f(y)Cf(x) nach sich. Daraus ergibt sich die Richtig-
keit von (4) fiir a,beB. Sind nun a,b beliebige Klemente von R
und a1+ oot bzw. bi+...+by ihre kanonischen Darstellungen, so

“noom

haben wir wegen (3) f(a‘_b)—_—.ﬁljji' (i-by);  da (4) fiir' die Basis-
=] J= .

~elemente gilt, schliefen wir weiter

lony=3] 3w fb) =~L3 ol 3 0= fla- 1),

Ww. z. b. W.

Satz 2.'2. Ist ein Ring S z2u einem Booleschen Ring R mit ge-
ovfdnetfar Basis B homomorph, so gibt es eine Menge CCB derart, dap
die Ringe 8 und [C] isomorph -sind. A

Beweis. Es sei f eine Funktion, die R auf § homomorph ab-
bildet. Wir setzen

(1) K(a):Bﬁg[f(d)=f(b)] fir aeB

u_nd greifen mit Hilfe des Auswahlaxioms aus jeder Menge K(a)
ein bestimmtes Element a* herauns:
(2) a*¢ K(a) fir aeB.

Da OnoneB, so schlieBen wir aus (1) und (2), daB 0 der
geordneten Teilmenge (' von B

(3) O=Flae B]

p%cht angehort. Folglich ist ¢ eine geordnete Basis des Ringes [C].
Sind w=f(a), y=§(b) Elemente von /(B) (a,beB), derart daB wCy
pfd a:=i=‘y,‘ so gilt auch a*Cd* und a*==b*. Andernfalls wire nimlich
b C‘q y da’ ¢ geordnet ist, und wir wiirden aus (1) und (2) die In-
klusion y=f(b)=f(b*)Cf(s*)=f(a)=x erhalten. Da § ein Boole-
scher I*{.mg ist, so wiirde daraus z=y folgen. Gilt nun *Cd*
und a*s$b% so gilt nach (1), (2) e2=fla)=Ffa*)Cf(b*)=F(b)=y
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und x4y, was beweist, dal die Inklusionen z= fa)Cf(b)=y und
a*Cb* dquivalent sind. Wie leicht zu zeigen, folgt daraus, dal die
Mengen € und f(B) dhnlich geordnet sind; folglich sind die Ringe [(]
und [f(B)] isomorph. Der Beweis wird also zu Ende gefiihrt sein,
wenn wir zeigen, daf [f(Bﬁ:S ist. Nun ist die Inklusion [f(B)]CS
evident. Ist a ein Element von 8, so gilt ae[f(B)] sicher dann, wenn
a—0 ist. Ist a==0, so setzen wir a=f(b), wo b==0 und beR; nach
Satz 1.4 haben wir b=>b1+...+ b, flir gewisse b1,...,b,¢ B und dem-
nach a=j/(B)=f(b1)+...+f(ba)e[f(B)]. Dies beweist, dal SC[f(B)].
SQatz 2.2 ist hiermit bewiesen.

Bemerkung 2.3. Eine genauere Analyse des Beweises von 2.2
zeigt, daf in Booleschen Ringen mit einer geordneten Basis das
s.g. Reprisentationsproblem tiir jedes Ideal losbar ist ).

§3. Erblich atomare Ringe -
und Ringe mit einer zerstreuten Basis.

Wir schicken der Diskussion der Ringe, die eine zerstreute
Basis haben, einige Hilfssiitze voraus, die sich auf allgemeinere
Arten von Booleschen Ringen beziehen.

’ Definition 3.1. *) Bin Elemeni a eines Booleschen Ringes E
heift ein Atomelemeni von R, in Zeichen aeAt(R), wenn QO das
einzige Element von R ist, das in a enthalten und von a verschieden ist.

b) Bin Boolescher Ring R heift atomar, wenn es 2u jedem Ele-
ment a==0 von R ein Element be At(R) ygibt, fur welches bCa.

¢y Bin Boolescher Ring heift erblich atomar, wenn jeder
2u R homomorphe Ring atomar ist. '

d) Fin Boolescher Ring R heifit atomfrei, wenn R mindestens
2wei Elemente enthilt und A{(R)=0 ist.

Wir werden nun notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir aufstellen, daB ein Boolescher Ring erblich atomar ist. Zu
diesem Zweck beweisen wir einige Hilfsséitze. , :

Hilfssatz 3.2. %) Jeder erblich atomare Ring ist atomar; ") kein
atomarer Ring ist atomfrei; ©) jeder Ring, der zu einem erblich ato-
maren Ring homomorph ist, ist erblich atomar. ‘ ‘

— — H !

1) Zu diesem Problem vgl. J. v. Neumann und M. H. 8tone, Fund. Math.,
25 (19351, 8. 353 ff.
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Hilfssatz 3.3. BEs set R ein Boolescher Ring, 0e ACR wund
es sei B eine Funktion, die jedem Paar ,y von Elementen von A, fiy
die Cy, w==y ist, ein Element F(w,y) zuordnet derart, daf s CF(»,y)Cy
w=F(x,y)==y. Unier diesen Voraussetzungen gibt es eine Menge BC A,
vom Typus n, vorausgesetzt, dafl A mindestens zwei Tlemente enthalt.

Der Beweis ist einleuchtend.

H .ilfssatz 3.4. Ist kein Teilring eines Booleschen Ringes R
atomfrei, so enthdlt keimer der Ringe (a), wo aeR, eine Menge vom
Typus .

Beweis. Aus der Existenz eines Teiles von (a) vom Typus 5
folgt offenbar die Existenz eines atomfreien Teilringes von R.

Eilfssatz 3.6, Ist R ein Boolescher Ring und enthdlt keiner
der nge‘(a), wo aeR, eine Menge vom Typus m, so_ist jeder Teil-
ring von R atomar.

‘ Beweis. Wir nehmen an, daf die Behauptung des Satzes
n.mht erfillt ist. Im Rinklang mit Definition 3.1") gibt es dann
einen Teilring § von R und ein ae8, so daB der Ring S-(a) kein
Atomelement von § enthélt. Wir schliefen daraus mit Hilfe des
Auwahlaxioms,_ daf es eine Funktion f gibt, die jedem von 0 ver-
schiedenen RElement be(a)-8 ein Element 7(b) zuoi‘dnet derart, dag
j(}»)(’.’b, 0==7(b)a=b. Setzt man also A=4F-(a) und F(m,y):m\/f(;v-{—y)
i:; w,y3 e;,t, mfi]gi% m;i:iq/,h so werden alle Voraussetzungen des Hilfs-

zes 3.3 er ; folglich gibt es ei .
Tyons . g g s eine Menge BC(a)-SC(a) Vom

Hilfssatz 3.6. Ist kein Teilring eines Rool ,
. . eschen Rin
atomfrei, so ist R erblich atomar. vges E

Beweis. Wir setzen voraus, da8 R nicht erblich at i
Es gibt dann ein Ideal I in R sowie ein Element a des Raégsxl?lz];sleic-.
ringes R[I, das kein Atomelement von R/I enthilt. Folglich gibt
es eine Mtion f, die jedem von 0 verschiedenen Element 5Ca
vqn RIT ein Element f(b) e B/T zuordnet derart, daB f(b)Cb, 0==f(b)==b
Wir greifen nun aus jeder Restklasse b mod I ein E,lement g(bi

heraus, wobei wir die Auswahl so tr i
. | effen k —0 i
Wir setzen weiter onnen, daB ¢(0)=0 ist.

(1) A=F[beR[I, bCa).
Es gilt dann 70
(2) ACR,  0ed,  A>9,
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Nun sei
(3) wyed,  oCy, sy
und seien z*,7* die Restklassen mod I der Elemente 2,y. Wir setzen
(4) F(z,y)=5+g(f(&"+y") (@+y).
Aus (3) und (4) folgt
(5) wCF(z,y)Cy. ,

Aus (3) und (1) folgern wir, dal z*Cy*, o*==y* ist. Folglich
ist a*-+y*4=0 d.h.

(6) +f(@*+y*)F=o" + v fle* +y*)Ca* +y*.

Wire nun F(z,y)=x, so wirde g(f(&*+y*)) (@+y)=0 sein,
woraus durch Ubergang zu den Restklassen f(z*4y*)(z*+y*)=0
d. h. nach (6) f(z*+y*)=0 folgen wiirde; nach (6) ist also
(7) F(a,y)==2.

Wire F(z,y)=y, 80 hitten wir x4 y=¢(f(=*+y*) (®+y),
woraus durch TUbergang zu den Restklassen die Gleichheit
g yr=fa*+y*)- (@ +y*) 4.1 g*+y*Cf@*+y*) folgen wiirde. Da
dies im Widerspruch zu (6) steht, so gilt
(8) F(z,y)+Y-

Aus (2), (8), (7), (8) folgt nach Hilfssatz 3.3, dab es eine Menge
BCR vom Typus 5 gibt. Jeder Ring (b), wo beB, enthilt also eine
Teilmenge vom Typus 7, was nach Hilfssatz 3.4 beweist, dal min-
destens ein Teilring von R nicht atomfrei ist, w.z.b.w.

Um die nichsten Hilfssitze auszudriicken, brauchen wir fol-
gende Definition:

Definition 3.7. Wir setzen fir jeden Booleschen Ring B

*) Aty(R)=Al(R); :

b) At:(R) ist die Menge derjenigen Elemente von R, welche der
Homomorphismus R—>R[(DAt:(R)) in ein Atomelement des Bild-
ringes itberfuhrt; bt

‘) A-S(R)=(§§At§(3))3

4y x%(R) ist die kleinsie Ordnungszahl 2, fir welche At (R)=07).

1y Definition 3.7 148t eine iibersichtliche Deutung zu, wenn man auf die
Ergebnisse Stone’s (Trans. of the Amer. Math. Soc., 41 (1937), S. 375 ff.) Bezug
nimmt und jeden Booleschen Ring R als einen Ring der Mengen auffaBt, die
in einem gewissen topologischen Raum S=S(E) bikompakt und zugleich offen
und abgeschlossen sind. Die Zahl = (R) 148t sich dann z.B. als die Ordnung der
letzten Ableitung des Raumes S charakterisieren u.s.w.
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Bemerkung 3.8. Die BExistenz der Zahl »(R) stellt man fol-
gendermafen fest: ist R ein Boolescher Ring, é<{ zwei Ordnungs-
zahlen und aeAtg(R), so fihrt der Homomorphismus R—RK/A:(R)
das Element & in 0 iiber. Dagegen fithrt derselbe Homomorphismus
kein Element von At:(R)in 0 iiber, was beweist, dall At:(R)- At(R)=0
fir &==¢ ist. Mit Hilfe des Wohlordnungssatzes folgt daraus, daf
mindestens eines der Ai:(R) leer sein mul.

Hilfssatz 3.9. Wenn R ein Boolescher Ring und & eine Ordnungs-
zahl >0 ist, so gibt es fir jedes ae Af(R), a==0 eine Ordnungszahl v<<&

and Blemente by...,by e AUE), 0y...y006 YAt R), 50 daf a=Sbi+en
: T te=1 fa==1

Die Zahlen © und p sind dabei durch a eindeutig bestimmi.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion, daf jedes Element a==0
von A:(R) sich als eine Summe

n
1) ' =2
i=1

darstellen 1a8t, wo z,-ggg_At;(R) (i=1,2,...,m). Dies ist offenbar

richtig fiir £=1. Wir setzen also die Giiltigkeit unserer Behauptung
fiir alle Zahlen <& voraus (£>1)‘ und betrachten ein von 0 ver-
schiedenes Element aedyR). Nach Definition 3.7°) und bekann-
ten algebraischen Sitzen 148t sich a als eine Summe von lauter
nichtverschwindenden Summanden darstellen:

k l
(2) a:}]lwi-vi—}—gni-yi,
= {==1
Wwo .n,,yjeZ,At;(R 1,2y.,k, §=1,2,...,1), meR (i=1,2,...,k) und

dien; (j= 12_ ,l)natiirliche Zahlen sind. Da ;- y;=0 ist (j=1,2,...,1),
so konnen wir annehmen, dafB alle n;=1'sind. Ist (<&, zeAt:(R),
so fithrt der Homomorphismus R—R/A4:(R) das Element x; in ein
Atomelement iiber. Das Bild von &q7; ist also entweder gleich 0
oder mit dem Bild von x; identisch. Im ersten Fall gilt z7edx(R),
also 148t sich #;7; nach der induktiven Annahme als eine Summe
von Elementen der Menge z;;AtT(R) darstellen. Im zweiten Fall

ist @erie At (R). Jedenfalls 148t also z;-7; eine Dargtellung von der
Form (1) zu und wir schlieBen aus (2), daB auch « in dieser Form

dargestellt werden kann. Es sei nun 7 die grofite Ordnungszahl,
fiir die es ein Element

©cm
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(3) 2i E.A.tr (.R)

gibt, wobei 2 in (1) vorkommt. Wir bezeichnen diejenigen z;, welche (3)
erfiillen mit by,...,bp, die iibrigen z; bezeichnen wir mit ey, ...,¢q. Also
kénnen wir schreiben
La= _)f;. bi—{—_ 5;0,—;
= =

Die Zahl 7 ist durch das Element a allein bestimmt und von
der Darstellung (1) unabhiingig, da die Zahl 71 sich als die kleinste
Ordnungszahl 2 charakterisieren 148t, fiir die der Homomorphis-
mus R—R/A:(R) ain 0 iiberfithrt. Der Homomorph:tsmus R—>R[A.(R)
fithrt @ in die Samme b}-+-b¥+...-by iiber, wo bf,...,b; die Rest-
klassen mod A.(R) von bi,...,bp d.h. Atome des Ringes E[4.(R) sind.
Nach bekannten Eigenschaften der Atomelemente schlieBen wir
daraus, da8 p durch a eindeutig bestimmt ist.

Hilfssatz 3.10. Ist R ein Boolescher Ring und € eine Ofdfnungs-
zahl, so ist jeder Teilring von AfR) atomar.

Beweis. Wir nehmen an, daB die Behauptung falsch ist. Es
gibt dann einen Booleschen Ring B und eine kleinste Ordnungs-
zahl £>0, 5o daB A¢(R) einen nichtatomaren Teilring enthélt. Nach
Hilfssatz 3.5 gibt es dann ein Element
(1) acdy(R),

fiir das der Ring (a) eine Menge B vom Typus » enthilt. Daraus
folgt leicht, daB es Elemente ai,a2 ¢ As(R) gibt, fir die die Formeln
gelten:

(2) az-a;=0 a1V ag=0;+ay=a,
(3) die Ringe (a), (as) enthalten Teilmengen vom Typus 7.

Aus (1) und Hilfssatz 3.9 folgt, daB bei einem geeigneten v<<{
a in der Form

{4) a=by+...+bp+ec1+...4¢q
dargestellt werden kann, wo
(5) bty ... bp e At( R), c;,...,cqc;éAt;(R).

Bs ist 7=£—1, da wir & moglichst klein gewdhlt haben. Mit
Riicksicht anf Hilfssatz 3.9 konnen wir dabei annehmen, daf auch
das Element a so gewihlt wurde, daB die Zahl p moglichst klein ist.
Fundamenta Mathematicae. T. XXXII. 6
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Wir bezeichnen allgemein mit 2* die Restklasse von 2

mod 4:(R). Aus (2), (4), (B) folgt
(6) a*\ a¥=bf+...+bp,

Nach bekannten Bigenschaften der Atomelemente folgern wir
aus (6), daB eines der Elemente af, of z. B. of als die Summe von
weniger als p Summanden bF darstellbar ist (oder eventuell gleich
0 ist). Mit Riicksicht auf Hilfssatz 3.9 schlieBen wir nun, daB a, sich
in der Form

bY,...,b} e AH(R[Aq(R)).

w=d+ ...+ dr+ e+ .6
darstellen 148t, wo di,...,d, e At(E), 61,...,63€;:Atg(R) und r<p ist.

Dies ist aber wegen (3) mit den Minimumeigenschaften der Zahlen
p,£ unvereinbar.

Hilfssatz 3.11. Wenn R ein Boolescher Ring ist, 2w welchem
es keimen homomorphen atomfreien Ring gibt, so ist jeder Teilring
von R atomar.

Beweis. Im Einklang mit Definition 3.7 9) enthilt R)A.x(R)
keine Atomelemente und wir schlieBen auf Grund von Definition 3.14),
dal R/A.r(R) entweder atomfrei ist oder aus einem einzigen Ele-
ment besteht. Wenn also kein zu R homomorpher Ring atomfrei
ist, so ist R=A.»(R) und folglich, nach Hilfssatz 3.10, jeder Teil-
ring von R atomar, w.z. b.w.

Satz 3.12. Fir jeden. Booleschen Ring R sind folgende Bedin-
gungen dgquivalent:

(1) R ist erblich atomar;

(ii) kein 2u B homomorpher Ring ist atomfret;
(iii) jeder Teilring von R ist atomar;

(iv) kein Teilring von R ist atomfres.

Beweis. Die Implikation (i)—-(ii) folgt aus Hilfssatz 3.2. Die
Implikation (ii)—-(iii) wurde im! Hilfssatz 3.11 hewiesen. Die Im-
plikation (iii)—(iv) folgt aus Hilfssatz 3.2") und die Implikation
(iv)—(i) wurde im Hilfssatz 3.6 bewiesen.

Eorollar 3.13. Jeder Teilring eines erblich atomaren Boole-
schen Ringes ist erblich atomar.

. Batz 3.14. Jeder Boolesche Ring R mit einer zerstreuten Basis
B ist erblich atomar.
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Beweis. Bs sei T ein beliebiger zu K homomorpher Ring,
der mindestens zwei Elemente besitzt. Nach Satz 2.2 gibt es eine
Menge 0CB, so da8 [C] mit T isomorph ist:

(1) [O~T

Ist 5:1, 50 ist A#T)==0. Sei nun C>2.

Da, B eine zerstreute Menge ist, so ist auch (' zerstreut und
es folgt aus 522, daB es mindestens einen Sprung in der Menge ¢
gibt. BEs seien a,b (aCbh) die Elemente von ¢, die diesen Sprung
bestimmen. Wir haben also

(2) a-+b=0, at+be[C].
Es sei

(3) ee[C], ¢Ca-b, c=0

und es sei

(4) e=S3e

die kanonische Darstellung des Elementes ¢. Die ¢; gehoren, sowie
auch a,b, der geordneten Menge C an; da dabei kein.¢; zwischen
a und b liegen kann, so gelten Inklusionsbeziehungen etwa von der
Form

(5) €1D62D...36,2bDadepr1D... Den.
Aus (3) ergibt sich ¢-a4¢-b=¢, d. h. wegen (4) und (5)
PO+ Cprit et Ot P bt Cpri o T Ca== €1 o O

oder p-(a-+b)=e¢. Mit Riicksicht auf (3) folgern wir daraus, dal p
ungerade ist, es ist also p-(a+b)=a+b, somit a-+b=c. Jedes von 0
verschiedene Element von [(], das zu a-+b in der Beziehung der
Inklusion steht, ist also mit a--b identisch, d. h. a-}-b ist nach (2)
und Definition 3.1*) ein Atomelement von [C]. Nach (1) haben
wir also At(T)==0. Kein zu B homomorpher Ring ist also atomfrei,
was auf Grund von Satz 3.12 beweist, dal R erblich atomar ist,
w.z b.w. .

Satz 3.15. Ist R ein Boolescher Ring wmit einer geordneten
Basis, so sind folgende Bedingungen miteinander dguivalent:
(i) R hat eine zerstreute Basis;
(ii) R st erblich atomar;
(iil) jede geordnete Basis von R ist zerstreut.
6*
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Beweis. Die Bedingung (i) impliziert nach Satz 3.14 die Be-
dingung (ii). Wenn die Bedingung (iii) nicht erfillt ist, so gibt es
eine geordnete Basis B von R, die nicht zerstreut ist, d.h. eine
dichte Teilmenge und folglich eine Teilmenge ¢ vom Typus % ent-
héilt. Wenn also aeC, so enthilt der Ring (a) Mengen vom Typus 7,
was nach Sitzen 3.4 und 3.12 beweist, dall R nicht erblich atomar
igt. Die Bedingung (ii) impliziert somit die Bedingung (iii). SchlieSlich
folgt (i) direkt aus (iii) und der Voraussetzung, da8 E mindestens
eine geordnete Basis hat.

§ 4. Primideale in Ringen mit geordneter Basis.

Wir erinnern vor allem, daf es fiir jede Teilmenge .M eines
Booleschen Ringes R ein kleinstes Ideal in R gibt, das M umfaBt.
Dieses Ideal, das wie iiblich mit (M) bezeichnet wird, besteht nim-
lich aus den Elementen von R, die in der Vereinigung von endlich
vielen Elementen von M enthalten sind. Nun lassen sich alle Prim-
ideale eines Booleschen Ringes mit geordneter Basis wie folgt
charakterisieren:

Satz 4.1. Es sei R ein Boolescher Ring mit einer geordneten
Basis B. ) Die Funktion F(I)=B—1I stelli eine eineindeutige Ab-
bildung der Menge der Primideale wvon R auf die Menge der End-
stilcke') wvon B her.?) Ist A ein Endstick von B, so ist dasjenige Prim-
ideal I, das der Bedingung F(I)=A geniigt, durch die Formel
I=(B—A-+ F[a,beA]) bestimmt.

+

a+b
Beweis. *) Ist I ein Primideal von R, so ist B—I==0, da wir
sonst IDB, also I=R hitten. Ist nun #,yeB, #Cy und xeB—I,
80 ist auch y e B—I. Sonst hitten wir ndmlich y eI, also y==0 (mod I),

wonach g=g-y=0 (mod I) wire. Dies widerspricht aber der Formel
z non el. Daraus folgt:

(1) st I ein Primideal von R, so ist B—1I ein Endstiick von B.

Es selen I,,I, zwei verschiedene Primideale. Es gibt daher
ein a==0, so daf
(2) ‘aely, amnonel,

Es sei a;4...4a, die kanonische Darstellung von a. Wir kon-
nen annehmen, da8 die Nummerierung der a; so gewiihlt wurde,

1) Als Endstiick einer geordneten Menge B hezeichnen wir eine nicht-
leere Menge U(C B, die mit jedem Element we ¢ zugleich jedes Element y enthiilt,
dem x in B vorangeht.
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daB aiDaz)..0a,. Wir bezeichnen mit p; die groSte der Zahlen i<,
fiir welche a;e B—I; (j=1,2). Nach (2) erhalten wir, indem wir zu
den Restklassen mod I, bzw. mod I, iibergehen und mit ¢ bzw. €
die Binselemente der Ringe R/I, bzw. R|I, bezeichnen, die Glei-
chungen

(3) O=p16 0=p,: .

Aus (3) erhellt, daB p, gerade und p, ungerade ist. Folglich
haben wir p;==p,, woraus wir schlieBen, da8 B—I#=B—I, Die
Funktion B—I ist daher eineindeutig. Es bleibt also nur ibrig,
zu beweisen, dal B—I alle Endsticke von B durchliuft, wenn I
alle Primideale von R durchliuft. Es sei also ein Endstick 4 von B
gegeben. Wir setzen ,

(4) I=(B—A+F [a,beA)).
a-+-b

Es sei a irgendein Element von A. Wire nun ael, so wiirden
Elemente

(5) biyeeeybme B—A
(6) 1y "-,0n30ﬂ+1,-~"02nE-A
existieren, derart daf

(7) aCb1V...meV(01+0n+1)\/--.\/(Gn—}"ﬁzn)-

Wir wollen zeigen, daB dies unmoglich ist. Da namlich B ge-
ordnet ist, so gibt es unter den Elementen (6) eines, das in allen iibri-
gen enthalten ist. Ist ¢; dieses Element, so folgt aus (7) durch Multi-
plikation mit ¢
(8) a-6;Ch1V ...V b,

da b:Ce¢ (k=1,2,...,m) nach (5) und (6) gilt. Unter den Elemen-
ten (5) gibt es eines, das alle anderen enthélt. Ist b, dieses Element,
o0 haben wir aus (8) a-¢;Chs Diese Inklusion ist aber unmoglich,
denn a-ceA, bye B—A und jedes Element von B—A geht jedem
Element von A voran. Wir haben also Folgendes bewiesen:

(9) ist aeA, so ist amnonel.

Ist nun aeB—I, so gilt nach (4) aeA und wir erhalten mit
Ritcksicht auf (9)
(10) B—I=A.
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’ Nach Voraussetzung ist A nicht leer. Daraus folgt auf Grund
von (9):
(11) es gibt mindestens awei Restklassen von R mod I.

Hs selen 2,yeR zwei Hlemente, so dall 2,y nonel. By gilt
daher #== 0=y und folglich lassen sich # und y in der Form a1+-...4-q,
bzw. bit..+bm darstellen, wobei die Elemente ay,...,anb,...,5
zu B gehoren und den Bedingungen a12...Dan, t13=...5= ap, blj...:)b,,,,
bi==...5=bn gentigen. Im allgemeinen gehort eine bestimmte Anzahl,
sagen wir p, der a; zur Menge A. Wire p eine gerade Zahl, so hitten
wir nach (4) #¢I. Also ist p ungerade. Daraus schlieBen wir leichs,
daB entweder p=n und z=a, (mod I) oder p<mn, z==(a,4a,)
(mod I) und aped, apr16B—A gilt. Ganz dhnlich zeigt man, daB
entweder alle b; (j=1,2,...,m) der Menge 4 angehoren und y=b,
(mod I) ist, oder aber es eine Zahl g<m gibt, so dafB Y=(by=+bgt1)
(mod I) und bged, byieB—A. Demgemii ist die Summe B4y
einem der folgenden vier Elemente modulo I kongruent: a,-- By
n+Dg+bgt1y Gp+Gpt1+bmy p+ Gp 1+ by-+byt1, Wobei Gy biny Gpy bye A,
@p+1ybg+16 B—A. Daraus folgt auf Grund von (4), daB 2+yel, d.h,
w=y (mod I). Zwei Elemente von R, die zu I nicht gehoren, sind
also immer kongruent modulo I, so daB es hochstens zwei Rest-
klassen von R mod I gibt. Mit Riicksicht auf (11) folgt daraus:

(12) I ist ein Primideal von R.

m

Damit ist Satz 4£.1%) bewiesen. Satz 4.1") folgt unmittelbar
aus ), (4), (10) und (12).

‘K orollar 4.2. Ist R ein Boolescher Ring mit einer geordneten
Basis B, so ist die Menge aller Primideale von R mit der Ausfillung
von B gleichmdéchiig.

j[n der Theorie der geordneten Mengen beweist man, daB die
Alfsfu].lu_rl.g einer zerstreuten Menge mit dieser Menge selbst gleich-
méchtig ist. Aus Korollar 4.2 folgt also noch folgendes

.K oroll.ar 4.3. Ist B ein Boolescher Ring mit einer zerstreuten
Basis B, so ist die Menge aller Primideale von R mit B gleschmdchtig.
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Uber die Existenz von sogenannten Kollektiven.
Von

Willy Feller (Stockholm).

1. In Anschluss an die bekannte Grundlegung der Wahrschein-
lichkeitsrechuung durch von Mises wurden viele Versuche unter-
nommen, die Existenz von gewissen Merkmal-(Zahlen-) folgen zu
beweisen, die moglichst weitgehende ,Regellosigkeitseigenschaften
besitzen t). Diese Untersuchungen sind z. T. Selbstzweck, doch die-
nen die meisten dem axiomatischen Nachweis der Widerspruchs-
freiheit fiir Kollektivbegriffe, die aus dem urspriinglichen von Mi-
sesschen durch starke Hinengung hervorgegangen sind. Umfassendere
Existenzsitze haben jedoch erst Copeland?) und Wald erbracht
mit dem Anspruch, damit eine Axiomatik der Wahischeinlichkeits-
rechnung gegeben zu haben, beli der keine wesentlichen Eigen-
gchaften der von Misesschen Theorie verloren gehen. Die Ansitze
gind miteinander eng verwandf, doch sind .die Copelandschen Er-
gebnisse bloss ein Spezialfall der Waldschen. '

Diese Ansidtze werden im Zusammenhang mit den sog. Grund-
lagenfragen der Wahrscheinlichkeitsrechnung neuerdings viel be-
sprochen und die Literatur iiber die Existenz sog. Kollektive scheint
noch lange nicht abgeschlossen zu sein. Daber mag es niitzlich sein,
den eigentlichen Kern der erwihnten Existenzsitze klarer heraus-
zupriparvieren. Is zeigt sich nimlich, dass man die Waldschen
(und daber a fortiori die Copelandschen) Sétze bloss in naturge-
mésser Weise mengentheoratisch zu interpretieren braucht; die

1 Vgl. die Literaturzusammenstellung am Ende der Arbeit. i

#) Das uns interessierende allgemeinste Resultat von Copeland ist in [6]
enthalten. Die in den ibrigen (und auch in hier nicht zitierten) Arbeiten entwic-
kelte Theorie der admissible numbers ist nur ein Spezialfall hiervon.


GUEST




