Uber lineare Gleichungen in separablen Rédumen (II)
von

M. EIDELHEIT (Lwéw).

In dieser Arbeit werden die Untersuchungen einer friitheren
Note !) iiber allgemeine lineare Gleichungen vom Typus yo=U(x),
wo y, gegeben ist, fortgesetzt. Es zeigt sich, dal die Hauptrolle
bei der Formulierung der Bedingungen fiir die Lé&sbarkeit der
Gleichung die Menge R der Werte der konjugierten Operation
spielt®). Wir betrachten zunichst den Fall, daf} die erste schwache
Hiille R, von R schwachabgeschlossen ist. Wir erhalten dann ein
ziemlich einfaches und allgemeines Resultat. Nachher verallge-
meinern wir dieses Ergebnis auf den Fall, dafB es eine schwache
Hiille R, von endlicher Ordnung gibt, die schwachabgeschlossen
ist. Die Bedingung fiir die Losbarkeit der’ Gleichung im allgemei-
nen Fall ist analog und wurde schon in (I) bewiesen, aber hier
geschieht es unter geringeren Voraussetzungen und in einer mehr
prazisen Form. Zum Schluf folgen einige Beispiele aus der Theorie
der Fourierrethen und der Systeme linearer Gleichungen mit un-
endlich vielen Unbekannten, an welchen die Methode illustriert wird.

§1.

Wir legen im folgenden einen separablen Raum £ vom
Typus (B) zugrunde, dessen Elemente mit x bezeichnet werden.
Mit U(x) werden wir immer eine in £ erklirte lineare Operation

) M. Eidelheit, Uber lineare Gleichungen in separablen Riumen, Studia
Math, 6 (1936) p. 117—138. Diese Arbeit wird im folgenden als (1) zitiert,

*) Was die im folgenden benutzten Bezeichnungen und, Begriffe anbetrifft,
sieche: S. Banach, Théorie des opérations linéaires (Monografie matematyczne,
Warszawa-Lwow 1932), Dieses Buch wird weiter als Opérations zitiert.
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bezeichnen, deren Werte Elemente eines Raumes G vom Typus
(By) sein mdgen?). Diese Elemente werden wir mit y, — lineare
in £ bzw. G erklirte Funktionale mit f(x) bzw. ¥ (y) bezeichnen.
Es wird noch X(x) =Y[U (x)] gesetzt. Wenn wir f—f oder

lim £ == f schreiben, so meinen wir immer, daf} die Folge linearer
n-—+o0

Funktionale f,(x) gegen f(x) schwach konvergiert, Ist H eine
Menge linearer Funktionale, so soll /) die schwache Hiille von
H d. h. die Menge der linearen Funktionale bedeuten, welche
Grenzwerte schwachkonvergenter Folgen aus H sind; allgemein

setzen wir fiir irgendeine Ordnungszahl « 'Ry= Sy wo S =Ry

wenn ¢ eine vorangehende Zahl hat, und R = > R, im anderen

s

Fall. Endlich werden die Buchstaben i, k, 1, m, n immer ganze
positive Zahlen bedeuten.

Hilfssatz*). Es sei H eine lineare Menge linearer Funk-
tionale in E. Damit H,y schwachabgeschlossen sei, ist notwendig
und hinreichend, daff es eine Zahl A >0 gebe derart, daf jedes
Funktional fe Hy, mit |f| <1 der Grenzwert einer schwachkonver-
genten Folge fe H mit |f | < A sei.

Beweis. Notwendigkeit. Es bezeichne Z, die Menge der
Funktionale feH,), fiir welche es eine Folge f¢H mit f—7
l[f,| <k (n=1,2,...) gibt. Es ist dann nach dem ,Resonanz-

o0
theorem® %) H == 2'Z,, und da H,, abgeschlossen ist, so ist eine
L——

der Mengen Z,, z. B1 an, von der zweiten Kategorie inbezug auf
Hy,. Nun sind die Mengen Z, abgeschlossen. Denn ist f.¢Z,,
f,— f» so gibt es fiir jedes m eine Folge /"¢ i mit,}i_ix:cf,f“)z £
| f,f"')l « k. Aus der Doppelfolge frf'") lafit sich dann eine Folge
herausgreifen, die in einer in £ dichten Menge gegen f konver-
giert; wegen der Beschrénktheit der Normen der Funktionale
ist sie iiberall konvergent®). Die Menge Z, enthdlt demnach eine

Kugel in H;,. Daraus folgt leicht die Beh.auptung.

" Vgl. M. Eidelheit, Zur Theorie der Systeme linearer Gleichungen,
Studia Math. 6 (1936) p. 139—148.

1) Dieser Hilfssatz wurde mir von Herrn S. Banach miindlich mitgeteilt.

%) Opérations, p. 80, th. 5.

%) Opérations, p. 79, th. 3.
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Hinlinglichkeit. Es sei f,eHy,, f,~= /- Es gibt dann nach
dem erwihnten ,Resonanztheorem® eine Zahl C >0 mit |f, |« C
(m=1,2,...). Nach der Voraussetzung gibt es fiir jedes m eine

Folge f™e H mit lim f™'= f,, | f,f"’)]sg CA. Aus dieser Doppel-

folge laBt sich wie oben eine gegen f schwachkonvergente Teil-
folge herausgreifen, d. h. feH,)").

Satz 1. Es bezeichne R die Menge der linearen Funktionale
von der Form X (x) =Y[U(x)], wo Y(y)e G beliebig ist und es
sel R, schwachabgeschlossen. Damit die Gleichung

(1) ' Y= U (-Y) s

wo y, ein gegebenes Element aus G ist, eine Losung besitze, ist not-
wendig und hinreichend, dafi die Beziehung X —0 (X ==Y [U(x)])
die Relation Y, (y,) — O zur Folge habe.

Beweis. Notwendigkeit. Es sei y,—= U(x), x,¢£. Dann
ist fiir X ~~0 auch Y, (y)) =Y, [U(x)] = X (x) — 0.

Hinldnglichkeit. Es sei {x,} eine in der Kugel | x|<1 dichte
Folge von Elementen aus £. Wir bemerken zunichst, daB es zu
jedem &> 0 ein m =m(¢) und ein d = d (&) > 0 gibt, derart daB
die Beziehungen

1 X| <1, 1 X <6 (k=1,2,...,m) (X(x)=Y[U)]

die Ungleichung |Y(y,)| <& zur Folge haben.
Denn anderenfalls wiirde es ein &> 0 und eine Folge {¥, (y)}

geben, so da} X (x) =Y [U(x)] gesetzt,
1

(2) !,Xn[ <1; JX,, (xk) l ‘\\jz (]( :li 2’ LARE] n) und | Y,,(y())‘ >} 5()
ware. Nach dem unter®)’ zitierten Satze ist X — 0 und unsere
Voraussetzung verlangt dann, daf Y (y,) — O sei, entgegen (2).

Ist nun feR ., und X € R, X—~f, so konvergiert nach dem
Cauchy’schen Satze und mit Riicksicht auf unsere Voraussetzung
die entsprechende Folge {Y, (y,)} und ihr Grenzwert ist offenbar
unabhéngig von der Wahl der speziellen gegen f konvergieren-
den Folge. Wir bezeichaen ihn mit @ (f).

?) Vgl. zu diesem Beweis: Opérations, p. 213—214, Beweis des Theorems 2.
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Wir wollen nun zeigen, daf} dieses in R, erklarte additive
und homogene Funktional schwachstetig ist. Es sei zu dem Zweck
¢ > 0 gegeben und es bezeichne A die nach dem Hilfssatz fiir
R existierende Zahl, die man '>1 annehmen darf: wir behaupten,

dall | D (f)| <« e ist, sobald
FeR,, I, If(x)1<d (k=1,2,..., m),

wo d == d(¢/A) und m =: m(s/4) die nach dem Vorangehenden
fiir #|/A existierenden Zahlen sind.

Da nimlich R ;, schwachabgeschlossen ist, so gibt es nach dem
Hilfssatz fiir ein f¢ R, mit [f| <1 eine Folge {Y, ()}, derart dafl

X, =Y, UG, X~/ |X,|<A (=12,.)

nl

ist. Fiir geniigend grofie n wird dann | X (x,) | <d (k=1,2,...,m),
also gemiaB der Bedeutung von d und m |Y (y)[A]| <&/A und
somit | 0 ()] | lim ¥, (y)| <e.

Aus dem Bewiesenen folgt sofort die Schwachstetigkeit des
Funktionals @ (f). Denn es sei f€R,, f,—— 0. Es gibt dann nach
dem ,Resonanztheorem® eine Zahl C>1, derart daff {f | <CC
(n==1,2,...) ist. Ist nun ¢> 0 gegeben, so wird fiir geniigend
groBe n | (x)]|<d (k=1,2,...,m), wo m=m(gA),

Nun gibt es nach einem Satze des Herrn S. Banacu®) ein
Element x,¢ £, so daB f(x) = @ (f) fir feR,. Insbesondere fiir
feR, f(x)=Y[U(x)] ergibt sich daraus Y [U(x))]=Y(y,). Da
diese Gleichung fiir jedes Y (y) besteht, so folgt U(x) == y,,
w. z. b. w.

Korollar. Gibt es fiir die Elemente y (n=1,2,...) eine
Lésung won (1) und gilt Y (y,— y,) — 0 gleichmdfsig in bezug auf
die Menge der Funktionale Y(y) mit | X| <1 (X(x)= Y{U()]),
so gibt es auch eine Lésung fir y,.

Beweis. Es sei X—0 (X=7Y, [U(x). Es gibt dann ein
C>0,so0 daf} | X,|<<C (n==1,2,..]) ist. Daraus folgt

%) Opérations, p. 131, th. 8; dieses Theorem besteht offenbar auch dann,
wenn man den ganzen Raum E durch irgendeine lineare schwachabgeschlossene

Menge ersetzt.
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¥, (g9 | < Csup [Y (g g1,
also |Y (y) — Y, (y)] <¢& (n==1,2,...), wobei &~ 0. Da nach
Voraussetzung mit Riicksicht auf Satz1 lim Y (=0 (k=1,2,..))
ist, so folgt daraus ¥ (y)— 0, w. z. b. w.

§ 2.

1. Wir setzen nunmehr voraus, daB der Raum £ nicht nur
separabel ist, sondern auch eine ausgezeichnete Basis besitzt. Die

Basis {e,} heifit dabei ausgezeichnet, wenn fiir beliebige Zahlen

a]’ a2’ e an—!—l

!(tle]—}-...—l—anen+an+je"+1]>fa]el+...+a e |

non

ist?). Dagegen braucht sie nicht normierend zu sein, wie dies in
(I) vorausgesetzt wurde. Setzt man

X == Zg,-(x)en

i=1
so sind die g,(x) lineare Funktionale). Setzt man ferner fiir ein
beliebiges lineares Funktional f(x) :‘—jg,-(x)f(‘-’,-) |
i=1
) k
[P = Yg®f),
i=1
so ist )
— CYRIRTp
/1= sup |/7] = lim [ 9],
Eine weitere Bemerkung, die wir jetzt formulieren wollen,
ist die folgende:

Es ist f— f dann und nur dann, wenn 1° eine Zahl C> 0
existiert, so daf [fnjg C(n= 1,2,..), 2° lim lf(k)_ f(k)l DS
(k=1,2,...) ist. : oo

%) Diese Definition ist mit der in (I)
'%) Opérations, p. 111,
1) (I) p. 128, Hilfssatz 3,

p. 123 gegebenen offenbar dquivalent,
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Beweis. Es sei f—f. Es ist dann lim fo(e) = fle)
k n-rw
(i==1,2,...), mithin lim | £9— 9] = lim | 3 (£.(e)— /() g(x)|=0
(k==1,2,...). Die Bedingung 1° ist bel;:r:nt.

Umgekehrt seien 1° und 2° erfiillt. Es ist dann, da die Funk-
tionale g, (x) voneinander linear unabhingig sind, lim f.(e) = f(e)
(i=1,2,...) und da die Folge {e} eine Basisngildet, so folgt
wegen 1° sofort f— f.

2. Wir kehren jetzt zur Gleichung (1) zuriick und setzen
voraus, daf} es eine endliche Zahl i gibt, derart daB R(.-) schwach-
abgeschlossen ist. Es gilt dann der

Satz 2. Besitzt die Gleichung (1) eine Lésung x, mit
| x| << M, so gibt es fiir beliebige positive 7, &,, &,,..., & solche

kiy Kyyouvy kyy daf fiir jedes Y (y) (X (x)=Y[U(x)])
@) |Y(y)| < max [¢, max | X®] k=0, k, ;== 0, 7= M+7)

x-}-l_—
=0 i ey <k g

m

gilt; dabei ist k, (m=1,2,...,1) nur von 1, ¢,,..., & abhdngig.
Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so gibt es zu jedem n>0
eine Losung x, won (1) mit |x,| <M+ 7).

Beweis. Notwendigkeit. Es seien zunichst 1 und ¢, gegeben.
Wir werden zeigen, dafl es ein %, gibt, so daf} fiir jedes 30
die Ungleichung

|FG)| < max [(M+ 1) max |19, & sup /@]
besteht. Denn anderenfalls wiirde es Zahlen 7, & > 0 und eine
Folge {/,} mit £, 0, |
G |2 M+ P fir 0 <k<n, [, (x) |26 f2] fiir k> n
geben. Man darf hier, da beide Seiten der Ungleichungen homogen

1) Mehr kann im allgemeinen nicht behauptet werden. Dies zeigt schon

die Gleichungj:ﬁj &=1, wo es ersichtlich {ir jedes >0 eine Lésung
k=1

o0 0 .
{£) mit Y| £ | <141, aber keine mit M'|& | <1 gibt.
k=1 k=1 .
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in f sind, f,(x)) =1 annehmen und es kommt dann

; : 1
Sl=sup £ < (n=1,2,...).

>n 1
Nach einem bekannten Satze!®) gibt es daher eine schwachkon-
vergente Teilfolge f,-—f, die gegen ein Funktional f konver-

giert. Fiir # hat man

c 1 J(xp) .
also [f1 My = M_-*_ﬂ,—‘, was gegen |x,| <l M verstofit.

Wir zeigen nun: wahlt man noch ¢ >0 beliebig, so gibt
es ein k,, derart daf} fiir jedes f= 0

flxy) | << max (M + 1) max |f("') |, & max if(k)} , & sup |f”‘" )
O<hsshy In<hish, I

gilt. Anderenfalls wirde es némlich ein >0 und eine Folge
{f,} mit f,= 0 geben, so daB | £, (x)| > (M+m) | /% | fir 0 <k <k,

oG |22 £ fir by <k hptn, [ f, () |30y [ /0 fir Ry < ke
wire. Man darf wieder £, (x;) =1 annehmen und erhilt dann f 1= e,

(n=1,2,...). Es gibt demnach eine schwachkonvergente Teil-
folge £, . f und es ist

f(..xo) =1, If(x()) I »(M_I' ) |f(k‘1 fiir 0 <k"’£;/<1:
) > /9 e by <k,

was mit dem schon Bewiesenen in Widerspruch steht.

. .So fortfahrend gelangt man zu dem Ergebnis: sind beliebige
positive Zahlen 1, ¢, «,,..., &, gegeben, so gibt es solche k.,

kyy..., k;, daB fiir jedes /= 0 die Ungleichung
‘f(xo)‘\ < max [Em max ,!f(k) H

m=0,1,...,{ km<l: :;I(m—-}-l

besteht; dabej ist k_nur von 7, Blyeeny & abhéingig. (m==1,2,..)).
Aus dieser Ungleichung folgt sofort (3), ‘

) Opérations, p. 123, th, 3.
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Hinldnglichkeit. Wir bemerken zunichst, daf ¥, (y,) - 0 ist,
wenn X — 0 (X ==Y [U(x)]). Es gibt nimlich eine Zahl C>0,
so daf} | X |<{C (n=1,2,...) ist. Ist nun &> O beliebig ge-
geben, so setzen wir n=1, ¢ =¢/C (m=1,2,...,7) und bestim-

men demgemil &, k,,..., k,. Fir genigend grofie n hat man

dann | X™] < Wi fir 0 < k <k, also nach (3) 1Y, (yy) | <¢.

Demnach kann man, ahnlich wie im Beweise des Satzes 1,
das Funktional @ (f) fir fe R, definieren. Wir werden nun zeigen,

‘daf} fiir R, eine analoge Bedingung wie fiir R, aber mit @ ()

statt Y (y,), f statt X und i—1 statt i besteht. Es seien positive
Wy €5 Eye.ry &_, gegeben. Wir bestimmen die entsprechenden
ki, kyy..., k,_, fir R. Es sei nun fGR(“, O(f)+0. Es gibt
dann eine Folge {Y,(y)} und eine Zahl C>>0, derart daB

(X, (x) =Y, [UD

)(”—af, !X,, ‘ B Ca iYH (yo) 1 > ’r]';' \ (I’(f) ; (n - 1; 2) )
ist. Jetzt setzen wir &, = | @ (f)|/2 C und bestimmen das entsprechende

. - . X \ .
k;. Esist dann|Y, (yo) < max [e, max ;X,f 1) (k== ). Hier
m=0,1,...,7 k"l<k£k,,,+1
ist aber :

e sup | X | <o X, | < 1 0(DI< Yoy (1=1,2,.0),
ki~::k -

p—t

nl

mithin .
1Y (yg) | < max [e, - max ‘gX,(]k) i1 (n==1,2,...).

m=0,1,...,i—1 Icm\'.’:k,mkm_vﬂ
Fiir n— oo ergibt sich daraus

. . e
[0 (f)! < max [¢, max ‘.f( )H
m=0,1,000=1 kl;l<ik““‘k111+l

und man kann hier k; durch oo ersetzen.

Auf Grund dieser Ungleichung kann man hnlich wie frither
das Funktional @ (f) wieder auf R, erweitern und eine analoge
Bedingung mit i —2 statt i —1 beweisen. So fortfahrend gelangt
man bis zu R,_,, und es ergibt sich ein dort erklirtes additives

und homogenes Funktional @ (f), das eine Erweiterung .des in

Studia Mathematica. T. VIIL 11
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R, erklirten bildet, von der Beschaffenheit, dafl zu beliebigen
120, >0 es ein k, gibt, derart daf fiir jedes feR,_,,

|2 (f)] < max [(M+7) max |[fP], &|f]]
0L k==l

gilt. Dieses Funktional kann man noch einmal auf R, erweitern
und es erweist sich ahnlich wie im Beweise des Satzes 1, da ja
R, schwachabgeschlossen ist, als schwachstetig. Dariiber hinaus
ergibt sich durch eine der oben durchgefiihrten analoge Uber-
legung, daf} fiir feR, und beliebiges 7> 0 |9 (f)| << (M+n)|f]
ist. Man kann hier fiir /4 0 das Gleichheitszeichen ausschliefien,
da 7 beliebig war.

Es sei nun R die Menge der Funktionale feR,, fiir welche
@ (f)==0 gilt und f e R, derart, dal @ (f,) =1. (Ein solches f; gibt
es, wenn nur y,= 0, was wir annchmen diirfen). R ist schwach-
abgeschlossen und man hat fiir feR und beliebiges 7> 0

Nach einem Satze des Herrn S. Banach4) gibt es dann ein Ele-
ment x; mit |x,| <M+ 7, derart daB f,(x) =1, flx) =0 fiir
feR. Daraus folgt leicht, daB @(f) = f(x,) fiir feR, ist, da
jedes fe R, sich eindeutig in der Form f= afy+ g darstellen laBit,
wo « eine Zahl ist und geR. Insbesondere fiir fe R, f= YIU(x)),
erhilt man @ (f) =Y (y,) =Y[U(x)] und, da Y (y) belichig war,
Yo=U(xy), w. z. b. w.

3. Wir gehen jetzt zum allgemeinen Fall iiber und machen
keine Voraussetzungen iiber die Menge R. Wir haben dann den

Satz 3. Besitzt die Gleichung (1) eine Lésung x, mit
[x| <M, so gibt es fiir jedes 1> 0 und jede Zahlenfolge {s}
mit £>0, &—0, eine Folge {k}, so daff fiir jedes Y(y)

@) [Y (g | <sup [e,, max | XP|] (k;=0, eg=M + 1, X () =Y[U(x)])

m==0,1,2,... km<kskm+]

gilt; dabei ist k_nur von 7, &.eeey &, abhdngiy (m==1,2,...).
- Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt fiir irgend eine Folge {¢ }

mit 0 <&M, & —0 und beliehiges n > 0, so gibt es fiir jedes
1> 0 eine Lisung x, von (1) mit | x| < M+7;.

) Opérations, p. 125, th. 6.
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Der Beweis ist dem des Satzes 2 villig analog; man mufl
nur bei dem Beweis der Notwendigkeit das dort angezeigte Ver-
fahren unendlich viele Male wiederholen. Man beweist sodann le.cht
die Ungleichung (4). Der Beweis der Hinlinglichkeit ist noch leich-
ter, denn aus (4) folgt sofort eine analoge Ungleichung fiir Ry,

(2Nl <sup [e, max|fY]]
m==0,1,... km<k';'—'km+l
und diese iibertrédgt sich fir jede Ordnungszahl ¢ auf R, und
gilt daher in der kleinsten schwachabgeschlossenen Hiille von R.

Bemerkung. In den Anwendungen wird sich manchmal
die folgende, derjenigen des Satzes 3 iquivalente, Bedingung als
mehr brauchbar erweisen:

Besitzt die Gleichung (1) eine Lésung, so gibt es fiir jedes
¢>0 und jede Zahlenfolge {A )}, A,>0, eine Zahl 6>0
und eine Folge {I}, derart daf fiir jedes Y (y) die Beziehungen

X(x)=Y[U(x)], | X" <0 fir 0<k<,,
iX(k)!\<A,- fiir L<k<ly, (i=12,..)

die Ungleichung |Y (y,)| <& zur Folge haben; 0 ist dabei nur
von € und [ nur von ¢, A, A,,..., A, abhingig (i=1,2,...).
Ist umgekehrt diese Bedingung fiir irgend ein ¢ >0 und irgend eine
Folge {A)} mit A,>0, A - erfiillt, so ist die Gleichung (1)
l6sbar. (In analoger Weise lift sich auch Satz 2 formulieren;
nur muf beidesmal verlangt werden, daf3 die A, beliebig sein
sollen).

Beweis. Notwendigkeit. Wir wahlen 7 =1, g=¢/4,, und
bestimmen &, k,,.... Offenbar kann man dann [=%;, d= ]——WS_—?—Z
setzen.

Hinlanglichkeit. Wir bestimmen zu & und {4} das entspre-
chende 0 == 0 (¢) und {/}, und setzen M= &/d(¢). Es sei nun 7> 0
beliebig gegeben. Wir setzen &,=¢/4, und k= [ (i==1,2,..),
Es ist dann ¢— 0 und fiir jedes Y (y) gilt
Y (yy) | < sup [e, max |X¥](k=0, =M+, X()=Y[U)).

m==0,1,... km<k5km+1
Denn ist fiir ein Y (y)
1Y (yp)| > sup [g, max|X¥],

=01, gy ekt
. 11*
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so darf man wegen der Homogenitit beider Seiten in Y(y)
Y (y,) == ¢ annchmen und es ergibt sich dann

5X(k)$<~[l'7:—ﬂ < 1% =0 (e) fir 0 <k-I1, ‘X(k)l<'£w = A,

fiir lm< k \< lm-{—l .
Es sollte also |Y (y,)| <& sein, entgegen der Arnahme.

§ 3.

~ Wir wollen nun einige Anwendungen unserer Sétze mit-
teilen %),

1. Fourierreihen.

Satz 4. Damit —%— a,+ 2(0" cos nt+b,sin nt) eine Fou-

n=l1
rierreihe sei, ist hinreichend, daf3 die Reihe

i.oao+7.1a1-{—.111b]+...+Z a+ub+...

non n-n

inbezug auf alle endliche Folgen {1}, {u ), die der Ungleichung

{].0+7,1cost+,ulsin t+...+ 2 cosnt+u sinnt+... ] 1

“n

fir 0 <t < 2% geniigen, gleichmdfig konvergiere.
(Eine dhnliche Bedingung gilt fiir den Fall der Fourierreihe
einer stetigen Funktion).

Beweis. Wir betrachten das System der Gleichungen
27 2
fx(t) cos ntdt=a_, fx(t) sinntdt=5, (n=0,1,...),
0 0 ’
wo die a,, b, gegeben sind und die unbekannte Funktion x (@) in
(0,27) integrierbar sein” soll. Ordnen wir jedem x == x ) die
Folge ¢, ¢, 8,, Uyy Byy.en ZU, WO
2;7 27
@ = /x(t) cos ntdt, g == /x(t) sinntdt (n=0,1,...)
0 0

_ ~ :
und setzen y={q, Gy Fryeeey @y 5.0}, so bekommen wir
offenbar eine lineare Operation y = U(x), die den Raum L auf

) Vgl. zu diesem § Opérations, p. 65—67.
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einen Teil des Raumes (s) abbildet. Der Raum (s) ist vom Typus
(By) %) und jedes lineare Funktional Y (y) in (s) ist von der Form

Y(y) =17, @yt koat bt ...+% a+ w0, b .
Die Menge R besteht aus den Funktionalen von der Form

2T

(s) X(x)=Y[Ux)]= ‘/x(t) (At % cos ¢+ 1 sint + ...
0
+72,cos nt+ u sint] dt.

Wir bemerken nun, daf) R(l) mit dem Raum aller linearen

ax

Funktionale in L identisch ist. Denn ist f(x) — / x()g(®)dt ein

0
beliebiges lineares Funktional in L, also g(f) meBbar und be-
schréankt in (0, 27), so sei 0 (#) das n-te zu g(f) gehdrige Fe-
jérsche Polynom. Es ist dann |0, (#)| <K, wo K>0 von n und
t unabhéngig ist, und lim 0, (f) = g (?) fast iiberall %), mithin

27

2:

27
lim —/x Do () dt = fx () g () dt fiir jedes xeL.
n—x h

Setzen wir noch y=(ay, a;, b,,...), y,=(ay, @, b,..., a,, b, 0,0,...),
so sind die Voraussetzungen des Korollars zu Satz 1 erfiillt und
wir erhalten den Satz 4 indem wir bemerken, dafl die Norm des
Funktionals (5)
| X| == max | A+ % cost+pu, sint+ ...+ cosnt+y, sinnt!
Ozate=271

ist.

2. Systeme linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbe-
kannten.

Es sei das System

l‘{] 8
R
)
e
x>
I
O
=
f
=
>
<

(6)

»
[

vorgelegt, wobei

16) Loe. cit.?).
1) A, Zygmund, Trigonometrical series (Monografije matematyczne,

Warszawa-Lwow 1935), p. 46, 3.22 und p. 49, 3.31.
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a,= 0 fir k<i, a,+0, Xa,|<wo
k=1

angenommen wird, Wir setzen ferner voraus, daf es fiir jedes /
o
eine Folge von linearen Kombinationen der Reihen 2a,
k=1
(') 3

(n) (n) ,
)” {“ al k + “ a" k + + m am" 2
k=

gibt, derart daB 2];:1 a,+.. —Ht("’ a, | unter einer von n und
k=1
{ unabhiing'igen Schranke bleibt und dafl

lxm(u a,,+ .. +;t,f,") ,,,k)“‘Ofur k£, =1 tir k=1

n—rx

ist. Es gilt dann der
Satz 5. Ist die Reihe 31 b inbezug auf alle endliche

Folgen {1}, die der Ungleichung 3| a;,+ %y ay,+ ... | <1 genii-
k=1

gen, gleichmdfSig konvergent, so besitzt das System (6) eine Léosung
1§, mit §,—0.

Beweis. Setzen wir fiir eine beliebige Folge {5} mit §,—— 0
= Zaik g}; (Z: 1, 2,.. '): X == {gk}a 4 =:{')i};

s0 bekommen wir eine lineare Operation y == U(x), die den Raum
(c,) auf einen Teil des Raumes (s) abbildet. IstY (y) =4 7+ ... +2 1,
ein beliebiges lineares Funktional in (s), so wird

@ X(x)zY[U(x)]r2</lalk+%a2k+ +h,a)E,

k=1
und die Menge dieser Funktionale bildet den Raum R. Ry, ist wieder
mit dem Raum aller linearen Funktionale in (¢,) identisch. Dies folgt
aus unserer Voraussetzung nach dem unter?) zitierten Satze des
Herrn S. Banacu oder auch leicht direkt. Setzt man nun y,= {5},
={b,, b,,..., 5,,0,0,...} und bemerkt, daB fiir y, das System (6)
elne Losung be51tzt so ergibt sich, da die Norm des Funktionals (7)

| X] = 2!7 a,+...+2a
Satzl

| ist, der Satz aus dem Korollar zu

n nk
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Es sei nun das System

oo

(8) Ea;k;:k: b,- (111) 2,...)

k=1
vorgelegt, wobei a,=0 fir k<i, a,# 0 und die Folgen
{a,)ay,...} als beschrinkt angenommen sind. Ist m fest, so

gibt es fiir jedes & Zahlen c;"' ¢ SN c:’kderart, dafy
== zwcz"ka,." (i=1,2,...,m).
n=1

Wir setzen nun voraus, daB es eine Konstante B > 0 gibt, so daf

m

2l < B m k=1,2,..)

ist. Es gilt dann der

Satz 6. Gibt es zu jedem &¢>0 ein ny, derart daff die
Beziehungen n>m>ny, |h a,+2 0. 4. +ha,l<1
(k=m, m+1,..., n) die Ungleichung | b +}"m+1bm+l' .
+4.b, | <& zur Folge haben, so besitzt das System (8) eine Lo-

sung {;L} mit y|5k|<oo
k=1

Beweis. Setzt man fiir eine beliebige Folge {5} mit

o0

Zlgkl<w! xz{.i:k}, I']i: Zaik‘fk— (i:1127"‘)’ y:{,']i})
k=1

k=1

so bekommt man eine lineare Operation y=U(x), die den
Raum (/) auf einen Teil des Raumes (s) abbildet. Ist

Y(y) =M+l + 40,
so wird

X(x):Y[U(x)]zzw'(L ay b tha ),

X (x) = 5’(2 atetha )6,
=l

n nm
m

IX(k)lzmaxlllalm—’- +;nanm1'

: 1=m=k
Bezeichnet man noch die Folge {6} mit y,, so ist unseres System (8)
mit der Gleichung y,== U(x) dquivalent. Wir wollen nun auf diese
Gleichung die Bemerkung zu Satz 3 anwenden.
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Wir bemerken zu dem Zweck zunachst daBl es eine Zahl
M > 0 gibt, so daf fiir beliebige %, Z,..., 2,

9k bA Lyt AL b, | < Mmax haj b t+ia,l

T:Zk=n

ist. Nach der Voraussetzung gibt es nimlich ein n, derart, daf}
[hyiaby gt 2,0, 1 <01 wird, sobald die Ungleichungen

n>ng, |l gt et e, < k=gt 0)

bestehen. Es gibt ferner offenbar eine Zahl M'> 0, so daf} die
Unglexchungen 1/ ay+ ..o+, e, <1 (k=12,..., ny) die Un-
gleichung [Z,| <M’ (i —1 2,...,ny) zur Folge haben. Ist nun

n>ny, |ha,+... Fha, <1 (k=-1,2,...,n),
so folgt daraus zundchst

a A+t a |1 (]C”-:l,Q,....I'I()>,

1 g gkl

dann fiir ny+1<Ck<{n

n " l

U‘,,N+1al.‘,+1,z+ +h,a, <+t a

n“nll
+ A “1L+ +/nla"‘
L1+ X yay,+lay+ .. AL oa )

1

I

1

"y

L1+ 21 <1+ B
Demnach hat man

Vigbyt o b | bt D b A b b

n"nl ng Uy “n,4-1 " ng-1

SM (b +...+1b, N4+1+-B=M.

Daraus ergibt sich leicht (9) wegen der Homogenitit beider Seiten
in 2y, 2,0, %, Es seien nun positive ¢, 4,, 4,,.. AL gen
geben. Man darf annehmen, daff &< QMA A < A < ... Ist.
Wir setzen

=, &7 S0 (i=1,2,...; A=10
1 1(A+BA ) \ 2 H A() d)

und bestimmen £, k <k,+1, so daB fiir n=m> k&, und belie-
bige 7, 1, ..,. , die den Unglelchungen
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|ttt | <1 (k=mym+1,...,n)

geniigen,
“m “m m+1bm+1+"'+lnbni<8i
sel.
Es sei nun
vetla |0 fiir 0 <Ry,
(10) nonk l = kl

|4, at. 4 a (<A, fir <k ki.

Wir bestimmen zuerst §, so, dafi k, <n <k, ., sein soll. Aus (10)
folgt fiir 0 <k <k,

11) I]“1a1k+"‘+)’klak,k]<5’
also fiirr &>k,
ky
[A ay,+ ... +/'L,qaklk| == | Zcf‘k(llall+ ...—}—lklak! Y| Bd
=1
mithin ist fir &<k <k,
|7“1<,+1 QG gt T )“lc.lakzkl = Mkl-{—l Qe T ,a,,l

LMayt oot ha, e, +.o . +h e | <A+ BJ.

In analoger Weise zeigt man, dafl fiir k,<<k<Ck, die Un-
gleichung
|7vk+1akﬂ-|—1 p "'+l1< ak,k1<Az+BA1

gilt, indem man bemerkt, daf fir &<k, |4a,+...+ Zkzak:k[ <A,

ist, u. s. w. Es ist demnach

[Agbyt v b Al [ < Abt ot hy, by L [ Dy b b oo g By |
LR o W byt b | < MI+e (A B+ ...

+e (A +BA_) z% +Ept -2-0%- <&, w.z b w

4

(Regu par la Rédaction le 15. 9. 1938).
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