Sur les multiplicateurs des séries de Fourier
Pﬂl’

J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

1. On dit qu’une suite numérique {4} est un multiplicateur
des classes L™ et L°, en symboles {4} e (L', L), lorsque pour toute
fonction fe L',

(1.1) f(x) = %0— -+ f(a,, cos x4+ b, sin ¥x) == EA,, (x),
1 1

la série
(1.2) ¢ =1L A
1

représente une fonction de classe L°. Une définition analogue
subsiste aussi pour les séries doubles. A savoir, on dit qu’une
suite numérique {4, ,} est un multiplicateur des classes L™ et L°,

u,

ou bien {4, ;e (L', L%), lorsque pour toute fonction fe L,

f(x7 y) = Zlm,nAm,n(x’ y)’

myn==1

43 m+1, n41 (x,y)= a, ,cosmxcosny + bm, . COS m.x sin ny
+e, sinmxcosny+d, sinmxsinny,
la série
©
(1.4 g, ) =2, A, (x,y

myn==1

représente une fonction de la classe L°. Cette définition peut
€tre encore généralisée aux séries de plusieurs variables. Le théo-
réme central du présent travail est le '

2—-2
+ 2|7
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Théoréme 2. Les inégalites

i1 A1
2—2 2-2
51 - . . s
K:‘v 3T Z, )‘.”. v /'.”—vH, [ /"/l, 1'+1+ /'.qu], -1 :
(1 5) H==2 ¥
241 £1

2-—2
. . ' . A
“u, 21 /',¢+1, PXan! | ™ 2 ’ )"2“' M /vzu' 1l + /~21:+1~1' a1y f <M,

. 3
‘u.'::T' r==2i?

ot &, 8=0,1,2,... et M est indépendant de o et 8, entrainent
(1 '6) {)vl', ‘Vl} € {Lr! ‘Lr,} (r > 1)'

Pour rendre la démonstration plus claire je démontre d’abord
le théoréme analogue pour les séries d’une variable. En appli-

quant le théoréme 2 & certaines séries particuliéres jobtiens le
théoréme 3. :

Enfin je donne quelques généralisations de ces théorémes.

2. Théoréme 1. Les indgalités

2.1 II‘.Q,I\{M r=12,3,..)
gte--1

(22) 2 H'r_' ;',-+1 <M (a =0,1, 2: o )

entrainent

(2.3) ‘ {Zye{l', L"}.

La démonstration de ce théoréme est basée sur certains
résultats dis & J. LirtLewoon, R. Paley et A. Zyomunp.

Lemme 1. Soit

41
2-1

@) =340, 4h)=40) = 3 A,
[}

2"

On a

27 iz 27

@5) A [(3 A )" dx < [1f1dx < B,[(Z @) dx >,
0 o 0

ot A et B,') désignent des constantes positives?).

1) Les lettres 4,, B,, C,, désignent des constantes différentes dans les
différents contextes.
7 Paley et Littlewood [2].
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Lemme 29). Soient {f,} une suite des fonctions définjes
dans lintervalle (0,27) et n==n(#) une suite arbitraire des nom-
bres entiers positifs. En désignant par S, , la somme partielle
d’'ordre ¢ de la fonction f,, on a pour tout r > 1

27

(2.6) /()’S VP dx A /( ¥l
B
Posons
-1
2—1
(2.7) ' Ay x) = X1,A, (x).

2"

Pour démontrer le théoréme 1 il suffit d’aprés (2.4) et (2.5) d’établir
'inégalité

oo 2
(2.8) [ (2 2, x) " dx < A, / 2P ) Pdy

0 0
avec 4, indépendant de la fonction considérée /. Or, on a en
appliquant la transformation d’Abel,

el
9.9

@9 A= 21 @O~ L)+ () Ry,

Je=2"

ol
(2.10) Pon = 2 A (x).
"
L’inégalité de Schwarz donne en vertu de (2.9), (2.1) et (2.2)
1 .
211) 471, x) < (2M) 5’21/ buga o A Vg |17 (),

ce qui donne d’apres (2.6)

27 21 -

, , 12
[0 e <omy [(3 S0,
0 0 ‘ . ;

Ill$2’r

gy | (O P dx

% Zygmund [5] et {6].

6y [
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2 i 1
P /2 £
@MY A, [(Z Ity St iy, 21 d
0 " ne=0"

<eMyA [(Z2 @),
[}
L’inégalité (2.8) est donc entiérement établie, ce qui achéve la
démonstration du théoréme 1.

3. La démonstration du théoréme 2 est tout i fait analogue
a celle du théoréme 1. Il faut d'abord généraliser les lemmes 1
et 2 aux séries a deux variables. On voit d’abord que le lemme 2
s'étend aux séries doubles d’une fagon immédiate, de sorte que
I'on a le

Lemme 3. Soient {f,(x, y)} une suite des fonctions défi-
nies dans les réctangles {(0,0), (27,27%)} et m=m @), n =n(®)
deux suites de nombres entiers positifs. Désignons par S,  ; la
somme partielle d’ordre «, ¢ de la série de Fourier de la fonetion 7
On a, pour tout r > 1,

21 247 27 24
an | / st Vidxdy <A, [ [(Zfy axdy.
boo von .

Pour presque tout x la fonction f(x,y), considérée comme
fonction de la variable y, est une fonction de la classe L.
Posons

£ (e, y) = 2_7(0,‘,,.(,\*) cos iy + b, ,(x)siniy),

i=0

q
S, g (@) = 2(a,,,i(x) cos iy -+ b, ,(x) sin iy) .
i==0

On a d’aprés (2.6)

27

Yy n

) dy < 4, [{ZF 0,9y dy.

0 0

En intégrant la dérniére inégalité par rapport & x, on trouve
27 21 2 2

63 [ [zst wytaxdy<a, [ [(Zrm
v 0 0 _

Studia Mathematica. T. VI
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D’autre part, la fonction .S, . (y), considérée comme une fonction
de la variable x, est pour presque tout y une fonction de la
classe L. On vérifie facilement®) que la somme partielle d’ordre
@ de sa série de Fourier est égale a S,,,,e_" (x,y), ce qui donne
d’aprés (2.6)

27 2T
[(ZS’:m,n (x’ y))r/z dx <Af /(ZIS“%". n (-l])) " d‘x "
0 . 0

Il en résulte
27 2a 2

(3.4) / f{ESfm'" Ge, )Y dx dy < A [ /‘(25,2\, u (y)™ dx dy.
0 0 o 0

Les inégalités (3.3) et (3.4) donnent (3.1).

L’extension du lemme 1 au cas des séries & deux variables
est aussi facile, bien que les calculs deviennent plus compliqués.
Le lemme 1 est équivalent au

Lemme 45). Soient w, () les fonctions de Rademacher. La
définition des <, (x) étant la méme que dans (2.4), on a pour
tout 8 (0 3= »/2, v, u entiers)

27 2 27
65 4, [lf@ldx< [1 Zo,0)4,@ldx < B, [|707dx.

Posons
o(n) =p+1 si PLn< 2™,

L’inégalité (3.5) peut &tre écrite sous la forme

2 27 2
68 4, [If1dx< [| Zo,, @ 4,0dx <5, [|fdx.
0 0 0

Il en résulte pour toute fonction f(x,y) et presque tout point x
27 27 27

4 [11w )y < [| oy, A, wldy <5, [Ife, pidy
V] 1] b

*).Grace a4 un théoréme classique de M. Riesz, d’aprés lequel les som-
mes partielles d'une série de Fourier d’une fonction fSEL"(r=>1) convergent for-
tement vers f. Riesz [4].’

f) Littlewood et Paley [2],

Multiplicateurs des séries de Fourier. 83

En intégrant cette inégalité par rapport & x, on trouve
271 27

o

T2

A f [irworaxdy < [ [1S0,,04,, @0 dedy
- (3.7 “ 0 00

271 27

<8, [ [1fteprdcdy.
b0
En itérant I'inégalité (3.7) on obtient
27 2.:1 2;1 27
A4, f ./if(x,y)l'dxdy < / f | 20,0y ) 0, (0) A, (6, 9)  dx dy
cg "

< B, f fIf(x,y) fdxdy.
00
Le résultat démontré peut &tre formulé dans le
Lemme 5. Soit

feo) = A, (),

m, n==1
(3'9) 1 1
2-1 2-1
‘{It/ kn == 451 ./S’A,,,,,,(x;y)-
o 9t v
On a (0,0 /2", v et u entiers arbitraires)
27 2 21 27

4, [ [ |fGe, )l dxdy < f f | S, 6)0,@)4, (x,y){ dx dy
sy 0 J

27 21
<B, [ [if )i dxdy
[V
2 27 A 27 27 v
a [ fircpracdy < [ [(3 2, o) dxdy
@iy O R

<85, f f fG, )l dx dy.

L’inégalité (3.10) est identique avec (3.8), et (3.11) est une con-

séquence immédiate de (3.10) et du
6+
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Lemme 6¢). On a pour toute suite {a, .} et tout r> @

L
612 A ) [ [1Xa,,0,0 0,00 d0dr B (Ve
00 '

Ce lemme est connu. C'est une généralisation de l'inégalité de
KHNTeHNE :

1
613 A(Za)"< [| Ta,0,0)d0 < B(Xa!)".
4]

Pour la commodité du lecteur je vais réproduire la démon-
stration de linégalité (3.12). Soit s entier positif. On a

11
/ [ | 2 a, o, () ) dodw
v oo
— ¥ (29)! 204 Dagy
T @a) @)l @] Fmaeny gy e

,
2uy

mygnyg

ce qui donne

11
(3.14) / [ a0, O () [*do d6’ ('2% »
0 i st 2

00

9

“ 5
a Y,

nyn

Soit maintenant s —2 < r < 5. L’inégalité de Holder donne
d’aprés (3.14)

11
(315) /f ! Eahl.n mm (ﬁ) wn (61) I,d() d”I/“ Ar (2/Y aﬁl n)n2 .
00

Les inégalités (3.14) et (3.15) démontrent la seconde partie de
P'inégalité (3.12), lorsque 7 > 2. La premiére partie de cette inégalité
pour r>2, de méme que la seconde partie pour r <2, étant ba-
nales, il reste 4 démontrer la premiére partie pour » < 2. Remar-
quons d’abord que I'on d’aprés (3.19)

11
(3.16) [[lz;'am’" @, (Do (8) dody < 3 (‘/\Ja? %
00

myn’ "

%) Paley [3].

)r/"l
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. 2 7 2 - : - s
Soient s— Ma, , S= | 2'a, w () (') et A Pensemble

des points (0, () tels que [S(0,6)| >5/2. On a d’une facon

évidente
0o A CA 00

Il s’ensuit, d’aprés (3.16), 17y +2ylA]|, ou bien |4 > Y.
On en tire
11

1)'1 re. 1,

b/.b/‘}swo dy’ = (7 R

ce qui achéve la démonstration du lemme.

4. Supposons les -/, ,(f) définis par les formules (3.9). Posons

(4'1) g == EZ}I, v A.ll,l (‘x’ y)
P qv

42) S, Cox, )=, (g x,8), r,,, = 2 XA (x5,
at g?

Pour démontrer le théoreme 2, il suffit de prouver I'inégalité

27 27 27 271
(43) / / Xy (G x, ) dxdy < A, / / (2, (x,y) " dxdy.
00 0o
En tenant compte de (4.1) et (4.2) on trouve
H-b1 el
3-2 2-2
J.“'V(/'., X, y) = P s [/‘i,j—/‘i,j+1_l“i+1,j+/‘i+1,j+1]
2.”» 21'
r4-1
22
(4.4) + S r2.11+1_1’j ‘(/vz‘uﬂ“q__l’j ——— /'f-‘.'"+1-—l,j+1)
2"
1
o . “
+ X 1y gty O ety — By bt g) T et g gy
2.“
Il en vient, d’'aprés linégalité de Schwarz et les formules (4.1)
et (4.2),
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@5) 4 () <M{X X7,

Ry
T 2
+2, Foud1_y ;
ol les limites de sommation sont les mémes que dans la for-

mule (4.4). :
L'inégalité (4.5), appliquée aux termes de la somme

S = 24,?,@ (. x, ),

by R P T g

7“2"'-“»1,/ - 7’2!'1—’2.-1, jb1 [+ .. s

donne d’aprés (3.1)
20 27 27 2
[ f (3 22" dxdy < M. [ [ (34 (e, dx dy.
o 0 0 0
Le théoréme 2 se trouve ainsi entidrement établi.

5. Théoréme. 3.7) On a les relations

‘ 2

(5.1) { Zz%nl} (L, 1),

(5.2 { ;;21 ng} e{L, L} (r<< 1),
(5.3) {Im—:}?} e{L,L).

' Il suffit évidemment de démontrer que les suites en question
vérifient les inégalités (1.5). |

mn

Considérons par exemple la suite 4, , —= ~~==—33 on frouve
m* - n

L . ’ ) :
(5'4) l /'m,n Am-}—l,n Lm, ndb1 lm—-l—l. a1 | ':: 7/(m + nz)’

. 2 2' a7
CAINm® 0% [, — A <IN

(5.5)

[ Z‘m.n - lm—}-l,n

Il en vient

]<:u,1' ()') ‘< 2

1 1 1
S+ 3 ::z_l—‘\7 = zmn
| \/m +n m’ -+ n
ol les limites de sommation sont les mémes que dans la for-
mule (4.4). On en obtient, en supposant 1 < v,

K, ., <09

m2+fl“ \/m +n

7) Le probléme résolu par ce théordéme

a été posé M. ], Se :
Le cas r =2 st banal, posé par M. . Schauder,
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[.a démonstration pour les suites! -3 5, et est tout
CRPNE
|m’ 40 7 M+’

3 fait analogue.

6. Le théoréme 2 peut étre facilement généralisé aux séries
d’un nombre quelconque des variables. 1l faut d’abord généraliser
les lemmes 3 et 5. La premiére généralisation ne présente aucune
difficulté et la seconde peut &tre obtenue facilement par itération
de I'inégalité (3.7) et par une généralisation convenable du lemme 6.

Je ne crois pas utile de reproduire les calculs ni de formuler
explicitement la généralisation du théoréme 2 au cas d’un nombre
quelconque des variables et je ne donne que I’énoncé d’une géné-
ralisation du théoréme 3:

Théoréme 4.%) On a pour tout r > 1

92

f m; l S . '
(6.1 3= —ce L, L} i=1,2,...,5)
( ) lmf+m§+...+miJ ' ! (

| mmy

e {L, L) (,j==1,2,...,9)

6.2 R — - 5
6.2) \m +ml+...+m

7. On peut généraliser les théorémes 1 et 2 encore d’'une
autre maniére. Ces généralisations sont étroitement liées avec le

Théoréme 5. Soit {f,} une suite des fonctions définies dans
Pintervalle (0,27). Posons A, ,(x)= 4, (f). On a

nv

2 1 97
00 4, [(Zfy dxs [ dx < B [(XF" d.
0 0 o

Il sera plus commode de formuler d’abord un lemme:

Lemme 7.9) Soit U(f) une opération linéaire dont le do-
maine et contre-domaine est espace L. On a pour toute suite {f,}

2 ”
(7.2) [(2 U2 (f'l))l‘/Q dx f\< Ar Mr/2 f( Efg)r&,
0 : ;

¢) Ce probléme m'a été posé aussi par M. ]. Schauder.
1) Ce lemme est connu; voir Zygmund [6] et Zygmund et Mar-

cinkiewicz [1].



88 J. Marcinkiewicz.

ott M désigne la norme de l'opération U. En effet, on a d'une
facon évidente

U{2w, 0)f ()= X ) U(f).

Il en vient
27

[| Zo,@ U de<M™ [| Z0,0)f,)] dx.

0 0

En intégrant cette inég#lite’ par rapport a U et en appliquant ’iné-
galité de Khintchine on trouve (7.2).
Pour démontrer (7.1) je pose pour toute fonction f(x)

(7.3) F,x)== 2w, () A (f, x).

D’aprés le lemme 4 on conclut facilement que, pour tout fe L’,£(0, x)

est une opération linéaire & domaine et contre-domaine L’. En

appliquant l'inégalité (7.2) on en conclut

27 27
4[RO <A [(ZFydx,
0 ‘ S0
ou bien, en tenant compte de l'inégalité de Khintchine,
1 2 27
(7.5) / [ 2 0 (@) f, (b, 2| dV dx Ar/ A-’yf,g, (x)|dx.
0 0 0 ‘

On en tire, d’aprés le lemme 6, le second terme de Pinégalité (7.1).
Drautre part, f(x) peut &tre considéré comme une opération sur
la fonction f(6, x), car on a d’une fagon &vidente UU(f))==f.
On en tire d’aprés (7.2)

2 9
[(fo )r/2 dx < Ar [(fo o, X))r/‘z dx,
U b
ou bien, d’aprés I'inégalité de Khintchine,
w 1 27
[ (Zfydx < Ar[ / | 2w, (0.0, %) [ dxdv.
0 0 0

En intégrant la derniére inégalité par rapport a ¢ et (/' on trouve,
d’aprés (2.12), la premiére partie de I'inégalité (7.1).
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Nous avons formulé et démontré le théoréme 5 pour les
fonctions f réelles, mais ce théoréme subsiste aussi pour les
fonctions complexes de sorte que l'on le

Théoréme 6. Soit
[ =2 C, ¢ M A" ()

1= 0 =1
-1
2—1
. . N »4lm)
gy T et Ai .
i==2"

On a

27

21 27
(16) A, f (2 H" xw/(244,,,»2)'”2(/.«3,/(.»‘;'af,i"y?dx (r<1)
0

0 0
La démonstration est la méme que dans le cas des fonctions
réelles, car les lemmes 1,6 et 719 sont vrais aussi pour les fonc-
tions complexes. ‘
Comme une conséquence immédiate de ce théoréme on
trouve le

Théoreme 7. Soit .

f=3e = S A0 4(H=3 4,0
(7.7) 0 1 2
A [T, ().
On a

1

27 1
08 A, [ifrdx< [(31490Py dx < B, [i 1 dx.
0 o " 0

Pour le prouver, il suffit, d’aprés le lemme 1, de démontrer
I'inégalité suivante:

1 1 1
(7.9) A4, / (X)) dx< ] (21407 dx < B, f (X, 2y dx.
0 o M 0

Or, la derniére inégalité resulte immédiatement de (7.6) lorsqu’on

y pose f, =,

) Pour le lemme 1 voir Littlewood et Paley [2]. Le lemme 6 pour
les coefficients complexes est une conséquence immédiate de (3.12) dans le cas

R ,
ot les a,,, sont réels.
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L'inégalité (7.8) peut é&tre écrite, d’aprés I'inégalité de Khint.
chine, sous la forme
27

2 22 1 )
1.10) A, [1f1dx< [ [(| SO oI dedo < B, [ i1 dx,
0 0 0 0

olt () est une fonction n'admettant que des valeurs entiéres,
constante pour les indices appartenant 4 un groupe quelconque
49 et différente pour les différents groupes 4. D’aprés un
théoréme classique de M. Riesz?) on conclut de l'inégalité (7.10),
pour toute fonction réelle définie dans I'intervalle (0,2 7),

1 1 27 2.:1
(711 A, [iffde< [ [ | Dy ) A dedd < B, [ |7 dx.

0 00 0

En appliquant I'inégalité de Khintchine on en obtient le
Théoréme 8. Soit

1'—}-1
21
fO=2A(0; 4= 2A,(x
L o g
2421
‘//1('): 2 Alu (A')'
2"-1-2"

On a
27 27 27
(1.12) A, [ dx < [(Z 9Py dx < B, [if@rds ¢>1)
0 0 :J
Ce théoréme donne par la méthode utilisée a la démonstration
du théoréme 1 le

Théoreme 9. Soit {1,} une suite numérique vérifiant les
conditions

(7.13) L < M,
21'+2i‘1’—1
(7.14) D= | <M.
On e
a
(7.14) (L yelL, 1) > 1),

"y M. Riesz [4].
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Il est aussi clair que l'on peut généraliser dans cette direction le
théoréme 2. On pourrait aussi itérer cette généralisation en divi-
sant les interval{es ('2"—{—21, 2v+2i+1——~1) en sous-intervalles de
la forme (24242, 2"+ 2°+ 9 1) (j<i<n). Lidée di
rectrice de toutes ces généralisations est tout i fait claire et les
calculs peuvent étre laissés au lecteur.
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