Uber das allgemeine Dreikérperproblem
von

W. NIKLIBORC (Warszawa).

Zweite Mitteilung.

Grundlegende Formeln fiir die Geschwindigkeitskomponenten.
Einleitung.

Diese zweite Mitteilung iiber das Dreikdrperproblem stellt
die unmittelbare Fortsetzung der von uns in der ersten Mitteilung
publizierten Untersuchungen dar. Um Wiederholungen zu vermei-
den, wollen wir hier in aller Kiirze an die erste Mitteilung an-
schliefen.

Wir betrachten also das allgemeinste DreikSrperproblem,
d. h. es werden weder iiber die GréBe der Massen, noch iiber
die Natur der gegenseitigen Wirkungskrifte einschriinkende Voraus-
setzungen gemacht. Die Wirkungskrifte sollen nur von den Ab-
stinden der Massen abhingen. Indem wir uns dann der Frage
der relativen Bewegung zuwenden, legen wir die Differential-
gleichungen (4) zugrunde (die Numeration der Formeln bezieht sich
auf die zweite Mitteilung). Diese besitzen dann vier elementare
Integrale und zwar drei Flichenintegrale und ein Energieintegral.
Nach entsprechender Wahl des Koordinatensystems, die in der
ersten Arbeit ausfithrlich besprochen wurde, und nach der Ein-
fihrung gewisser Abkiirzungen lassen sich die erwihnten Integrale
auf die Gestalt (10) und (11) bringen.

Nun haben wir das von den Gleichungen (10) und (11) ge-
bildete System als ein simultanes algebraisches System inbezug

auf die Gréfen
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betrachtet und stellten uns die Aufgabe, die allgemeine Lésung
desselben zu bestimmen. Ein grofier Teil dieser Aufgabe wurde
in der ersten Mitteilung erledigt und so gelangten wir zu den For-
meln (59), die die Gré8en Uy, ...,w, als lineare Funktionen dreier
Variablen o}, 6,, v darstellen, die ihrerseits der transformierten
Energiegleichung (60) geniigen.

In dieser Mitteilung wird zunichst die Transformation der
Gleichung (60) weiter verfolgt, indem man den Koeffizienten C
durch eine geeignete lineare Substitution wegzuschaffen versucht.
Dabei wird, wie immer, der Symmetrie der Rechnungen die gréfite
Aufmerksamkeit zugewendet, wenn auch diese vorlaufig verwickel-
ter sich gestalten mégen. Es stellt sich dann immer heraus, daB
man zu Formeln gelangt, die aus einer Formel durch blofie
zyklische Vertauschung der Buchstaben und der Indizes entstehen.

Nach der Durchfihrung der Rechnungen bekommt man fiir
die Geschwindigkeitskomponenten die Formeln (69), wobei die

Hilfsvariablen ¢, 0,, 7 der Gleichung (77) geniigen, und nun kann

man zu der Darstellung der Gréflen uy, v,, w, durch zwei will-
kiirliche Parameter miihelos iibergehen. Diese Darstellung wird
durch das Formelsystem (69), (70) und (81) geliefert.

Von nun ab erschien es weiter notwendig, die Gestalt der ge-
wonnenen Lésung zu vereinfachen, um erstens die verschiedenen
Irrationalititen zu béseitigen und zweitens um die kiinstlichen Para-
meter 6, und 6, durch einer einfacheren Deutung fahige Grofien zu
ersetzen. Als diese neuen Parameter, und das ist der dritte sprin-
gende Punkt dieser Arbeitenreihe, wurden die Komponenten der
Geschwindigkeiten in der zu der Laplace’schen invariablen Ebene
normalen Richtung gewshlt. Diese Groflen werden kiinftig als
Normalgeschwindigkeiten bezeichnet. Freilich zieht dieser Ubergang
zu neuen Grofien eine wesentliche Einschrinkung nach sich. Es
muf} nimlich von diesem Moment an vorausgesetzt werden, daf)
nicht alle drei Massen zugleich in der invariablen Ebene liegen,
wozu noch die schon frither notwendige Voraussetzung, daf die
drei Massen nicht gleichzeitig auf einer Geraden liegen sollen,
hinzuzufiigen ist. :

Indem dann noch mehrere recht umfangreiche, wenn auch
ganz elementare Rechnungen durchgefiihrt werden, gelangt man
zu dem Formelsystem (68), (69), (70), (106), (110), (111) und
(112), das die allgemeine Losung des algebraischen Systems (10)
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und (11) in der gewiinschten und fiir die Folge niitzlichen Form
darstellt. Diesen Formeln zufolge erscheinen die x, y,, z, als
Funktionen der Normalgeschwindigkeiten, der die augenblickliche
geometrische Konfiguration bestimmenden Gréflen und endlich
der Integrationskonstanten. Eine ensprechende Wahl des Koordi-
natensystems ist selbstverstindlich eine notwendige Vorbedingung
fir die Richtigkeit der gefundenen Ausdriicke.

Obwohl die gewonnenen Formeln recht umsténdlich sind,
so mufl doch hervorgehoben werden, dafi diese Kompliziertheit
durchaus in der Natur der Sache liegt. Die Formeln gelten nim-
lich ohne irgendwelche wesentliche Vereinfachung auch dann,
wenn keine Wirkungskrafte vorhanden sind, d. h. wenn man es
mit geradliniger und gleichférmiger Bewegung zu tun hat. In
dem letztgenannten Falle ist blofl” @ als eine Konstante aufzu-
fassen, wiahrend sie sonst eine vorgegebene Funktion der Ent-
fernungen bedeutet.

In den darauffolgenden Mitteilungen werden -die gefundenen
Formeln auf verschiedene mit dem Dreikdrperproblem verkniipfte
Fragen angewandt, und zwar vor allem (dritte Mitteilung) auf die
Frage der Reduktion der Differentialgleichungen auf die sechste
Ordnung.

I. Bezeichnungen. Identititen. Hilfssitze.

1. Differentialgleichungen der relativen Bewe-
gung. Wir bezeichnen mit ¢ die Zeit und betrachten drei voll-
kommen beliebige Massen mg, m, und m,. Es sei ¢(u) die fiir
die gegenseitige Wirkung zweier Massen charakteristische Funk-
tion. Wir bezeichnen mit x,, y;, 2z, baw. mit x,, y,, z, die Koordi-
naten der Punkte m; und m, inbezug auf ein Achsenkreuz, dessen
Ursprung sich in m; befindet, und das sich mit m;, derart bewegt,
dafl die neuen Achsen stets mit denjenigen eines Galile:schen
Koordinatensysterns parallel und gleichgerichtet sind.

Setzt man noch

o [ R e s (k=1,2),

l, =t V (2, — “‘71)2 + (7, —-_y1)2 +(z,— 21)2'
so lauten die Differentialgleichungen der relativen Bewegung!)
der Punkte m; und m, wie folgt:

) Vgl. die erste Mitteilung (weiter zitiert als Mitt, I).
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d’x

_:1;21 = [( m, + ml) (P(i’l) - m2(p("]2)] x1 -+ m, [‘P ("2)'—{p(r13)]x;3 s
@ i, |

“’;;2‘ == [(mo -+ mz) 1z ("2) +mp (7‘12)] X, + m, [¢(7‘1)—4’(r12)]x1 s

Weitere Gleichungen bekommt man durch zyklische Vertau-
schung der Buchstaben.

Die Gleichungen (2) besitzen bekanntlich vier elementare
Integrale und zwar drei Flichenintegrale und ein Energieintegral.
Indem wir zur Fundamentalebene der relativen Bewegung die

x+yt+z=0
Ebene wihlen®), und sukzessive die Grofien
)».1 mmm \/ —~ M[mz x2 —_— (ITI.O - m2) X]], ‘
0
i .
(3) VT ym M[mz.’/:)“‘”(mo +my) gyl
0
Yy = ‘T’l"— [my z, — (my + m,) z)],
oM
| ;
Ay== mlml x,—(my + my) x,),
1
4 M m[m1y1—(mo+m1)y2]v
0
1 <
v, = Tl [m, z,— (m, + m,) z,],
— m ’ —;1'—_ .
4) ukZ]/—ng; ) 'Ukzl jw”o'yk y W ﬁozk y (k=12)
) M= m+m;+my,
(6) O (u) = [u(p(u)clu,
(7) U::_ mOml(D(rl) +m0m2 (Il(rz) + my my (D(rlg)Q
) M L
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®) V=2(U + h), ;
| 2 2, .
) W-m,V By = g o (mo - ma) vy = mymyry o my (g + my) )

einfiihren, konnen wir die erwdhnten Integrale auf die folgende my M

1 M . M
(18) By g o (g = m) iy —my) r — (

2
+mymy) Tyl

Gestalt bringen: 2
. .. a 2, ) . 2
m, (v v — @)+ my (v, =y wy) = |/.3 , Ey= ey v [y my vy - my (mg +m,) vy + m, (my =+ my) 1yl
i 0 :
) . a . 2
(10) my (hywy — vy w) -+ my (kg @y — vy ay) = |/3 ' (19) 4F*=E Ey—E,
/ .
‘ 2 2, 2 2
) ‘ o) e & Qy=ry0, —§(r; +ry—ryp) 0y,
m (g uy — 2y oy) + my (y uy— 2y vy) = ”|7“3 ) (20) l 17 T2% 177y Tn) Oy

' lQ.'z::"f ‘2_}3(’3+r;"r§2)61’
(11) m, (m, -+ m,) (u;“)-}- v'f+ wf) —2m my(wu, v, b ww,)
2, 2, 3 (1) A P — (P =) 6,0, + 62,
~+ my (my + my) (u,+ v+ w,) — W-=0, 271 1 2 1277172 T 1
Dabei bedeuten a und A zwei Konstanten, die sonst beliebig (22) J=mym, rf + mym, r2+ m, m, ;‘32 ,
sind. Es ist zu beachten, daf}, wenn der Ursprung des Galileischen
Systems sich im Massenmittelpunkte des Systems befindet, stets

(11) U+hz0

gilt. ' (23) :
2. Bezeichnungen. Wir haben in der ersten Mitteilung

- 2 2 2
S,=myri—Q2mg+ m)ry— m 1,

2 2 . 2
Slg == (mo - ml) ry + (m() + 7711) Ty (mO ™ ml) I

2 . 2
Sy, = (my + my) rf + (my— my) ry— (my+ my) ryy

eine ganze Reihe verschiedener Gréflen eingefithrt, die hier zu- Sy = — (2 my+ m,) "f My Ty T My Ty
sammengestellt werden sollen, wobei noch gewisse andere, in . ‘ ‘
dieser Mitteilung wichtige Rolle spielende Ausdriicke hinzugefiigt [ Sy =8y 0+ 510y 5
werden, Es sind dies die Gréfien . @4 \ S, == Sy 6, + 5y 0y,
((13; C==Y 2y — 21 Y, PTEZ Xy X Zy VX Yy Yy Xy, ©5). I my ME,, Eyy 4 m, m, jzd

4 A=a+pty, q

J _ntity | (26) | Iy = mg M Eyy Eyy—4my (my+ m)) Fz,
(15) ‘ _ R E - l l,=myME,, E,,—4m, (my mQ.)F ’
Xy T Y, t+ 2 , .2 2
I dy == _273—_‘2 ) ‘ (27) 0 = m, Ey, 03 + 2 my my By, 6, 0y my Epdys
. ’e [y 2 '2

(16) [ =y (28) H=m}E, (yll +2mym, By 0, 0, i 0y -

L=ty by, .In der letzten Formel bedeuten d; und J, die nach der Leit

A7) P=m (m,-+m,) Jf—gml m, d, d,+ m, (my - m,) ()";, genommenen ersten Ableitungen der Abstinde d, und J, von der
‘ Fundamentalebene der relativen Bewegung.

7
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Liegen die drei Massen m,, m; und m, nicht gleichzeitig
auf einer Geraden, was, wie in der ersten Mitteilung, auch hier
fiir das Nachstehende vorausgesetzt wird, so ist stets >0, [>(
und *ist eine positiv-definite quadratische Form der Gréfen o
und d,. Dasselbe gilt fiir dle Gréflen P und 0. Demnach ver-
schwmdet jede der Gréfen />, P, O dann und nur dann, wenn
die beiden Planeten in der Fundamentalebene gleichzeitig liegen.
Ubrigens ist auch A eine positiv-definite quadratische Form der

Groflen d, d,

1

3. Identitdaten. Zwischen den eingefiihrten Gréfien be.-
steht eine ganze Menge verschiedener Identititen, von welchen
hier die wichtigsten und fiir die Folge niitzlichen zusammenge-
stellt werden. Nur einige von ihnen sind in der ersten Mitteilung
zu finden. Die elementaren Beweise werden natiirlich fortgelassen.

Es gelten folgende Formeln:

1 5
)

(Dabei bedeutet " den Flicheninhalt des durch mg, m,, m,
gebildeten Dreiecks);

o) AP

|xl, Yis 7 jl,“ Uy, ¥ ’
(30) A= i Xy Yyr 2y | =1 Ay ttyy 7y |,
1,1, 1 1, 1, 1
=3P = ) = 3{AF — [} 01— (T ri— 1) 0 84 20,
1
(32) T W [(my+ my) <L+ m, 1],
.322 — W [my <1+ (myt+ my) )],
“y==[my 0,— (my+ m,) 4] ] m—?’M’
(33) 0o
A= [m, 8,— (mgt my) d,) ]/ e
an J=my(mytm)E+ 2m, my Byt my (my+ my) E,,

1
— T (my Spyt my Sy).

(35)

(36)

37)

39

(40)

(41)

(42)
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*/2:"_’ Q] §1+ Q)‘yga

IQI)I‘— Q’)("l'*“r 12):461F2’
\QQ )+ Q1(’ +’) 12):4')§F2’
Sl
(m(]'!‘ ml) Ql+ m, QQ.-:: 7 )
S,
m, Q1+ (mo+ 7712) Qg:: 5

(S, — 2 [my Ejy+ (mgt my) Byl
Sy 2 [myk my) Bt my By
Syp= 2 [m E + (m0+ my) Bl

Szz’ ~2 [(mg+ m) E\\+ myE,],

En Sn+ E12 521:
E, Sw“{' Ezz 522::

— 8 (mg+my) F?,
—8 (m0+ m1) FQ!

J

| E, Syt EpSy=—=  8my F,
By Syt EpSy=  8my F,
my Sy— (myt+ my) Spy== —my M(rf-{- r22_
m2 (m()—‘_ ml) SQ’) 2 mO Mrl 4
‘ (m0+ m]) S}') . mDM(r1+ Tg—
my Sy~ (myTmy) ;= 2 mOMrl !
my+m
m, ]22—|- m, Ell L2 2 jy
o 2
N (’.12+ "214—- rlz) + 2 E12: - nloM
, m + m
mlrf-l-nggr L -]
b P
m, m, A0 = “”H‘%M“ ’

2
Fa)s

2
r]Q)’

99

7%
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my 1+ (my+ mp) = — $my M S, By
(mgt+my) I+ my = — §m; M.S), Ey,
my I+ (myt my) = — §my M Sy, E;
(g mp) [+ my b= — s my M S, E,; ,

(43)

| my Sy Eyy— (mgtmy) Sy Eyy= 21,

44 ‘
(44) | my Sy, Eyy— (mgtmy) Sy Ey= 21,

mym, M.S'lz1 EfQ—i- 16 (my+ m,) (my+ m2)2 Fz]E22
‘ =:4m0M(m2r;Ez2+ 4m1F2)l,
l mym, MS:ZEfQ-}- 16 (my+ ml)2 (my+ m,) ]:"“"/'E11
= 4m, M (m,rl E, - 4m,F")1,

(45)
mO]lle1 E + 16 m, (my+ m)F' ] = 4m, Mr; l,
myM Sy, Ept 16 my (mg+- m) F*] = 4dmy M+ 1

my M Sy Sy (E Eyp+ E122) +16 (my M+ 2 m, m)) E,, F" ]
= dmy M[(r}+ ri— b)) E,+ 4FY1,

48) (m, E, 51‘*‘ m, Ew 62) S+ (’"1 EIZ Jf" m, Ezz d,) Sf" — 8F°P.

4. Ein algebraisches Gleichungssystem. Wir be-

trachten die Gleichungen

611§+61271+b13§:f11
(49) |621§+6227]+623'g:f2,
S ' =1,

iv?)vo §, n, £ die Unbekannten und die b, und f, gegebene Gro-
en bedeuten. Dabei wird vorausgesetzt, daBl die Matrix

bl'l’ bl?’ b

13

621’ b'ﬂ’ b’.’i

vom Range zwei ist.

ymgM S, S,, Ep+ 16 (my+ m,) (my+ m,) F? J=2 my M (f—i— r;—- rf?)l.

myM S, Sy, Ey Ept 16 mymyE, F* ] = 4 (B J4mmyE E)I,
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Es sei der Reihe nach

Bi=b, byy— by by,
(50) By== by by — by, by,

B:;: bu bzz - blz 1721 )

€= 6121+ bfﬁ' b1231
(1) 1 €= by by + by byt Bygbyy,

l_ €y == 6221‘}' b§2+ 17223 ’

(52) §P= €11 € 6122 ’
(53) @ == §'— (enfzz_ 2912f1f2+ 922f12)'

Ist ¢ > 0, so besitzen die Gleichungen (49) zwei reelle Lo-
sungen (eventuell eine Doppelldsung), welche durch die Formeln

1 ) —

‘ £ == “Sg' [f] (922 bn_ €9 521) + fz (ell b;l— €19 bll) +e Bl VQ] ’

. 1 _

54) 1= E‘; [.fl (ey byy— ey by) + fo(ey by— ey bn) +e Bzy@] )
. 1 °

L -5 [, (e brg— e1p byy) + fo (e byy— €1y byg) + e ByJ/e]

geliefert werden. Dabei ist e = + 1.

5. Transformation einer biniren quadratischen
Form. Wir betrachten eine binire quadratische Form

(55) Y (0y, 0) = Cy oj+ 2Cyy 0,0+ Co s -

Simtliche GréBen werden als reell und die ganze Form als

positiv-definit vorausgesetzt.
Es gibt bekanntlich unendlich viele lineare, homogene, nicht

notwendig orthogonale, Transformationen
[0= kyy 0y + ki 0y s
| 0,= kyy 07 + Ky 03
welche die Form (55) in die Einheitsform
01'2+ 02/2

tiberfiihren.



102 W. Niklibore.

Eine derartige, fiir unsere Zwecke besonders geeignete
Transformation lautet:

4 S
0 = { S S + “*"*Ui - ' ] 4%.2
[ p—— Y Py ——
(56) \, l/Cu Gyt G, \/I/Cu Cp— Cw J "
1
N I/ &
2 P eae— e 4C .
- ' \/ ,/Cu sz"" Clz \)]/Cll Cza“‘ Cw ’ #

Offenbar ist diese Transformation nicht ausgeartet,

Il. Grundlegende Formeln fiir die Geschwindigkeitskomponenten.

6. AnschluB an die erste Mitteilung. Das in der
ersten Mitteilung zunichst in Angriff genommene Problem war
von rein algebraischer Natur. Das von den Formeln (10) und
(11) gebildete Gleichungssystem kann zunichst als ein algebra-
isches simultanes System mit den Unbekannten

X U E 5, g 2
aufgefafit werden, und es besteht dje Aufgabe, die allgemeine
L3sung desselben zu finden. Diese Frage wurde in der ersten
Mitteilung nur teilweise geldst, indem zunichst die allgemeine
Losung des linearen Systems (10) bestimmt wurde. Die Grofien
Xts Yp» 2, erscheinen dann als lineare Funktionen der drei will-
kiirlichen Gréfen 9, 6y, 7. Sollen dje erhaltenen Ausdriicke zu-
gleich auch die Gleichung (11) befriedigen, so miissen die Gro-
Ben o, 6,, r einer quadratischen Gleichung (wir nannten sie die
trafmsformierte Energiegleichung) geniigen, die man durch Substi-
tution dt?r erhaltenen Formeln fiir Xy Yy, z, in (11) bekommt.
Indem wir dann die erhaltenen Formeln gewissen weiteren Para-

metertransformationen, die auf die Vereinfachung der Energie-
gleichung abyzielten, unterzogen haben,
den Ergebnissen:

Es sei
’ 81 o 4“;;1:;;]/5_ + ‘SMFCZA T (512 /:1+ S22 }.2) s
&7, ! I3
. ada ad )
: 4 mg F_ l 3 _é—;:‘g_/ ,/3“ (Sll /‘1"{" .52] /3) '

gelangten wir zy folgen-
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b

X 11)'1"17'2 /;Zﬂ
i it |

m,
(58) l Lkl Y my
W=

Die allgemeine L&sung des simultanen Systems (10) und
(11) lautet dann
I u, = 131~’r ‘;1 T+ L 0,
(59) 0 x .
‘ Uy == Wyt Uy T+ Ay 0,y
Natiirlich gelten &hnliche Formeln fir die v,, w,, die aus
(57), (58), (59) durch zyklische Vertauschung der Buchstaben
Ly t und @, #, ¥ zu bestimmen sind.
Die Variablen o,, 0,, + miissen dabei der (transformierten)
Energiegleichung
(60) C, ) Cy,0,0,4 C,, 0‘22-1— Cy P+ C—W=0
geniigen. Fiir die Koeffizienten C,, und C derselben gelten fol-
gende Formeln:

i' C,,== my(my+ m,) E,, Cy= — mym, 1%'12,
. 4dm, M F°]
(61) i Cy= m, (my+ m,) Ey,, Cy= T
a m, M 1

Wie in der ersten Mitteilung niher auseinandergesetzt wurde,
ist stets, solange die Bewegung reguldr und reell ist,
C—W<L0.
(62)
: > 0.
Ubrigens ist noch C,, Cp— Cyy== m;m, 1> 0 und C,,
7. Formeln fiir die Geschwindigkeitskomponen-

ten. Aus (4) und (59) folgt zundchst

(63) M . 1M . 1M
l\z U ] M + u,r 1/~—— + 4y ]//——(; 0, .
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Nun ist aber nach (3) und (40)

JSIZ Ay + Sy Ly = 'I/mOM[—-— ("12 + ”3“‘ r?z)xl + 2”?“"2]'

(64) | Lo W 2 2,02 2y .
Sk + Syl =] mo M[— 21y, — (it ry—n,) ).
Aus (57) und (64) folgt dann
o adya aAlm,M s ,
[T ey O A s 21,
(65) - — ‘
° ada aA]/mOM ) 2 s g
2 4m2 F% N WE- 2 Ty Xy — ("1 oy — ) x].
Nach (3) und (34) ist hnlich
(66) 1117‘1"‘““2::LVmuM(SnEiz“‘l_”SzzEazxz)’

l l, 2“2 "' llz =} V’no M (522 Em Xy Su En x),
was in Verbindung mit (58) die Ausdriicke

x 1 /mom2M
[UI~W] T(Sl‘Elle_S E,, x,)

2 =2
€7 1 1/mym, 17
X - mO f)’l1
= 27 m, (— Su £, Xy S, £y, xy)
liefert.

Aus (§3), (65), (67), und (13) gelangt man zu dem wichti-
gen Ergebnis, daB fiir dje Geschwindigkeitskomponenten Xoa Y 2,

die folgenden Formeln gelten:

’

xl = alO (-"/1 22“21 yg) + a]] Xl + alg xgs

(68) Y= a,( )
17 Z X —x. z)+ g +a
’ ) 1%/ T A gy Fayy,,
2=y (x, Yy — Yy x,) + 432+ ay,z,,
’
Xy =y (y, 2, — 2, y,) + A1 %; -+ ayy x,
(69) = a, (z, x, — x zZ)+a, y +
[ 20 \%1 Xy 129 Y1 T Ay y,,

’
Zy=ay(x, Y2 =4y x,) -+ U1 2+ ayz,,

Fiir die Koeffizienten a, gelten folgende Formeln:
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. a J :
@y ‘“'"4m0 mlﬁ[ml 1 (my+my) d),

(70)
- ::“Z;';o‘gﬁ my &y — (my + m,) ],
GAM 9 9 M /; m —fmg
aAM , M m, m,
Gy ™= rEi T T S, Ez]/—“ T —a,
- 4F* Y3 20 27 my !

aAM M . m
R e '2—-——~S l/ 1 - _1
Y TRl A h gt T
aAM o M +
TV (’f T, — r?z) t = Sy EyT— "_%_)__ﬁu_g'

T g}?‘?/]ﬁ 217 m,

Die Formeln (68) und (69) stellen die gewiinschte allgemeine
Lésung der Gleichungen (10) und (11) dar. Diese Gestalt der Aus-
driicke fiir die Geschwindigkeitskomponenten wird schon keine
weitere Anderung erfahren, und das alles, was in diesem Kapitel
unten folgt, wird auf eine zweckmifige Darstellung der Koeffizien-
ten a,, abzielen. Weitere Auseinandersetzungen iiber die Bedeutung
der Formeln (68) und (69) findet man am Ende dieses Kapitels.

8. Eine weitere Transformation der Energieglei-
chung. Die Koeffizienten a,, (k>0) hiingen u. a. von den Grs-
flen o, 0,, = ab, welche ihrerseits der Gleichung (60) geniigen.
Hieraus sieht man sofort, daB man die drei Parameter 0y, 0, = durch
zwei andere 0, und 0, ersetzen kann, die dann schon vollkommen
beliebige Werte annehmen kénnen. Doch bevor wir das machen
werden, wollen wir noch eine Parametertransformation ausfiihren,
die eine weitere Vereinfachung der Gleichung (60) bezweckt.
Hiezu werden die Resultate von N° 5 herangezogen, wodurch der
Ausdruck

(72) Cyy 0% +2C,y0,0,+ Cyy 2

der linkerseits der Gleichung (60) vorkommt, in eine Quadrat-
summe transformiert wird.
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Zu diesem Zwecke wird der Reihe nach

4 q
(), == ]/ C22 - |
1 4C,
4 4

/ my (my+m,) E,,
S s,
w, =

dm (my+m)E,"

(73) 4C, ~ V dmy(my+ m) E,,’

I= Y may my (mg M £y ) By Fopy
k] == Ry M —T k‘l o :7:—;1 o "/—l{f“ S
Vi— m m,E, Vi-+ my m, E,,

0. == 1) (k a -+ /C, (7,'),
(74) T
| 0y =, (ky 0, — k, 0,

gesetzt.

Bemerkt man jetzt, daf} nach (25)
(—mymyE ) ([+m m, 1) = mymy |

gilt, so sieht man sofort, daf} bei der friiher gemachten Voraus-
setzung />0 die Transformation (74) gewif zuldssig ist. Fiir
die Gréflen w, und &, gelten iibrigens die folgenden einfachen
Formeln:

W, ¢, —

LM E,
=) LMLy

2 2 2 2
A et R g ‘
Lem my o, ( ’ ! 2 [ !

ME,,

9. (mytmy)

wf (/ﬁ-..rrn k;) .

1 H
75) | e
2,9 (m,+m,)M*E
U 42y o) B By
“ ) m, ! ’
M*E, m*

’ 2 2 2
o 0, (k] — k)= — "2 @ A A
172V 9 s 0o, K § TNy
[ 17271 2)m m,{

Den Ergebnissen von Ne¢ 5 zufolge wird der Ausdruck (72)
durch die Transformation (74) auf die Gestalt

M2 ((‘,;2 _.{_ 0_;2)

o

gebracht.

Wir fithren jetzt die Parametertransformation (74) auch in
den Formeln fir die Geschwindigkeitskomponenten durch, Da-

(76)
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bei bleibt natiirlich die allgemeine Gestalt der Ausdriicke (68)
und (69) ungeiindert. Die Formeln (70) gelten offenbar weiter,
wihrend die Formeln (71) die folgende Gestalt annehmen:

aAM M -
i R 2 m,
Q== SFZ./!’F?J (’1'{- ry— rlz) -+ 2—1 Sll Eu ‘l/_mi r
m,+m, -
9 2 w, (l<l 7+ ]‘.2 ‘73) ,
m,
aAdM , M /;) m,
gy 4F2/l/—‘3 r— -Q—Z.A SQQE_JQ] ;7‘; T+ ;{; o (kl ()‘1-—{— k2 {]2),
aAM 2 M 'm, m
ay = — Z}?zﬁg Iy - E Sll Ell ] i T+ :7;; (0, (kl (.'l__](2 ,;2),
- 8Ff]/3 AR = g7 “mtu| m,
— ]nﬁ)-r_ﬁlﬁ o1, (L,] Ul— /"2 0.2).
m,

Dabei haben wir nach der Substitution der Ausdriicke (74)
in den Formeln (68) und (69) wieder anstatt o, und o, kurzweg
7, und 0, geschrieben.

Die gegenwirtigen Gréflen 0,, 0, und = sind weiter nicht
unabhingig, sondern geniigen der transformierten Energieglei-
chung:

{77 M* (54 03) + Cua’+ (C— W) =0,
Die Werte fir C,;; und C — I sind den Formeln (61) zu ent-

nehmen.

Auf Grund der bisherigen Uberlegungen bekommen wir
das folgende Resultat:

Ist F>0, so liefern die Formeln (68) und (69) in Verbin-
dung mit (4) die allgemeine Lésung des simultanen algebraischen
Systems (10) und (11). Fiir die Koeffizienten a,, gelten die For-
meln (70) und (76). Die willkiirlichen Gréflen v, 0,, T sind
durch die quadralische Gleichung (77) gebunden, wobei C,, und
C — W durch die Formeln (61) erkldrt sind.
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9. Darstellung der Geschwindigkeitskomponen-
ten durch zwei Parameter. Nachdem wir die Energieglei-
chung (11) auf die kanonische Gestalt (77) gebracht haben, kénnen
wir nunmehr den letzten Schritt ausfiihren, indem wir die drei

~durch (77) verbundene Grofien o, o, und # durch zwei schon
vollkommen freie Parameter 6, und 0, ersetzen.

Wir fithren zunichst eine neue GroBe £

2874
Q= JV— M — MO 2>0,

(78) 2
4m, m,

ein. Aus (61) und (9) folgt dann unter Beriicksichtigung von
(62), daff, solange die Bewegung reell ist und die drei Massen
nicht gleichzeitig auf einer Geraden liegen, gewif}

81
2 0 (81)
gilt.
Aus (61) und (78) folgt dann unmittelbar
IW—_ C: ™o ‘Qz:
(79) '
l W—C — [ 0?2
Cy 4MF*)

Wir kénnen also das »Ellipsoid*

(77) durch foloend .
metrische Gleichungen darstellen : ) olgende para

cos 0, cos 0,,
(80) g

cos 0, sin 4, ,

sin 01 .

S~ N3]

go s <

'{‘ragen wir die Werte (80) fiir 0y, 0, und 7 in die Formeln
(7"6) ein, so liefern die Gleichungen (68) und (69) die allgemeine
Lésung von (10) und (11), die von zwei vollkommen willkiirli-
chen Gréflen 6, und 6, abhingt,

Auf diese Weise bekommen wir den folgenden

Satz: Ist F>0, so besitzen die Gleich
) S ) ungen (10) und (11),
als ein algebraisches System betrachtet, oo 2L(')'sum‘gren. Diese weﬁdezl
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durch die Fo.rmeln (4), (68) und (69) geliefert. Die Koeffizienten
ay, und ay, sind durch die Gleichungen (70) erklirt, wéhrend fiir
die a,;, (k> 0) folgende Ausdriicke gelten :

aAM , , Q m, M
ay= — SWE ("1‘1“ Iy— "12) + _4—?7 Sll Elz-l/;j—'lw' sin b,

— W (my+ my) o, (k, cos t, cos 8,— k, cos 0, sin 6,),
0
aAM 0 'm, M
a,,= G I SQE,,]/Z—' 0
2 YRS Ty aF] Snim / m,1 Sin 0

- W;;:j: m, @, (k, cos 0, cos 0,4+ k, cos 0, sin 0,),
aAM

Qy = aF Y3 Iy—

£

T M

m, w, (k, cos 0, cos 6,— k,cos 0, sin 0,),
aAM , , Q / mM
Qyy == — ém (l'l + r,— ru) + “;}7 522 EIZ] ;17 sin 01'
0

— M——IT-;n_:j (mg+ m,) w,(k, cos 0, cos 6,— k, cos #, sin 0,).

0
Die Parameter 0, und 0, kénnen wollkommen beliebige Werte an-
nehmen.

10. Normalgeschwindigkeiten. Orientierendes
iiber den weiteren Gedankengang. Obwohl wir schon
die allgemeine Losung des simultanen Systems (10) und (11)
bestimmt haben, so ist doch das erhaltene Formelsystem (4),
(68), (69), (70) und (81) fiir weitere Untersuchungen noch nicht
geeignet und zwar aus zweifachem Grunde. Erstens sind die in
den Gréfen w, und &, vorkommenden Irrationalititen &uflerst kom-
pliziert, und zweitens kommt den Groflen 6, und 0, keine ausge-
prigte geometrische oder mechanische Deutung zu. Wir werden
demnach die Parameter 6, und 6, durch zwei andere derart zu
ersetzen versuchen, daf diesen Ubeln abgeholfen wird.

Zu diesem Zwecke wenden wir uns den fundamentalen For-

- meln (68) und (69) zu. Die Addition der Gleichungen (68) und

2 S.E ]/Msin(l
4F] nfn my 1
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dhnlich der Gleichungen (69) ergibt in Verbindung mit (15)
und (14)

’ (f{:: amA <+ as ()‘1"— a, JZ s

| 0= ap A+ ay di+a,d,.

Dabei bedeuten d; und d; die nach der Zeit berechneten
ersten Ableitungen der Gréfen d; und d,. Nun stellt aber die
Grofle J, nach entsprechender Vorzeichenverabredung die Distanz
des materiellen Punktes m; von der fundamentalen Ebene der
relativen Bewegung dar. Hieraus folgt die einfache mechanische
Bedeutung der Gréfle . Es stellt nimlich d; diejenige Kom-
ponente der Geschwindigkeit der Masse m, dar, die in der zur

Fundamentalebene normalen Richtung berechnet ist. Wir werden
deshalb fiir die Groflen

(82)

d{ und d,

den Ausdruck Normalgeschwindigkeiten benutzen. Die Grofe o
stellt die Geschwindigkeit dar, mit welcher sich der materielle
Punkt m, von der Fundamentalebene entfernt.

Unser weiterer Gedankengang ist plausibel. Die rechten
Seiten der Formeln (82) enthalten nach (81) die GroBen 6, und
0, und man wird auf die Idee gefiihrt, die Formeln (82) als Glei-
chungen fiir 0, und 0, aufzufassen, und sie in bezug auf f, und
8, aufzulésen. Dadurch werden 0y und 0, u. a. durch die Normal-
geschwindigkeiten d; und ¢] dargestellt :

0= 0,(6], 6;,..)),
b= 0,(5;, d;,...).

Indem man diese Ausdriicke fiir 0y und 0, in die For-
meln (81) einsetzt, bekommt man die GréBen a,, als Funktio-
nen der Normalgeschwindigkeiten d; und d,. Die Formeln (68)
und (69) werden dann, in Verbindung mit den fiir die a,, erhal-
tenen Ausdriicken, die Geschwindigkeitskomponenten X0 Uiy %,
in der Abhingigkeit von den GréBen d, darstellen. Dadurch
werden wir zu einer neuen Darstellung der allgemeinen Lésung
des simultanen algebraischen Systems (10) und (11) gelangen.

Diese wird wieder von zwei willkiirlichen Gréfen abhingen, und

zwar von den Normalgeschwindigkeiten 0y und d,. Abgesehen
davon wird sich eine erhebliche Vereinfachung der Formeln (81)
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herausstellen. Auf diese Weise werden wir zu den grundlegenden
Formeln fiir die relativen Geschwindigkeitskomponenten gelangen,
die das Hauptresultat dieser Mitteilung bilden. In den darauf fol-
genden Arbeiten werden wir sehen, daB diese Formeln mit Er-
folg auf verschiedene Fragen auf dem Gebiete des Dreikérper-
problem sich anwenden lassen.

Wir wenden uns also der Durchfiihrung unserer einfachen
Uberlegungen zu, wobei freilich mehrere Rechnungen von ganz
elementarer aber ziemlich komplizierter Natur zu tiberwinden sind.

11. Lésung der Gleichungen (82). Den Formeln (70),
(81) und (15) zufolge, lauten die Gleichungen (82) explizite fol-
gendermaflen:

dy = 4',;1(;,%1%‘5?? [m, d,— (my+ m,) d,]

+ éEFAjlﬂ% 202 0,— (24 ri— r2) 0]

Q2 mM

+ 4—Ff (S By 0— Sy £y d) l/m_;j" sin ),

+ 52%:,] [m, d,— (mg+ m,) 8, (k; cos 0, cos 0,+ k, cos 0, sin t;)
- 4”;7;'4% [y by (gt ) 3]
— g B b Al
2 /7nTM“ .
+ GFT (Sy, £,y 0,— Sy Eyy dl)l X8 sin 0,

() 4 e
2 [, dy— (myt m,) 8] (k, cos 0, cos ,— k,cos 0y sin6).

MYm,]
Nun ist aber unter Anwendung von (41)
ad aAM 1025 (22 lye]

o e 'm d,— (Tn -+ m )J J + o r1/a
4n1(,m1F2|/3[' H A T E




[ 2 gt my) [+ 2my m, M0 =

(83)
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ad ' 2, 2y
B m@ {[2 my J — mym, M (r+ "22"_ "fQ)J o,

aAM X
—— A By

und eine analoge Formel ergibt sich fiir den ihnlichen Ausdruck

in der zweiten Gleichung. Demnach kann man die
(82) auf die folgende Gestalt bringen:

teilhaft erweisen, die Identitst

(84)

hczranzuziehen, wodurch der Ans
N4 gewonnen wird,

(85)

Gleichungen

(o aAM . ,
dp + m:g (m, By 01+ my Eiy, 0,)
2 |
= 4F] (Syy £y d— S, Eydy)
R,

i /m(,f [m, d,— (my-+ m,) d,] (k, cos 0, cos )+ k,cos 0, sin 0,),

m, M ‘
—=—sin (),

m, {

aAM
" a3 it ma By
0 —
—_— m, M
- 4AF] (— Sy £y o+ Sy £,9) ]/—rnl“l sin 0,
Rw, 2
+ mﬁ [my 0,— (mg+ m,) ,] (%, cos 0, cos tl,— k, cos 0, sin 0.

Bei der Lésung der Gleichungen (83) wird es sich als vor-

. 2 ) 2, .
sin” /,+ cos 8, cos b, cos? 0, sin’ =1

chluff an die Ergebnisse von

Indem man der Reihe nach

0 m, M
by~ 4F] (Su Eyy0— Sy, E,, %) I/m21 ’
1
o [
J, e m, M
by= 4F] = St Er ot S £y %) l/m1 [’
. Qu k 2
T mj [my, d,— (my+ my)d,],
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Rk
2
by, m;ﬁ [m, d, — (my+m,) dy ,
L, k, ‘ )
{85) The M'l”/;l—‘o'j [, d, — (my, + my)d],
Quw, k. )
by — 28 6 4 m)a]
‘ M]/mo j 171 0 172
0 aAM ~
N g Py ™ Bt ma By 0,
1
(86) ‘
2 aAM -
e G T3 B ma B
(87) fi=dithy h=0+h,
(88)  sin0) ==§, cos 0, cos ), =1, cos 8, sin U, = ¢

setzt, sieht man sofort, dafi die Gleichungen (83) und (84) ein
System von der in N° 4 untersuchten Gestalt (49) bilden. Wir
werden also die a. a. O. erwihnten Formeln anwenden k&nnen,
unter der Bedingung natiirlich, daf} die Matrix der Gréfien b, vom
Range zwei ist. Dies wird, wie wir uns weiter iiberzeugen werden,
stets dann und nur dann der Fall sein, wenn die beiden Punkte m,
und m, nicht gleichzeitig in der Fundamentalebene liegen.

Demnach machen wir jetzt die fiir das Folgende notwendi-
gen Voraussetzungen:

1° alle drei materiellen Punkte m,, m,, m, sollen nicht gleich-
zeitig in einer Geraden liegen, ’

2 es ist

| 9 +d7 >0,

d.h. die Planeten m; und m, liegen nicht beide in der Funda-
mentalebene,

3% es ist 2> 0,

Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so ist stets

' F>0, 4>0, P>0, 0>0.

Wir konnten jetzt ohne weiteres die Formeln (49) anwenden,
wonach mit Riicksicht auf (88) die Grofien #, und f, durch d; und
0, ausgedriickt werden wiirden. Es wird sich aber als bequemer

Studia Mathemaotica, 1. VIIL 8
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erweisen darauf zu verzichten, vielmehr die Formeln (49) up.
mittelbar in die Ausdriicke (81) einzusetzen und die verschiedenen
Koeffizienten erst dann auszuwerten.

Wir beginnen die ganze Rechnung mit der Bestimmung der in
der N° 4 eingefiihrten Grofien ey, B,, S und R.

12. Die Berechnung der GréBen e, .5, B, Aus (51)
und (85) folgt

m, M 2
0 =15 77 S Bnti— S En 9
1
Q% o’

. 1 - :

+ m (kf + /‘Z) [my d, — (my + m,) 01]2
Nach (75)' ist dann

QZ

{’"o m, M(Sn Eu 9, — S22 E‘ez ‘}2 )2 +

ell:leomIZsz
+16(my+ my) E,, F* J[m,d, — (my+m,) &, 1%} .

Der rechterseits in der geschweiften Klammer stehende Aus-

druck ist von der Gestalt
‘n d? +2¢;,0,d,+ ¢y JZ

mit

€y =my "_12MSf1 Efz + 16 (my + my) (m, + m2)2E22 F2J»

¢y =—myEp[myMS, S, E,+16 (my M+ m, m, )FZ-/] )

cp=m,E,, [mO,MS;E22 + 16 m, (m, + m,) Fz_/] .

Die Anwendung der geeigneten Identititen (45) und (46)
liefert dann

¢y =4my M (m,rs Ey,+4m FY 1,
C12:"‘2mom2MEzz("$+"3_"32)1’
c22=4m0m2ME22rfl.
Ks ist also
) cxld?+201261 d, + ) 0‘3
=4moMl{m2E22[’§df“("12+"3"‘"?2)‘;1'}2"" "?d§]4‘4m1F2df}'

9)
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Nach (21) ist dann (nach ihnlichen Rechnungen fiir ey, und e,,)

M Q?

ey == mi? (m, Ezzdz’*‘ 4m, P 6%)’
1
M '
(89) ) €1y == — W(E1242——4F2 4, &),
M9 2
e22:m2—ﬁ(m1Elld‘+ 4"“2de§) :

Es ist weiter nach (52)

2 M2!")‘4 - 2 2 o2 2, 2 o2
—:Wl(mlEﬂd '{"4sz 52)(m2E22d —r4mlF (51)
— mymy(— Eyy /*+4F*3,0,)’)
M 4

:4m o F J4[m1m2d2—%—(m?E“Jf—l-2mlm2E126152+m22r5§)].
1My

Die sukzessive Anwendung von (27) und (42) liefert dann leicht
(oal
(90) St= Jiff_,_z_g .
dmym myF" |
Hieraus sieht man, daf} tatséchlich, wenn die beiden Plane-
ten nicht gleichzeitig in der Fundamentalebene liegen und wenn

2> 0, die Matrix der Groflen (85) vom Range zwei ist.
Es ist endlich nach (50) und (85): :

&

m, /le my
Lk,

5o UF gy my W1

| —(m,+ my) &)+ my w, (Sy; Eyy 0, — Sy Eyy ) [my 6y — (mg + m)dyl},

B = [y 6 — (my + my) 8y} [my dy — (mg + my) &1},

{ml @y (_ ‘Sll Ell 61 - Szz Em 62) [m2 62

Dk

B,= _—
Y 4F [Ymymm,M1]
— (mg -+ m;)d,] —my o, (— Sy By by + Sy Eyy 0y) [myd, — (my+my)dil} .

: {myw, (S Ep0,— Sy E,, 9, [m, 9,
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13. Die Berechnung der Groﬁe 0.

zunichst

[eu/"f 2912f1f2+e22f1‘ [(enfz eufl)f2 (emfz anj)flu]

Aus (87) folgt

(92)

Aus (89) und (86) folgt nun

enfh— eph

aAM* L}
16m1 m, F*J° |’3‘
+ my (£, A — 4 F? d, 0y) (my E, 01+ m, 2J2)}

. aAM*9?
16mm, F* Y3

(my Eyy *+ 4m F* 0}) (my Ey\ 0,4 m, E,, d,)

(—4m; m,d, Flr— 44, F* o).

Die Anwendung von (42) und die Durchfiihrung einer #hn-

licher Rechnung fiir die Gréfle e,, }?1— eufz liefern dann

J? ; aA]WP..Qg()1

Tl T RV

3 nlz 1271 4mymy mQFQ_]2 |/3

9

®3) [ 0 0 aA/V[PSZ’zd2
€xnJiT ey

- dmym, m, F*J*3 "

Aus (86), (91), (89) und (28) folgt unmittelbar

- 2 2274275 12
29 a0 % a A" MPR°0

e f,—2e +‘enfi = ————<—u,

llf, 12f1f2 22f1 48 mo 771.12 m22 F4j3

e o, . o o AMP&* :

(eqfy— ey f) Ot (e f— e, ) 0 = — & (0, 0:— 0, 4],
94). nh— e /) 0yt (e fi— ey, f) 0] 48m0m1m2F2]2]/3 (d,d,—d, 9,)

ey 0, —2e, 0,0+ e, 01

MO2 .
- % [H * +4m my, F* (0, dy— d,0))’).
m m

Den Formeln (90) und (94) zufolge ist weiter

l + 2 [(enfz_" el2fl) d,+ (‘-’12][ 1 "uf 2 "1’] + (e ’%2"' 2ey, 0,0+ ey, Jﬁ-
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0, o 0 0,
) —(enfy—2epf, fyt enfi)
MP.S)

5 (12m, sz 40

2 %,
-flm()m1 rn2F4j Y- A’ Mo).

Bezeichnet man den in der letzten Klammer stehenden Aus-
druck kurz mit (*), so ist nach (78)

() ==12m m, F* JVA*—120" m my M F*./*— > M 0 (3 /*+ A?).

Wegen (31) ist dann weiter
() ==12m,;m, F*] i —12°MF? (m, m, L4 1),
woraus schlieflich unter Anwendung von (42)

2
95) @ =25 i m,Vd— 2P
my
folgt. .
Die Formeln (53), (92), (94) und (95) ergeben dann den
Ausdruck fiir die Gréfle o. Es ist nimlich

9 Mo? R
©6) ¢ élmgmfmgl:‘zj2
mit
R = (mym,m,Vi"— a’P) P+ = V - a Amym, m, P(d,0,— d,0;)

— m: m, m,[H +4m1m2F2(01(3'2'~— (5251')2].

14. Losung der Gleichungen (83) und (84). Setzt
man jetzt voriibergehend

(%8) 4mgm12m§F2j2 1
so ist
(99) 0=9R.

Wendet man die Formeln (54) auf das Gleichungssystem
(83) und (84) an, so bekommt man unter Beachtung von (85),
(86), (87), (88)
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sin 0,== 0,0+ ¢, 01+ 01, 0,+ @44 \/E ’
(100) 1 cos 8 cos O,= g+ 0y I+ 0,y Iy 0y YR,
cos B, sin 0= 0yt 03, 0{+ 0, 0,4+ 0, | R,

wobel folgende abkiirzende Bezeichnungeh angewandt wurden:

1 1
0= 3_2 (ezz bll"" €19 621), 0= S—z (e‘11 b21-— ey bll)!
1 1
(101)  jen= <2 (e 01— €1 by9), 0= 52 (e11 byy— €155y,
1
,9312 S? (@ b e by, 0= 33 (e byy— e by,
e B e B £ B
(102) 0=~ O95™= - 12 -, Q337 12 2,
13 SQ S S
00 eufitenfy,
. (1 03) E 920..____ @21f1+ 922f2 ,

o o]
030 Oy fi+ 0 1, -

Setzt man die Formeln (100) in die Gleichungen (81) ein,
so bekommt man die gewiinschte Darstelling der Grofen a,,,
also auch der Geschwindigkeitskomponenten Xys YUps 2, vermittels
der Normalgeschwindigkeiten d; und J,. Alles weitere reduziert
sich also auf die Auswertung der GroBen a;, nach der Substi-
tution (100) in den Gleichungen (81).

15. Die Formeln fiir die a;, . Die Formeln fiir die a,,
(k> 0) lassen sich nach (81) zunichst folgendermafen darstellen:
(104)  q,= ﬂﬁ) + 3&)sin 0, + 93) cos U, cos 0§, + 0‘5?: cos 0, sin 6,

(ik=1,2). Dabei erhilt man die folgende Tafel der Koeffizien-

(O
ten &ik :

(105)
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i
, 0 (0) a A M 2 0 2, 2 ) 3'(1) — Sl1 Ell 'SE \/ m2 M ’
1}11:_8172]\/‘5(’1 TTy T Ity 11 4F] m,l
Q
g0y aAM 9(1)____5225“22“]/’"21”,
1T 4F2j\f§ i ) 12 4F m,
21/m M
0 aAM - o Sy Ey l/ml ,
=g 0= " 4F ] |yl
© aAM (24— 1) 9 SQ?.ME‘QQ /ﬁ‘__.M ,
Y S AR = 4F] !
v (mgtm)w k9 GO M’l k, £
T Mimyg Mim,J
0D _ m, k£ ®_ m, o, kzl ,
Y = T 2 MymyJ
0o
o) MOk 82 PO ke ,
n T Mym,J n Mym,J
40 _ (my + m)wy &, 99— (my + my)o, Ky
cm e Mym,J - Mym,]

Aus (104) und (100) folgt, daB nach der Ausfi?hrung der
oben besprochenen Substitution die Koeffizienten g, die folgende
Gestalt annehmen:

10, + 17 VR k=12
(106) a, =10+ o+ 170+ VR Gk )
mit
(3 .
f Le=90+ 9 00+ i G b e (k=1,2),
D e et 000,900, (1,29

Aus (101), (102), (103) und (107) folgt dann weiter

1 1 0® . | o®
ll(;\.) = 3'2‘ [P22 (‘91'(1:) bll _{‘ J’ik 612 ! t‘.}‘ik b13)
(108) ¢ L 603)

— ey (¥ i(zl:) by -+ "f‘i] by, + %5 bas)]!

1
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91 0 . g® 43
lsz = 52 [ey (F7p by + 2y by -+ byy)

108) o o
(0) (0) (1) (2)
Ly =Y + Iik fl + lik fz )

@ &% s B 4@ p Ly p
lik "“'S—Q( i B 2 T Vg 3)-

16. Die Grofen #Ub. + ‘9}%) bﬂ 9% . Bei der Berech-

ik Y ik Y53
nung der GréBen [ beginnen wir mit den Ausdriicken

o (1) G42) 983
'}ik bjl + Jik bj2 i ‘)i/c bjS .

Es ist z. B. nach (105) und (85):

C gl q.(2) 4.(3) '
()= o bu 9 612 + 9y b]B

m, M &* , -
- 1—67’:7—]7—2.75 Sn E12 (Sll E]g 61 - ng E22 02)
1
(my + m,) w? (k2 -+ k2) 82 ,
— -—0_2,n—1[l—4-2 1/,_L " [m2 (52 - (mO + m2) {)1] *
0 k
Wegen (75) ist dann

©?

() = T6mym, [F2 2 {lmym, M S2, E2, + 16 (my + m,) (m, + my)’ E,, F* J14,

=[myM S, S, E\y +16(my + m,) (my + m,) F*]] m, E,, d,} .

Die Anwendung der Identititen (45) und (46) (bzw. (47) bei

den anderen Gréflen dieser Gestalt) liefert ohne weiteres

lis}Z _ 2 2
()= m, {2(m,r, E,, +4m F7)d, — mz(rf + ,-; — r§1)E22 d,)
1
M@ . , s g '
o Z;ﬁz/? my By ry 0 — 4 (r + 1 — F) 0] - 4m F20)
1
Me?

= RW (m2E22 Q1 -+ 4m1 F? dl)'

o1 L a® NOFERS -
) (‘j'gk) by + ‘}gk byy -+ 97 bya)] (i, k==1,2),
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Auf dieselbe Weise mit #hnlichen Ausdriicken verfahrend,
gelangt man zu den nachstehenden Formeln:

02
C (D) L gl2) Cu® g == ) a
Jig by T by, + ‘9'51) b= dm F 5(my Eoy Q—4m, F0,),
m F" J
9
1).(1) b L (g)b . (,.(3) b - ’n'lMEZQ QQE ,
Y1z Y11 T Vg O Vg O3 = 0 2
4m, F? ]
o) . 9(2) g3
"21 bn i ‘}21 b12 T ‘}21 b13
2 ,
- 4—_——[.:275 [—m, M"g Ey 0+ (B +myME, Ey) 9y,
m
0
2
(},(1)6 . ¢"(2) b i 1‘)'(3) b - MEI'_’ Q'Z -
Yoy P11 7T Vg Ugp T Vigp Uy T 4]:2]2 ’
(109) ME.Q o2
GO p gDy gy TR AT
Y Yo T Vg Yo T YV Y 4szz g
Dy L g@®p B
‘("gz) by, + ‘(}52) by + ‘)'12) by, . _
o ‘
= 3 2[_moM’fE1262+(E12j+mnMEuEza)d]]»
4m F" ]
0?2
oM p gDy L g _m ME,, Qli,__ ’
Vg Py1 T Vg Yoo T YV Y3 4m2F2]2
) M ‘ )
1 @y gDy TP E Q,+4m,Fd).
Gy byy + Iy byy 1y byy == 7y £y @y 7 4my 0,
| V22 9m 22 Y9 12 92 4m2F 7

17. Die Koeffizienten 1':,1‘,) und Zfi). Es ist z. B. nach
(108), (89), (90) und (109) )

M Y ‘ 5 .
lg'] = 4]:21(‘1]7572 [(my En ¥ +4m, F” ‘53) (mz E22 Q1 +4m, F dg)

—mymy E, Q(Epy A —4F d; d,)]

M 23, 2 2
_— ‘—7;—1272— [m1 m, Wa Ql -+ m? En Ve d; -+ my EZZQl 62

+4m; m, F? d, 62 +m,m,E,Q,0d,d,].
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Aus der Definition der Groflen Q, und A* sieht man, daf}
der rechterseits stehende Klammerausdruck eine homogene Form
dritten Grades inbezug auf die Gréflen d, und J, ist. Berechnet
man die Koeffizienten dieser Form, so erweisen sich diese unter
Benutzung von (41) simtlich durch die Grofie / teilbar und
man findet zunichst

o 1
=y

- m1[m2"22+(m0+ m2)(rf-l-r2—

1m1 (my+ m,) )"2

++mym, (r + r2 "12)] d (3§~— 4 m, (my+my) (r1 + 7‘2— ru) 1)2J ,
und dann

) 1 2 ‘ . .
L= o7 {»m1 (my+ m,) 4° d,— m, Q, 0, [m, d,— (my+ m,) 02]} .

Auf ihnliche Weise kénnen auch die iibrigen Koeffizienten
Z”) berechnet werden und man gelangt so zu dem -folgenden
Formelsystem

( (l) i 1 3
L= % {ml (my+ m,) 4 2‘;1— m, Q, d,[m, J,— (my+ m,) ‘)2]} )
O g 44 F) \
27T (L i+ Qy0, [my g;— (myt+ m,) 6211 ’

V)
w__ ™ dy S,
21 2Pd2 ’
m__ ™ d,d, S_z
(110) 2 9pg
12 m,d, .5,
u 2PA
2
o M 9y Sy
2 2P’
(2)_ J J J Wil
91 T P472 T Q 1 [my d,— (my+ my) ‘)1]1"
@_ 1
2T g U (mt m,) Z/202_ my Q, 4, [my dy— (mt m,) OIJJ '

rl,)] (5202—}- [m, (my+ m,) r, ot m, (my+ ml)r
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18. Die Koeffizienten [. Die Formeln (108), (105),
(86) und (110) liefern zundchst

8m,F'JP4*)3 T

A = R ) P

+ 2{m, (mgt my) 4£°6,— m;, Q, 6, [m, 6,— (my+ m,) 6,1} (m; Ery b1
+ myEy,d)) — m, 0,0, (m; Ey 0,4+ m, E,,0,).

Nach (17) und (35) ist dann

8m, F:JPA4*Y3 \ )
— a.»{lM ] ll((l)) m1(’12+’22_"'122)PJ-

+ 2 {Ql [m, (my+ m,) 612— m, myd, 0,4+ m, (my+ m,) 6;2]
+ m, (gt m,) 4,0, Qg} (m, E,, 6,+m, E,,9,)
— m,6,0,S, (m, E; 6,+ m, E,, ;)
= m, (4 r}— ) P4+ 2 PQ, (m, E 61+ my Ey 0,)
+ m, 4,9, \2 [m, Q+ (mg+ my) Q,) (m, E,, 6,4 m, Eyy dy)
— S, (m, E;; 0+ myE,, 02)‘ .
Wegen (37) ist weiter

m F JPA*|3 ,
T 19 = Pl—m G ) Q0+ Q)

+ 2 Q, (m, Ey 0+ my Epy d))] — m, 9, d, 0, [(m, Ey; 0+ my Eyy0,) Sy
+ (m Ey, 0+ my Ey d,) S,
Die Identitat (48) liefert nun weiter
8m, FJa ] (0)
T adAM
+ 2(m  Eytmy Ep )] — m1Q262(r12+ ’:3_ "122) + 8m, 4, szz_

Benutzt man jetzt die Formeln (36), so bekommt man

Q,[— m, 0, (ri+ r;—135)

2
—my dez(r12+ ":?—"122) + gmldleFQ: ——2m162(4]:'2c)"1—— Q)
+ 8m, F20,0,/=2m, Q;1}0,,
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woraus

+2 (ml E'12 61 + my E22 ()‘2) -+ 2 m; 1~12 ()21
folgt. Es ist also

- aAMQ
[11 — 1 [— 22 2
8m 2] 43 VT (it r—ry) + 2,

+ 20,0my Epyt m, ’12)}
Aus (41) folgt dann schlieflich

o 2A4Q
1 4m,m, ng—z—\é [my d,— (my+ my) d,].

B .
erechnet man auf ihnliche Weise die iibrigen Koeffizienten

11.(,2), so bekommt man
. ll(f):: - *HgiQ—l“— [m,d )
4mym, sz]/é' 19— (myt-my) d,],
19 _ _e4Q "y o
(111) | dmgm, P73 T (gt my) dy],
o A%
mg,m, F2¢/2V3 Oy (my+ my) d],
oo 2A4% |
dmym, F/*)/3 [y Oy (g my) 0]

. 1. Dic(amKoeffizienten [f). Es bleibt uns noch iibri
ie GroBen 17 zu berechnen. Nach (107), (102 o u ne
5 g ) ) und (105) ist
Ay i

-’Ql 1

SLE

m
_ ma (gt my) w0, & ky 0

2my M FJ? \'E,;T“MT (Sy £,y 0,— S,, E,, d,) [my, 0,— (my-+ m,) ()“;J .

4my m FJ?] Ot [my dy— (myt my) 6,1 [m, 0, — (my+ m,)d]
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Die Formeln (75) liefern dann
eS? o o £ & \/M
1n

5779
dmgm, F2J1 "

[§]
ey

Wegen (44) ist also
_ Q¢
Zﬁ): o dy[m, 0, — (my = my) d,} .
Aus (98) und (90) folgt schliefilich
8

1(3) —
1 P
77’10 lnl o

5 0y [m, 0, — (my+ m;) dy] -

Auf ihnliche Weise berechnet man die iibrigen Koeffizienten 1.
Es gelten die Formeln

6 __ £ ) - : ]
fy==— ey dy [my &, — (my + my) ],
mym, P-
‘. &
1) = — 5 0, [my &, — (mg +m) 4y,

(112).

s 0y [my &y — (my + my) Oy

3 & Lom,) d]
by =— 7120 m, P d,[m, 9, — (my + m,) 0] .

10. Zusammenfassung der Endergebnisse. Ab-
schlieBende Bemerkungen. Unser Endergebniss kann fol-
gendermafien zusammengefaBt werden: Wir betrachten irgendeine
bestimmte relative Bewegung der Massen m, und m, inbezug auf
die Masse m,, die dann durch das Differentialgleichungssystem 2

" geregelt wird. Wir wahlen das Koordinatensystem derart, dafi zur
Fundamentalebene der relativen Bewegung die durch die Gleichung

x+ty+z=0

erklirte Ebene wird. Dieser Wahl des Koordinatensystems zu-
folge sind alle drei Flichenkonstanten einander gleich, und wir
haben ihren gemeinsamen Wert mit a/\N'3 bezeichnet.

e 0 [m, O, — (my - my) 4, [m, S,y By — (mo —1m,) Sy Eyl.
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Wir setzen weiter voraus, dafl in dem in Betracht kommen-
den Zeitintervall die ganze Bewegung regulir vor sich geht, d. b,
die Gréflen ry, r, 7, endlich und von Null verschieden bleiben,
dafl weiter die drei Massen in keinem Augenblick auf einer Ge-
raden oder in der Fundamentalebene der relativen Bewegung
gleichzeitig liegen.

Unter diesen Umstinden gelten fiir die Geschwindigkeits-
komponenten x}, y,, z, der Massen m, (k=1,2) die Formeln (68),
(69), (70), (106), (110), (111) und (112). Diese Formeln stellen
eine Zerlegung jeder der Geschwindigkeiten in drei Vektoren dar.
Sind die oben angegebenen Bedingungen erfiillt, so liegen diese
Vektoren nicht gleichzeitig in einer Ebene.

Aus (68) und (69) ist namlich ersichtlich, dafl die Geschwin-
digkeit (x,, y;, z,) als Summe von Vektoren darstellbar ist, die
als Richtungskoeffizienten entsprechend die Gréfen

Y1Z2— 21 Yy 21Xy T Xy 2y, X Yo T Yy Xy
xl’ ) R yl’ zl'
X, Y» Zy

haben. Demnach stellen die Formeln (68) und (69) die Zerlegung
der Geschwindigkeiten in den folgenden drei Richtungen dar:

1) in der zur Fundamentalebene senkrechten Richtung,

2) in der Richtung Sonne-Planet m,

3) s »  Sonne-Planet m,.

Die Koeffizienten dieser Zerlegung sind durch (70), (106),
(110), (111) und (112) gegeben.

Eine derartige Zerlegung kann ja a priori sofort angegeben
werden. Es war aber durchaus nicht vorauszusehen, daf} die
Koeffizienten a,, sich lediglich durch die GréBen

3 4
Ty Ty Ty dl’ a, J,

ausdriicken lassen, daB sie insbesondere von den Koordinaten

Xps Yp» 2, explicite nicht abhingen, und — was sehr wichtig
ist — von den Radialgeschwindigkeiten

dr dr, dn,

dt’ dt’ dt
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vollstindig unabhingig sind. Die letztgenannte Tatsache ist, wxe.z
wir spiter nachweisen werden, von au{Serorde.nthcher Bedeutut:ig,
sie wird uns die Reduktion der Differentialgleichungen (2) auf die
sechste Ordnung in wenigen Zeilen erméglichen. o

Zum Schluf erscheint es uns niitzlich, die Formeh} fiir die
X,y Yy Z, einmal in ihrem vollen Umfange anzugeben. Sie lauten:

e e [y 0, — (m, + my) 0, (g 2y — 2, )
4mym, F

‘ I al Q1 [ml 31 — (m,+ ml) 62]

N ‘1—‘- 4mym, FPar3
b P‘jl , [ml (my+ m,) d, A —m,Q, 8,[m 0, —(my+m,) 52]]
A

LM S99, _ L R - [my 6, — (my + my) 62]} X
Y opa? mym, P
( aAQ [m, 6, — (mg -+ my) 6]

N dmgm P 43

(113) — 2 52 [m1 8, 4" + Q, 0, [m; &, — (my + my) 02]]
‘ P4

2 o 5 R
_ m, 51 61_15_% .Mz [m1 61— (m0+ ml) dg]}x') )

L
T

oPA*  mym P

5 = — aA 2—[m161——-(m0-‘rm1)52](9122—’Z1y2)
2 4m,m, iy
myoy ¥y 5
l ____.Cf.‘i?——l—z—':[m2(y2—(m0+m2) 52]— ZPJT
rl4m0m2F 473

i d122 [m2 62 rh + Q1 61 [mz d2 - (mo + mg) ‘)\1]]
P
sd”ﬁ
* mym, P

[m, 0, — (mg + my) Jy] I
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f aAQ, ‘ o mS,d,4,8

dl T iy d,— (my+ my) 0]+ —

N l4m0m2F2sz'3[ 2%y o+ )l 2P
J

o

A3 " p 7 [m2 (mg -+ my) & <° — my Qy 0y [my &y — (mqg - my) 0'1]]
€0, R | l
— ;1—;;7 [Tng JQ - (mO ™ 7712) (;1] [ Xy .
0°'"2 )

Die Formeln fiir y, und z, ergeben sich durch zyklische
Vertauschung der Buchstaben. '

. Beziiglich Realititsfragen und Vorzeichendiskussionen sei auf
eine spitere Mitteilung verwiesen.

(Regu par la Rédaction le 18. 6. 1938).

Sur lirrationalité des intégrales indéfinies

par
S. KACZMARZ et A. TUROWICZ (Lwéw).

MM. S. Mazur et S. Utam ont posé le probléme suivant:

JACI Y A (x) étant un ensemble de n fonctions d'une va-
riable réelle, continues dans un intervalle <a, b), et (£) l'ensemble
des fonctions de la forme R(f,(x),...,f, (X)), ol R désigne une
fonction rationnelle arbitraire de n variables, existe-t-il dans l'en-
semble (Z) une fonction sommable dans {a, b), dont lintégrale
indéfinie n’appartient pas a (Z)?

Le théoréme énoncé ci-dessous présente une solution posi-
tive d’un probléme plus général, puisque la suite finie de fonc-
tions f,(x) y est remplacée par une suite infinie.

Soit
(1) f1(x)7f:g(x)s---’f,,(x)v-“

une suite infinie de fonctions réelles d’une variable réelle que
nous supposerons finies et sommables dans un intervalle {a, b,
(—ow <L a<b<o).

Nous envisagerons !'ensemble (Z) des fonctions

@) g =R, (-, /()

ou R(yys--s y,) est une fonction rationnelle arbitraire (& coeffi-
cients réels) de k variables, k étant un entier positif quel-
conque; certaines variables peuvent ne pas figurer dans l'ex-
pression de R. Une fonction g(x) de Densemble (Z) est définie
pour toutes les valeurs de x de Vintervalle {a, b), qui n’annulent
pas le dénominateur de la fonction R correspondante.
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