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Sur quelques propriétés de fonctions périodiques
et presque-périodiques
‘ par
S. MAZUR et W. ORLICZ (Léopol).

1. Nous considérons dans la Note présente deux classes
des fonctions: la classe A des fonctions mesurables périodiques,
la classe B des fonctions continues presque-périodiques au sens de
M. H. Bour. Toute fonction dont il sera question dans la suite
est, sauf indication contraire, supposée définie dans lintervalle
(—o0, + ).

Pour toute fonction de la classe B il existe la valeur moyenne

M) = m -ff(x)dx,

de méme, pour toute f'onction de la classe A, intégrable de pé-
riode /, il existe la valeur moyenne et I'on a
!

W) =1 [£(2) d.

0

Nous désignerons par {9} une suite arbitraire de nombres,
par {»} une suite de nombres tels que w & 0 et w -+ o;
par vrai max f(x) la vraie borne supérieure de f(x) dans Vinter-
valle (——’* 0, -+ 00).

2, Lemme 1. Si f(x) est une fonction mesurable, bornée
et périodique, ou bien une fonction continue et presque-périodique
on a pour foute fonction g(x) intégrable dans Uintervalle (a, b)

b b

M D Ao+ 9) g de=( [g(dx 2

1) En principe, on doit ce lemme & L. Fejér; cf.p, ex.: A.Zygmund,
Trigonometrieal Serles, Monografie Matematyczne V, Warszawa-Lwéw,1933, p, 178,

Studin Mathemation, T\ IX, 1


GUEST


2 S. Mazur — W, Orliez.

Démonstration. On a dans tout intervalle (¢, d) C(a, b)
ot cF0etd=0
‘ Wy dt, Wy eIy,

L Jf(x)dx.

@ ff(wnx+&n)dx=d;fjjf(x)dx—-c -

Si f(x) est une fonction mesurable, bornée et périodique, alors

o, d9, w,, ey Wy o

ﬁ®#~ﬂma, [rede = [rede
Tn 0
et, n tendant vers linfini, on obtient

3) lim [f(w x4+ 8 dx = (d— ) M ().

n-rw

Cette relation subsiste dans le cas d’une fonction continue presque-
périodique, car on a dans ce cas

w+0n
lim — f(x)dx~ m .

]w!-i-ao .

De la relation (3), qui reste évidemment exacte si ¢==0 ou d==0,
on déduit la formule (1) pour toute fonction g(x) telle que
g(x) = ¢, pour x,_;< x < x ot a==x< Xy < oou <x, < x,=b.
En approchant en moyenne la fonction intégrable donnée g(x)
par de telles fonctions scalariformes, on obtient (1).

Lemme 2. Si f (x) sont des fonctions mesurables, uni-
formément bornées, ayant une période commune et telles que
M(f)+M, on a pour toute fonction g(x) intégrable dans (a, b)

b b
@ lim [£,@,x+3)g(de= [g@)dx.

- Démonstration. Comme dans la démonstration précé-
dente, il suffit d’établir (4) pour la fonction caractéristique d’un
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intervalle arbitraire (¢, d) C(a, b) ot ¢5=0, d4=0. Remarquons
A cet effet que, pour tout &> 0, il existe un 2 > 0 tel que

Wy
' 1
M) =~ [fdxl <o
5"
pour |@|> 2, quels que soient n et {9}, et que Pon a la

relatlon
W, d-, 0, e,

f @ x+«))dx-—~d-~~w- ff x)dxmc-—-w—ff (0 d

Lemme 3. .5i f, (%), £,(x),..., f,(x) sont des fonctions mesu-
rables, bornées et périodiques, et si les inverses de leurs périodes
sont linéairement indépendants*®), on a pour toute fonctzon g(x)
intégrable dans (a, b)

lim f Ful@, x4 9 ) fy (0,5 4+ 8) .. f, (0, x+9) g (9 dx
© T | ;
=WME D). M) [g(dx 2.

Démonstration. La fonction f(x) =f, (x) £, (x)...f, (x)
satisfait & la relation (2). Pour démontrer le lemme, il suffit
d’établir (3) pour tout sous-intervalle (c, d) de (q, b), et la rela-
tion M (f) == M(A) M) ... M(f). Pour y parvenir, nous dé-

montrerons que l'on a
pe
©  M(H=lim - / £G) dx =AM ... ML

uniformément par rapport & ¢. Un calcul simple fait voir que (6)
subsiste dans le cas o f,(x), f, (%), ..., f,(x) sont des polyndmes

' %) Lea nombres réels ay, ay,...,q, sont dits lindairement indépendanits
si Pégalité ny ay-+ ng ag-... = ny ay= 0 avec n; entiers entraine los égalités
Ay Qe v gy e (),

) Cf.: G Pélya und G. Szegs, Aufgaben und Lehrsiitze sus dor An
lysis, 1. Band, Bexlin 1925, p. 74. "

1%
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trigonométrique. Supposons que vrai max |f,(x)| < M pour
i=1,2,..., k; considérons les polyndmes trigonométriques
w, (x), w, (x), ., w,(x) ayant des périodes respectivement égales

a celles des fonctions f,(x), f, (x), ..., f, (x) et tels que
iDI(If,—-w,|)<s, <MA+1 ((=1,2,...,k);

)
soit 2> 0 un nombre assez grand, afin que lon ait pour
lo| >R

vrai max |w,(x)| <

Ll fw—wld<e (=1,2,0.,5.
0

Alors, quel que soit %, on a

71,;‘ FACTACT A Rl AL ®er w, (1) | dre s k(M +1),
ce qui donne la relation (6).

Lemme 4. On a dans les hypothéses du lemme 3

vrai max |f; (%) f, (%) ... [, (0)|

™0 _ vrai max |f; (x)[ vrai max | f,(x)|... vrai max |f ()],

vrai max [f, (x) + £, (x) + ..o+ ()]

® vrai max f, (x) + vrai max f, (x) + ... + vrai max [ (%)

Démonstration. En vertu de (6), on a pour chaque p>0
> M (7Y = TP RS DA

~donc, p tendant vers l'infini, on obtient l'inégalité

vrai max |f(x)| >

vrai max | f(x) | > vrai max | £, (x) | vraimax | £, ()| ... vraimax | £, ()| ;
I'inégalité inverse étant évidente, on obtient (7). La relation (7) et
ol max (A1 ()+fp ()t (D)

== yrai max ¢/!® vrai max ¢2% ... vrai max e
evrai max fy (x)-}-veai max S ()deeaeferrnd ma fr, (%)

S ) ()bt fe (%) )
S ()

== vrai max (e

oy

entraine la relation (8).
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Lemme 5. On a pour toute fonction continue et presque-
périodique f (x) .

©®) p_ljggww(lfl”)l’”= vrai max | f(x)].

Démonstration. Soit 8> 0; supposons que, pour tout x
d’un intervalle & C 0,1}, on ait | f(x)|> vrai max |f(x)| —e&> e,
et choisissons [ assez grand pour que & C {0, /) et qué tout
intervalle de longueur ! contienne une presque-période correspon-
dante & ¢, Soit 7, une presque-période située dans ((k—1)1, k).
On a alors pour xeo

| f(x )| > vrai max |f(x)| —2¢,

donc I'égalité

! ! 2nl

4
F[+...+

21 2 (n~1)1

[ @) e = f2

entraine les relations

2nl
1 P .
nil [‘f(x) Pdx > "2|nl| (vrai max | f(x)| — 2¢),

(| \Vp B
D f " > (%L) (vrai max |f(x)| — 28)
et par conséquent la relation (9). |

3. Théoréme 1. Si f(x) est une fonction mesurable
périodique, ou bien une fonction continue presque-périodique, on
a presque parfout

(10) lim f(w, x - “f") == yrai max f(x).

Démonstration. Supposons d'abord, que f(x) soit une
fonction bornée - (3 un ensemble de mesure nulle prés). En rem-
plagant au besoin f(x) par f(x) - vrai max f(x), on peut admettre
que f(x) > 0 presque partout, On a pour chaque p>1 et chaque
E C(a, b)

(E‘i 5/ fr(w,x+9,) (lx)i{% (g /-(nﬁf oxt &n))de)l/,,
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Puisqu’en vertu du lemme 1

lim [f"(0, x+9,)de=MM(")|E|,
E

ne~»oe

on a

R |EP ([ flope +0)0ds)

et par conséquent on obtient pour p~ -+ o
vrai max f(x) < vrai max lim f(w_ x -+9)
xeE  perw n
(dans le cas d’une fonction continue presque-périodique on applique

le lemme 5). Nous avons donc pour un ensemble arbitraire £ C (a, b)
de mesure positive

vrai max f(x)==vrai max lim f(o x+9),
xal Nk 0 "

ce qui donne (10) pour presque tous les x.
Supposons maintenant que f(x). soit une fonction mesurable

périodique arbitraire. La fonction T-I:%W étant monotone, on a

‘ £(x) . vrai max f(x)
PTG T T vrai max f ()]

=[xt s x4 9

lm p— e -

wrs 1 f, x4 95T T3] lim f(w, x4+ 9,)]

x)

Puisque la fonction 'i"—i”fil(f(;ﬂ“ est bornée, nous avons en vertu
de ce qui précéde

H"m"' f (wn x -+ 3n) (x)

= yrai f
v TFIF@xr 0y — P TIRT
et par conséquent la formule (10) subsiste pour presque tout x.

Dans le cas des fonctions périodiques, le théoréme 1 est
équivalent au théoréme suivant, qui est une généralisation d'un
théoréme de MM. G. H. Haroy et ], E. Lirrewoop 4):

9 G.‘H. Hardy and |, E, Littlewood, Some Problems of Diophan~
tine Approximation, Acta Math. 37 (1914) p. 155239,

Fonctions pdriodiques et presque-périodiques. 7

Théoréme 1’. Si E est un ensemble de mesure positive
contenu dans (0,1), on peut faire correspondre a presque tout x
une suite d’indices {n} ftelle que

(11) “’nl"“‘““}nf““ [wnix—t«&'ni]eEv (i=1,2,..).

Désignons en effet par f(x) la fonction de période 1 et qui
se confond dans (0, 1) avec la fonction caractéristique de I'ensemble

Ec(0,1). En vertu du théoréme 1, on a fim flo x+9) =1

ReF 0
presque partout; il existe donc pour presque tout x une infinité

d’indices n pour lesquels la relation (11) a lieu.
Réciproquement, soit f (x) une fonction mesurable de période 1

et supposons que vrai max f(x) <--co. Désignons par E Ien-
gemble des x€(0,1) tels que f(x) > vrai max f(x) —1/p, p étant
un entier arbitraire. Supposons que le théoréme 1’ soit wvrai;
puisque f(w,x +9) = f(@,x + ¥~ [w x+9]), on a presque
partout o

ILm f(w, x-+9,) > vrai max f(x) —1/p,

neroo

ce qui donne la relation (10). Dans le cas olt vrai max f(x) =+ o,
on raisonne d’une maniére analogue.

On peut enfin remplacer au moyen d'une substitution la
fonction de période 1 par une fonction de période arbitraire.
Ainsi le théoréme 1 est une conséquence du théoréme 1’

Dans le mémoire cité, MM, Haroy et Liruewoop n’ont de-
montré le théordme 1’ que dans le cas odt £ est un intervalle;
remarquons toutefois qu’en généralisant convenablement leur
méthode, on pourrait aussi établir notre résultat.

Une conséquence immédiate du théoréme 1 est le théoréme
suivant:

Soit f(x) une fonction mesurable périodique; {a,} étant une
suite arbitraire de nombres, on a presque partoul

fim |a f(w,x+9,)| = vrai max | f(x)]| lim | a|,
Fimeb 00 T weh 00
sauf dans le cas ot I'un des facteurs du second membre est O

el l'auire -0,
Soit }im |a,, | == lim | a,|. D'aprés le théoréme 1, on a presque
= B0 1 b )

partout iﬂ";ﬁ |f (@, %+ 9, ) | = vraimax | f (x) |, ce qui entraine presque
-y
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partout fim la,f(w, x+3,)| > vrai max |f(x)] lim |a,|. L'iné
n-»w n-=xw

galité inverse étant évidente, notre théoréme se trouve démontré,

Puisque |a, cosnx+ b, sinnx| =Va: + bﬁ |cos (nx+ )|, on

obtient, comme cas particulier du dernier théoréme, le théoréme
bien connu d& & M. H. Srenuaus %):

- On a pour presque tout x

2)

lim | a, cos nx+ &, sin nx|= lim Vai-l— b2,
n~» 00 nerod
Remarque. Supposons, que vraimax f(x) == vrai max (—f(x)).

Alors vrai max f(x) == vrai max | f(x)| et, pour toute suite d’indices

{n}, on a presque partout ‘l’i'ﬁ; f(@, x4+, ) == vrai max | f(x) ],
xﬁx—n_ (— f(o,x+9,)) = vrai max | f(x)

tions & une suite {n} pour laquelle on a respectivement

. En appliquant’ ces rela

o~ TR e lin-a)=T o,

on obtient la formule

.

im a f(o,x+9) = vrai max |f(x)] fim | a,
n-»o >0
Il en résulte que l'on peut supprimer le signe | | dans la for<
mule (12). :

Théoréme 2. Si f,(x), f,(x),..., [, (x) sont des fonctions
mesurables périodiques et si les inverses de leurs périodes sont
linéairement indépendants, on a presque partout

’ET—!;(}‘;(WHX‘*”&,‘)”I“A(W"X”I" ~9'11)"{_ '“+fk<wnx*," &n))

(13) |
== vrai max f; (x) + vrai max f, (x)+ ...+ vrai max f, (x),
a4 ’E|A(wnx+&n)f2(wnx+0”)...fk(wnx+3")|

= vrai max | f, (x)| vrai max |, (x)|... vrai max | £, (x)].
Si P'un des vrai max est nul, il faut attribuer au second membre

de la formule (14) la valeur zéro,

H ) H. Steinhaus, Uogélnienie pewnego twierdzenia J. Cantors, Wia-
domodici Mstematyczne 24 (1920) p, 197 — 201;  of. aussi la monographie de
A, Zygm\lnd, Loe. l), P 268""269! :

@ @
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Démonstration, Supposons d'abord, que les fonctions
f,(x) soient bornées; soit f(x) == |fi ()| [f,(x) ... [f,(x)]. En
répétant le raisonnement de la démonstration du théoréme 1 et en
tenant compte des lemmes 3 et 4, on obtient (14) presque partout,
Supposons maintenant que vrai max | f,(x) [ 0 pour i==1,2,...,k
et que p. ex. vraimax |f (x)|= - co. Soit le(x) == | f, (x)]
pour | f(x) | <<V et ffv(x) == N pour |fi(x)| > N. La fonction
le(x) a la méme période que f,(x) et 'on a pour presque tout x

lim | £y (0, x4 9) fy (@, x+9) 0o fy (0, x 9|

n-ko

R

== yral max | f{v(x)l vrai max | £, (x) | vrai max | £, (x) |

Puisque)&v lin’n vrai max | F(x) | == vrai max [ £(x) |, la formule (14) sub-
e v 60

siste dans ce cas. En appliquant (14) aux fonctions et @), 20, | o/k®

on obtient (13).
Nous établirons maintenant une généralisation du théoréme 1’:
Soient E, des ensembles de mesure posilive, contenus dans
(0,1), et I des nombres dont les inverses sont linéairement indé-
pendants (r==1,2,..., k); alors on peut faire correspondre d presque
fout x une suite d'indices {n}, telle que

w0, 27 I [0, U7, TG E, (r=1,2,000 k5 i=1,2,.00)

nor nir

Nous désignons par ¢, (x) les fonctions caractéristiques de E,

dans (0,1); nous les prolongeons périodiquement et nous posons

[(x)=0(xl" 1. En appliquant le théoréme (2) aux fonctions £, (x),

on obtient i‘fﬁ (@ (@ X7 S LY e g (0, x LT BT =k

presque p;rtout. Pour presque tout x, il existe donc une suite

d’indices {n} telle que llm 9, (0, xI” L S b Y =1, ce qui dé-
montre le théoréme.

4. Théordme 3. Soit {f, (x)} une suite de fonctions mesu-
rables jouissant de la propridté suivante: quelle que soit la suile
d'indices {n)}, il existe une suite d’indices {i,} telle que {f,,fk(x)}

converge uniformément dans un ensemble dont le complément
est de mesure nulle, la fonclion Umite f(x) élant une fonction
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presque-périodigue, périodique ou bien une somme d’un nombre
fini de fonctions périodiques d périades dont les inverses sont
linéairement indépendants. Dans ces hypothéses, on a

(15) ‘ ﬁ_@i £ (@, x+9,) mfij; (vrai max f, (x))
pour presque tout x.

Démonstration. Supposons d'abord que le vrai max f, (x)
soit fini & partir d'un certain n.

Choisissons une suite partielle {fnk(x)} qui converge unifor-
mément dans un ensemble dont le complément est de mesure
nulle vers une fonction f(x), de maniére que

16) lim vrai max £, (x) == lim vrai max £, (x).
k=0 k immh 00 n
Soit €¢> 0 et k suffisamment grand; on a alors presque partout

an | @ 9,) — @, x+9,)| <.

Considérons le cas ol vrai max f(x) <+ oo. En vertu des théo-
rémes 1 et 2 respectivement, et du lemme 4, on a presque partout:

_ |T1§1 fo(w, x-+9, ) — vrai max f(x)| <8,
&=+ o0 k & e
(18)

]}ﬁ fnk(wnkx +9, ;&) == yrai max f(x).

Mais ’}Lm vrai max fnk(x) == vrai max f(x); nous avons donc pour
o0
presque tout x lim f, (w, x4+ 9,) > lim vrai max f, (x), et par con-
n-»00 ek 00

séquent (15) a lieu presque partout. Si vrai max f(x)== o0, les
relations (18) résultent en vertu de (17) du théoréme 1 et 2 re-
spectivement, puisque lim vrai max f, (x) == - 00 = vrai max f(x);
[ By o0

le théordme énoncé est donc encore valable.

Soit enfin vrai max f,(x) ==+ pour une infinité d’indi~
ces. Choisissons la suite {fnk(x)} de maniére que la condition
vrai max f,,k(x) == - 00 goit satisfaite au lieu de la condition (16).
Or, on a évidemment vrai max f(x) == -0, on aboutit donc
4 la méme conclusion qu'auparavant,

icm
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En utilisant le théordme 3, nous allons démontrer deux
théorémes suivants:

Soient f(x) et g(x) deux fonctions mesurables, bornées, liné-
airement indépendantes el ayant une période commune. Il existe
alors une constante ¢ >0 telle que, quelles que soient les suiles
de nombres {a,} et {b,}, on a pour presque tout x
i |0, f @, x-+ %) +b,g@,x+9)| > ¢ Fm (o, +(8,) 9.

ok 00

Désignons par ¢ la borne inférieure du vraimax [a’f (x) + b'g ()|
pour tous les a’ et ' tels que |a'| (6" |=1. Il est aisé de voir
que ¢ est un nombre positif; en effet, dans le cas contraire, il
existerait des nombres o et b, tels que |a |+ |0, |==1 et

lim veai max | ) f(x) 4 b, g (x) [ == 0;

ek
en extrayant de {a} et {0} des suites partielles {a),) e (&,
convergentes vers a et b’ respectivement, on aurait donc
la' |+ =1,

en contradiction avec le fait que les fonction f(x) et g(x) sont
linéairement indépendantes.
Posons maintenant:

- a, I bn
a Rl a;]qy“l’"‘b:"“ y b e m )
£ =13, /() +5, ()],
o {n} est une suite d'indices telle que

lim (0, | +18,1) = Fm (o, +]8,)-

vrai max | a@'f (x) + b'g (x)|==0,

On voit facilement que les fonctions £, (x) satisfont aux conditions
du théoréme 3; on a donc pour presque tout x

lim |a, f(w, x--9) +b, g, x+ 2)|
> lim (| a, |15, }L@o ‘ &"nl f(o, x-+9,) + 5::; g, x+3) |

i

i GQ
%) Pour co théordme et le suivant cf.: S, Kukeya, On a property o

periodic functions, T8hoku Math, Journ. 3 (1913) p, 96103,
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mnﬁ (|a,|+15,]) il;ri vrai max ]ci;lf(x) + i;;lg(x)!

Si f(x) et g(x) sont deux fonctions mesurables, borndes
@ périodes incommensurables, et telles que

vrai max f (x) == vrai max (— J(x)), vrai max g (x)==vrai max (— g(x)),
alors on a pour presque tout x
lim | a, f(0,x+%,)+b,g,x+9)|

e ifxr:o (|a,| vrai max [f(x)|+|b, | vrai max | g (x)

).
On a évidemment
vrai max |f(x)|== 0,
Puisque
vrai max f(x) = vrai max [f(x) |, vraimax g (x)==vrai max |g(x)],
on peut appliquer le lemme 4, ce qui donne ‘
vrai max (af(x) + b g (x)) = | a| vrai max | f(x) | +|b| vrai max | g(x) |.

vrai max |g(x)|== 0.

‘ - an 7 nos .
Soit a,= = b= —-olg= |a,| vraimax | f(x)| + |5, | vrai max | g (x)|

(on peut évidemment admettre que ¢, == 0); choisissons une suite
d’indices {n}, telle que

rli m vrai max (a"l f(x)+ b"l g (%)) == nlmi;n; vrai max (a,f(x)+ b, g(x))

et posons f,(x)ma"‘ f (x)~»i~gnl g (x). Les suites {a,} et {5} &tant
bornées, on peut appliquer le théoréme 3 aux fonctions fi(x); on
obtient pour presque tout x

lim |a, fo,x+9,)+ “"i g(w, x93,
> ll-l—:?o (a,f(, x+9,)+ b, g, x+ o)
-=il|£xo (lanil vrai max | f(x)| ~!-[g"i| vrai max |g(x)|) =1,
nij:n.i | a, f (wn X+ 0}1) + bn g (wn X - &n) I
> lim |a, f(©,x+9,) +5, g, x+9,)|lim c,
}nli:& (| a,| vrai max | f(x)| |6, | vrai max | g(x)]),

ce qui prouve le théoréme énoncs,
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Un cas particulier du dernier théoréme est le suivant:
Deux nombres A, %, étant incommensurables, on a pour
presque toul x
lim | a,cos nA;x -+ b sinnd, x| =1m (|a,|+]|b |).
Thep 00 Th=+ 00 n n
Théordme 4. Soient f (x) des fonctions mesurables de
méme période 1, uniformément bornées; soit ¢ >>1 un nombre

tel que o ’
lim 92 (|f, () [0"=a> 0.

Alors on a presque partout I'inégalité

P

a9 T 1, 0,5+ 9| > a.

Démonstration, Comme dans la démonstration du thé-
oréme 1, on a

(5 [ireocso)pas] %  [@EI0,xs ) v
d'oll, en vertu du lemme 2, pour p > ¢,
|EPPa<|EP (m (1S, )< ([ (I I, (0, x-+ 9, pds)

olt E est un ensemble arbilraire de mesure positive contenu dans
0,1). Comme auparavant, cette inégalité entraine (19) presque
partout. '
M. H. Stemwnaus a posé la question, si le théordme suivant
est vrai:
A) Solent f,(x) des fonctions mesurables, de période 1, uni-
formément bornées; alors on a presque partout

fim f,(nx) == const.
e 0

Nous ne sommes pas parvenus & établir ce théoréme et
nous nous bornerons & quelques remarques sur ce sujet.
Le théoréme A) est équivalent au suivant:
~ B) Soient E, E,y... E,,... des ensembles mesurables situés sur
la circonférence de périmétre 1, ayant des périodes 1/1,1/2,...1/n,...7)
respectivement; alors |lim E,| == 0 ou bien |lim E, | =1.
b 00 vop 08

) Un ensemble £ situé sur la oivconférence admet la période ! sl la
rotation d'angle / ls transforme en lul~méme.
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Supposons d'abord que le théoréme A) soit vrai. Soit ¢ (x)
la fonction caractéristique de 'ensemble E, dans (0,1), prolongée
périodiquement, et soit £, (x) == @ (x[n). Si E=lm E,, |E| >0,

alors lim ¢,(x) =lim f(nx) =1 dans un ense:n%fe de mesure

n—>w
posntxve, donc,dapres A), cette relation a lieu presque partout,

ce qui donne [E|=1.
Supposons maintenant, que le théoréme B) soit vrai. Ad-

mettons, que lim f,(nx) <k dans un ensemble E de mesure

positive et dé;ignons par E le sous-ensemble de I'intervalle (0,1)
dans lequel f, (nx) < k. L'ensemble £, considéré sur la circon-
férence de périmétre 1, a une période 1/n, et si xe£, onaxek,

a partir d’'un certain n, Par conséquent |lim E,|> 0 et en vertu
7!’)00

de B) |lim E,|=1, c. ad. lxm f,(nx) <k presque partout, On

e

démontre de la méme mamére que si linégalité [im fitnx) >k

a lieu dans un ensemble de mesure positive, elle subsiste
presque partout. Par conséquent la fonction lim [, (nx) est presque
n~—p oo

partout constante.
Nous prouverons maintenant que si ’on n'a pas d la fois

|E,|~1 et 3(1—|E,[)=+o,

n==l
le cas oit les deux relations seraient verifiées, le probléme reste
ouvert, Montrons d’abord que [lim E, | <1 entraine |lim E |==0.

le théoréme B) est wvrai. Dang

-0 Ly

Désignons par G, le complément de Z, dans Pintervalle o, 1).
Soient ¢, (x) la fonction caractéristique de G, dans (0,1), prolongée
périodiquement, et £, (x) = ¢, (x/n). Alors lim |G, |==¢> 0 et,

¢ >1 étant un nombre arbitraire, fi—ﬁ M/, I")wm Ti?ﬁ |G, = ",
En vertu du théoréme 4, hm f(nx) = lun P, (x) > c'® presque
partout, d’olt hm @, (%) --—1 presque partout. Ainsi lxm |G,| =1
ou bien |lim E | =0,

L]

On voit facilement que la convergence de la série

JA—|E) <+

L L

icm
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entraine lim | E | =1. Il suffit de remarquer que |G+ G, +...|

conséquent |lim ..l m= 1 .

ne—r 0

E .| +1 et par

5. Les résultats et les démonstrations de cette Note restent
valables pour les fonctions de plusieurs variables, si l'on en-
tend par une fonction périodique de k variables une fonction
f(x;, x,,..., x,) définie dans l'espace i k dimensions et ayant
la mé&me période relativement a chaque variable. Comme exemple,
nous citerons le théoréme analogue au théoréme 1:

Soit f(x;, x,,..., X,) une fonction mesurable et périodique ;
pour presque tout (x,, X,,..., X,) on a alors

le’nwf(wn X9, @, Xy Dy ey @, 2 ) == vraimax f (X, Xy, X) -

(Regu par la Rédaction le 1. 3. 1939).

Ipo xinska Baacrupocrel mepiopmamAx ra Majme XepiowImix
Qymrnii
0. Maayp i B. Opuiu (desis),

(Pesiome)

¥ niit mori posramaemo meaki BracTmBOCTL BEMIpERX i mepio-
DWIHEX, T HeIepeBHEX Maiime mepiogmumex (B posymimmi Bopa)
$ynrnilt. Txmo wepes {J } mosmawmMo moBimpEy mOCTimoBHICTH
ameen, wepes {w } mary mocmixosmicrs, mo w, F0,w ~-+w, Ta
AKmMO cop. Makc. h(x) 03HAYAE CHpaBEH ropimmio Mexy ymk-
mii A (x) B mpomimry (— o0 ,+- @), T0 cupaBemwEBi, Mix immmEMm,
TaKL TEOPOMH :

Teopema 1. fdxmo f(x) smMipra mepiopmama abo meme-
pepnua Malime mepiommama Qymrmiz, To Maitme BerosH

: 0N
"1Ln:° f(w, x &) ==cnp. Maxe. f(x).

Teopoma 2. dxuo f(x), g () Bamipni nepiopmari §yms-
uif, wa obepmemi suagomms ix wmepiox minifmo mesamewnmi, ToO
maltixe nownm
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T (f@, %+ 9,) +g (@, x+9,)
== omp. MaKc. f (x) + cnp. Maxe. g (x).

fx BACTOCYBANHA HABONEHHUX TOOPEM, OLepHyeMo, Mim
irrroomss

1) fdrmo f(x) pmmipra, mepiommana Jyunrmis, TO KT KOm-
mof mocmigosmocti wmeen {a,} MaeMo Maihme Beoxm

lim |, f (0, x +9,)| = oxp. uoo. | £ ()] . Tim | 0,

n-+w n=ro
BEEABIOA BENALOK, Y SHOMY OMH THEHHK LPABOI CTOPOHE o~
pismioe mymosi, a apyruit Gesromewmumit,

2) fxmo f(x), g(x) sumipui, obmemeni Pyunmit, 8 mecmine~
moMipmmymu nepiogamu, 1o cup. Maxnc. f(x) == oup. Make. (— f(x)),
onp. Mame. g (x) == cup, Make, (— g (x)) mo Malbme Beomu:

nlirx; la, f(@, x-+-9)+b, g (0, x+9)]

== fim (|a,| cmp. Maxc. | fix) |48, | cxp. Maxe. | g (x)[).

icm

Sur une propriété caractéristique de I'ellipsoide
par
H. AUERBACH (Léopol).

Dans cette Note, nous nous proposons d’établir le théo-

réme: ' )
‘ Soit, dans l'espace affine ¢ n+1 dimensions (n>0), S une
surface close bornée jouissant de la propriété suivante: étant donnés
deux points quelconques P, P’ de S, il existe une projectivité lais-
sant invariante la surface et faisant correspondre au point P le
point P’. Alors la surface S est un ellipsoide. .

Nous ne supposons pas que la surface soit réguliére ou
connexe, mais seulement qu’elle soit une variété 4 n dimensions
au sens topologique, close et sans point commun avec le plan
a linfini, : :

Ce théoréme contient comme cas particuliers un théoréme
analogue relatif aux transformations affines?), et un théoréme de
M. E. Orro?%), ot l'on suppose que S est une surface convexe
et posséde la propriété suivante: étant donnés deux points P, P’
de la surface et un point R situé a lintérieur du segment PP’,
il existe une projectivité laissant invariants la surface et le point
R et transformant P en F’.

1. Nous emploierons un systéme de coordonnées affines
ayant pour l'origine un point de la surface .S. On peut alors
représenter les projectivités transformant la surface en elle-méme

) H. Auerbach, Sur les groupes bornés de substitutions linéaires,
Comptes Rendus 195 (1932) p. 1367—1369.
%) Peut-étre non publié jusqu'a présent.
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