La définition fonctionnelle des polyndmes
dans les groupes abéliens.

Par
G. Van der Lijn (Bruxelles).

1. Soient G et G’ deux groupes abéliens abstraits. Les éléments
du groupe G seront représentés par les lettres =,y,..,w,...; ceux
du groupe G’ par les lettres f,g,...,4, ... La loi de composition de deux
éléments est commutative; elle sera représentée par le symbole -
de Paddition. I’élément-unité est représenté par le symbole 0, et
Pinverse d’un élément o de 1'un ou 'autre groups, par le symbole — a.
Le symbole nX @, olt # désigne un. nombre entier positif, représente
la somme a+a+...4a de n éléments égaux & a.

Nous supposerons que le groupe @' ne contient pas délément
Dordre fini, c’est & dire que I'équation nxf=0 n’est possible que
pour f=0.

Soit f(#) un opérateur défini pour tout élément z du groupe @,
et dont la valeur f est un élément du groupe G'. Suivant la notation
habituelle du caleul des différences, posons, de proche en proche,

Aof(@)=fo+0)—f@), Lof@)=doduf@), ..., Aifi@)=Audi ).

On a la relation

1-=n
=0
ol les coéfficients ) sont les coéfficients biniomiaux '(m—?-
(17—
Nous poserons 45 f(x)=f(z).
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. En: désignant par (k), le coéificient de «” dans le développe-
ment de (14+a+a24-...+ab)", ot a est une variable numérique,
% un nombre entier positif, et p un nombre entier positif au plus
égal & nk, nous avons l'identité

i=nk
1) « Afk+1)xwf(99)=}.7o(k)?>< Aiflz+ix o).
=
Cette identité, dont nous ferons usage par la suite, a été ob-
tenue par A. Marchaud?) dans le domaine des nombres réels. La
démonstration de M. Marchaud g'étend sans difficulté au cas ol
les variables et les fonctions sont les éléments des groupes G et G'.
2. Nous appelerons polynéme, tout opérateur f(z) vérifians,
quels que soient z et w, ’équation fenctionnelle

2) A f(y=0.

Le degré du polyndme est la plus petite valeur de » pour la-
quelle une équation de la forme (2) est identiquement vérifiée. Des
polynémes définis d’une maniére analogue ont été étudiés dans
les espaces vectoriels, principalement par M. M. Fréchet?) et par
MM. 8. Mazur et W. Orlicz?®).

Nous appelerons mondme, tout opérateur f(z)
que soient @ et o, I'équation fonctionnelle

{3) Asflz)=

On voit aisément que si f(#) n’est pas identiquement nul, il ne
peut exister qu'une seule valeur de n pour laquelle l’équation (3) soit
vérifiée. Cette valeur s’appelle le degré du mondme, et il est évi-
dent qu'un mondéme de degré n est aussi un polynoéme de degré m.

vérifiant, quels

n!X f(w).

8. Théoréme 1. Si f(x) est un polyndme de degré n, et si k
est un nombre entier positif, nous avons, quels que soient T et o,

Ao fl@)=E"X 40 f(x).

1y A. Marchaud, Sur les dérivées et sur les différences des fonctions de va-
riables réelles, Journal de Mathématique 6 (1927), p. 337.

2y M. Fréchet, Les polyndmes abstraits, Journal de Mathématique 8 (1929),
p- 71,

3 8. Mazur und W. Orlicz, Grundlegende Eigenschaften der polynomi-
schen Operationen, Studia Mathematica 5 (1934), p. 50 et 179.
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En effet, en remplacant x par - i—1xw dans Péquation (2),

nous avons
AT a4+ T—1 X w)=0.
Mais nous avens par définition

A i1 % o) =AD f(@-+ i X 0) — o flo-+i—1X o).

Nous avons done
AR f(m+iX 0) =A% f(z+i—1X o),

ot cette relation étant vérifice quel que soit le nombre entier po-
sitif 4, nous avons, de proche en proche,
Aif(@+ix o) =4 f@+i—1x0) =Abf@+i—2Xw)= ... =Aif@).

En remplacant k par k—1 dans l'identité (1), nous avons done

n{he—1)
Aﬁx:of(m)=[2; (B—1)i1x 40 flz)=k"x A f(x

ce qui démontre le théoréme.
Corollaire. Si f(x) est un mondine de degré n, on o identiquement
fIe X )= k" X f(x).

En effet, en tenant compte de la relation (3), nous pouvons,
dans la formule démontrée au théoréme, remplacer Aix.f(z) par

nIxXfkxXw) et Auf(x) par n! X f(w). Nous obtenons ainsi
n! X f(kXw)=k"n!Xf(w)
ou encore
X[k X ) — k"X f(w)]=0.

Le corollaire résulte de cette relation et du fait que le groupe
G' ne contient pas d’élément d’ordre fini.

Théoréme II. Si la différence dordre n, Auf(w), dun opéra-

teur f(z) est un opérateur @(w) indépendant de w, Vopératewr ¢(w)
est un mondme de degré n en w.

En effet, j étant un nombre entier an plus égal & n, remplagons
z par 0, et w par z+n—jxX w dans la relation

pleo)=45f()
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Nous obtenons ainsi Péquation
i=n .
p(r+n—jX w) =2;(—1)"(7£)>< fln—ix [2+n—jX w]).
i=0
Multiplions les deux membres de cette équation par (—l)j (l;b)
Donnons & j successivement les valeurs 0,1,2,...,n, et additionnons

membre & membre les n-+1 équations ainsi obtenues. En groupant
les termes ot 4 a la méme valeur, nous obtenons ainsi la relation

{==n J=n l

( )xz' (—1) ( )X}‘m——ix[m—l-%—]Xco])i

= J=0

Auplz) =

En observant que I'on a
n—iX [N —iX 0]=n—iX s+ (n—]) X n—iXw,
ot que p(n—ixX w)= A:_wa(n—vix:v), cette relation devient

@ s9@) = 3 (=1} x sti=xa).
=0
D’autre part, nous avons, quels que soient et w,
A5 f(z) = Al fa+ o) — 4 f(@)=p(0)— plw)=0.

L’opérateur f(x) est donc un polynéme de degré n au plus,

ot nous avons, en vertu du théoréme I,
¢(mx w)::r’n"—_i"x p(w).

En tenant compte de cette formule, la relation (4) devient

te=n

srgtn=| X (-0 (f)tn—iy ] plor=tata1x ot

" ==
.ol a désigne une variable numérique. Nous avons donc
4s9(®)

.ce qui démontre le théoréme.

=n!X p(w),

Théoréme TIL. Si f(x) est un polyndme de degré n, lo diffé-

rence Aif(x) est indépendante de ®.
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En effet, soient x, et @, deux éléments quelconques du groupe G.
Posons @ —x,=§&, et soient @, %, &p,..., =Ly 1 X &, Bppa
n+2 éléments du groupe @, en progression arithmétique de raison &.

Soient j et p deux nombres entiers non négatifs. Dans Iéqua-
tion (2), remplagons @ par L1+ n+1-+pXjiXw, et w par —(&+jxw).
Nous obtenons, en développant,

i=n+41

2‘( 1y ('n—]~1

=0

X f( .v,—|—z+p X w)=

Multiplions les deux membres de cette équation par (—1)/ ;”)‘

Donnons & j successivement les valeurs 0,1,2,... n ot additionnons.
membre & membre les équations ainsi obtenues. En groupant les.
termes oll ¢ a la méme valeur, nous obtenons la relation

i=n1

2‘ {(—-1)i (nj]> X At pyxa f(wz)} é_oa

=0
ou encore, en tenant compte du théoréme I,

2 l

=0

V(") 4y 2 o=

En développant (i-+p)" suivant la formule du binéme, et en
groupant les termes confenant une méme puissance % de p, la der-
niére équation peut g’écrire

k=n

SIS (R ey

o k=0,

=(.

Le premier membre de cette équation est un polyndéme, au
sens élémentaire du terme, de degré n en p, les coéfficients de ce
polynéme étant des éléments du groupe G'. Il est facile de voir
qu'un tel polyndéme ne peut étre nul pour n--1 valeurs distinctes
de p que si ses coéfficients sont tous nuls. Le polyndme étant nul
pour toutes les valeurs entidres et positives de p, nous avons done
les n+1 équations

t=n+1 ' '
Py (”;”1) I A )=0 (k= 0,1, ... m).

=0
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Considérons ces équations comme formant un systéme de n--1
équations linéaires et non homogénes, définissant les n4-1 incon-
nues 4 f(m1), 4af(®2), ..., 45 f(ny1) en fonction de AZf(x). Le déter-
mihant de ce systéme est égal & un déterminant de Vandermonde
multiplié par le produit j:('n—H) (n—zl-l) P (Zii) 11 est done diffé-
rent de 0 et le systéme admet une solution wunigue. On véritie
aisément que la solution est

A5 f(m)= A5 f(@a)= . . . =45 f(@ns1)= A% f(0),

puisque, en portant en valeurs dans les équations, celles-ci deviennent

A7 Q™ ¥ Al () = (k=0,1,...,),
ol o est une variable numérique. :
Nous avons donc en particulier A5 f(z,)=A45f(2,), ce qui dé-

montre le théoreme.

Corollaire. 8i f(x) est un polynéme de degré n, la différence
mélde d’ordre k,

A(z)kA 'A(ulf(w)

Opg
est un polyndme de degré n—k en x.

Bn effet, il résulte du théoréme que Agf(x) est indépendant
de x. Nous avons done A5 f(w-+ w)=45f(z), et par conséquent

=A5[f(@+ w) —f@)]=0.

Cette relation étant vérifiée quels que soient w et z, la diffé-
rence 4, f(®), oll @, est constant mais arbitraire, est un polynéme
de degré mn—1 en .

En répétant le méme raisonnement sur le polyndme A, f(w),
on montrera que A, 4o f(z) est un polynéme de degré n—2,
et en continuant ainsi de proche en proche, au montrera que

A:’A“’lf(x)

AngwQAml fx), ..., A“’k Awk—-l Aa,1 f(®) sont respectivement des
polynémes de degré mn—3,...,n—k en x, ce qui démontre le
corollaire, '

A A Opy " Awlf
quels que Soient w1y @ny..., 0 66 2. Oette dermere propmété a été

prise par Mr. Fréchet pour sa définition des polyndmes abstraits.

En particulier, nous avons ‘Amn
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Théoréme IV. Le produit dun polyndme de degré m par le
nombre entier va=n!(n—1)!(n—2)1...211! est une somme de mondmes
de degrés aw plus égauz & n. La formule de déecomposition est unique,
les lermes de méme degré dlant supposds groupés en wn seul.

Soit f(#) un polyndme de degré n. Bn vertu du théoréme IIT,
1a différence Anf(x) est indépendante de ». En posant (p"(w).:Aig (@),

il résulte donc du théoréme II que Vopérateur ¢ (@) est un mondme.

de degré m. Posons
(8) X flz)=gp,(®)+y,_ (@).
Nous avons, par suite de la relation (3),
A% (B)=n!X g, (o),
d’ol, par suite de la définition méme de ¢, (w),

A%, (@)=n!x 4 f(x).

Nous avons done A [a!X f(®)—g,(#)]=0 ou encore
AZ)"/’,;~1 (.’IF):: 0.

Cette relation étant vérifide quels que soient « et w, l'opé-
rateur () est un polynéme de degré m—1. IIn raisonnant sur le
polynéme v, (z) comme nous l'avons fait sur le polyndme f(»),
et en répétant le raisonnement de proche en proche, nous obtien-
drons les formules de décomposition

(n—)!xy,_,(@)=0, (®)+y,_, (@),
(n—2)IXy, ,(@)=0, (@) +y, @),
(6)
21X py(@) = @, () +, (),
p,(0)= @, (@) +py (),

ol les opérateurs ¢, ., @, ..y @y ¢, 6b Yoty Wy * o2 Yoy ¥
sont respectivement des monémes et des polyndémes de degré
n—1,m—2,..,2,1, et ol yy(x) est un polyndme de degré 0, c’est
a dire une constante. Multiplions les deux membres de Iéquation
(5) par le nombre v,—, et ceux des équations (6) par les nombres
Dn—ty Un—3,+.+,V1 &6 vo=1. Additionnons membre & membre les équations
ainsi obtenues; nous avons alors la relation
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(1) v, X @) =v,_ X @ (#)+v,_,X g, @)+ ...&0,X @, (B)+y,(),

qui est la formule de décomposition annoncée.
Supposons qu’il existe une autre décomposition analogue,
& savoir une relation-de la forme

(8) VX f(@)= B (@) + Pt () + ..+ By () + Dy (2)

ol les opérateurs P, D, ..., P, Py sont des monbémes de degré
n,m—1,...,,1,0 respectivement.

En égalant les seconds membres des relations (7) et (8), et en
remplacant & par kX #, ol k est un nombre entier positif, nous avons
la relation

i==n i=n

3o, X g,kx 2)=3 @, (kx 2),
i==0 i=D

ou, en faisant usage du corollaire du théoréme I,
i=n i=n
2Ky Xe @)=k x 0, (z).
i=0 =0
Cette relation n’est possible pour n-1 valeurs distinctes de %,
que &i 'on a identiquement, quel que soit =0, 1,...,7n,
v, X @, (2)=D,(=).

L’unicité de la formule de décomposition se trouve ainsi
démontrée.

44). Supposons & présent que la variable # ainsi que la fone-
tion f(x) varient dans le domaine des nombres réels. Dans ce cas,
pour que la différence Aqf(w) soit identiquement nulle dans wn inter-

. . . .. 1 .
valle a,b>, il suffit que la différence divisée deﬂm) tende unifor-
mement vers 0 avee w dans cet intervalle.

En effet, quels que soient w et £>0, il existe dans ce cas un

; n n
entier k suffisamment grand pour que 'on ait ;(Zci]:) kimlf(m)

w
(4=0,1,...,n) soient dans Pinter-

<g,

pourvu que les points @1 k—T—l
valle <a,b>.

4) Ce paragraphe est le fruit de la suggestion, que je dois & M. Saks,

~de généraliser un théoréme de M. Iyerengay.
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L’identité
nk AZI’

Aifla)= D k), 7c+1‘f(m“ff|)71“)’

s s w " .
divisée par (m—) , nous donne dong

, ’(ﬁ'—l)"ﬂf(x)

w

nk
<e 2'(70)?=(k+1)"8, !

=0

ot |4Lf(z) <elw" et par suite, ¢ étant arbitrairve, Aof(#)=0.

" La fonction f(z) est donc un polyhdme suivant la définition
donnée p.43. Oependant, si ’on n’impose aucune coundition supplé-
mentaire & cette fonction, celle-ci n’est pas, en général, un poly-
néme au sens classique du terme, ainsi que le montre l'exemple
bien connu, donné par G. Hamel, d’une solution discontinue de
Péquation f(z+4y)=f(#)+f(y). Il en sera pourtant ainsi lorsque
la fonetion f(#) posséde la propriété de Baire®) ou bien est bornée
ou mesurable®). On arrivera encore au méme résultat en supposant
seulement que le module de la fonction f(x) est majoré par une
fonction mesurable ¢(w). En effet, la démonstration de T. Popo-
vieiu®) conduit & une inégalité de la forme |f(£+yw)|>4. On aura
donc, dans les mémes conditions, g(£+yw)>4 et, la fonction ¢(x)
étant mesurable, la démonstmtiqn se poursuivra comme dans le
texte de M. Popoviciu, en y remplacant f(x) par ¢(z).

En particulier, pour n=2, nous retrouvons le théoréme sui-
vant, récemment obtenu par M. Iyerengay™): si le module de la

fonotion f(z) est majoré par wne fonction mesurable, et si le rapport
1 .
Z’g[f(w+w)—2f(m)+f(m~w)} tend uniformément vers 0 avec w dans

un intervalle <a,b>, la fonction f(x) est de la forme Aw-+B, oir A ¢t
B sont des constantes.

%) 8. Mazur et W. Orlicsg, loec. cit., p. 182.

). T. Popoviciu, Sur quelques propridtés des fonctions dune ou de deuz
variables réelles, Mathematica 8 (Cluj 1934), p. 56.

) K. 8. K.Iyerengay, 4 note on the symmetric first and second mean,
derivates of a continuous function, C. R. Soe. Sci. Varsovie 31 (1938), p. 108.

Ideale in vollstindigen Mengenk&rpern. II
Von B
Alfred Tarski (Warszawa)l).

§ 4. p-saturierte Ideale?.

Der Begriff des p-saturierten Ideals stellt eine Verallgemeine-
rung des Begriffs des Primideals dar. '

Definition 4.1. Bin Ideal I in einem Korper K wird p-satu-
riert genannt, in Zeichen IF(-Sp(.K), wenn jedes System SCK—I,
derart, daf der Durchschnitt X-Y zweier verschiedener Mengen X,YeS
immer zu I gehort, eine Mdchtigkeit <<p hat.

Wir geben hier einige Sétze iiber p-saturierte Ideale, ohne
gie genau zu beweisen.

Korollar 4.2. Fir jeden Kirper K ist So(K)=0, §(K)={K}
und JBLIK)=.Z’(K)+{K); ist p=2, so ist P(K)CS,(K)CI(K);
ist p>K, so ist S,(K)=J(K). [Nach 3.1, 4.1].

Satz 4.3. Ist K ein vollstindiger Korper, 3 (K

) y=%=y8, und
p>2, so ist S,(IK)=22" [Nach 2.29, 3.19, 4.2].

Satz 4.4. Ist K ein belichiger Korper, und p<q, So ist
S, (K)CS, (K). [Nach 4.1].

Sate 4.5. Bs sei p=y, oder 8, <p*<p. Zu jedem 'Korper K
und jedem Ideal Ieép(K) gibt es damn eine Zahl q<<p, so daf
Tedy(K).

1) Der I. Teil dieser Arbeit, d.1. §§ 1- 3, istin Fund. Math. 32 (1938), 88. 45- 63,
erschienen; dort sind also insbesondere die unten zitierten Sétze zu finden, deren
Nummern mit 1, 2 oder 3 beginnen (z. B. 3.1 oder 2.29).

%) Vgl. den I. Teil dieser Arbeit, 8. 46, Anm. 1.
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