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gehort. Dann sind die Elemente von v mit den Vielfachen unserer
Erzeugenden identisch (3t.17). Zu jedem we€ sei mit w* die Menge
derjenigen Vielfachen ¢ von w bezeichnet, deren Komplemente F ¢
zu C gehoren. Es gibt, wie leicht ersichtlich, expf solche ¢ in g,
also auch in ». Sei D der Durchschnitt aller F'+¢, wo ¢ einer festen
Menge w* gehort. Ist w* unendlich, so ist, wie schon gezeigt, das
D zugeordnete Ideal u durch v teilbar (da ja w durch v teilbar war).
Das Element F--w (F ist die Einheit von B) ist unmoglich durch v
teilbar, da anders auch F=(F-+w)+w durch » teilbar wiire. Also
geht u nicht in F+w auf. Anderseits ist jedes cew* durch jedes
Primideal teilbar, das in w aufgeht. Da aber jedes Primideal ent-
weder ¢ oder F-+-a teilen mub (da das Produkt dieser Blemente
Null, also durch unser Primideal teilbar ist), muB jedes Primideal,
das ein F--c teilt, auch in F4w aufgehen. Also kann unmiglich
ein in F+w nicht aufgehendes Primideal 1 ein F--¢ teilen. Man
hat aber A(a,)Cy fir ein passendes geF'. Wire ¢cc, 80 Wire cnon e,
also F+cen. Folglich ist gnonec fir alle ¢, also geD. Demnach
ist F+w durch u teilbar, was wir schon als unméglich eingesehen
haben. Also sind alle w* endlich.

Wir haben so die Menge von expf Elementen ¢ in endliche
Schubficher w* eingeteilt. Also ist die Anzahl der letzteren, also
auch die Anzahl unserer Erzeugenden wenigstens expf, w. z. b.w.

Die hier geschilderte Methode kann in der Weise verallgemeinert
We‘arden, daf man unser @ durch modifizierte Konstruktionen ersetat,
wie sie z.B. in meiner unter ®) zitierten Arbeit (Theorem X) an-
gegeben wurden. Die weiteren algebraischen Ziige bleiben etwa
dieselben. als die hier angegebenen.
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Sur les fonctions analytiques de deux variables
complexes.

Par

S. Bergmann et J, Marcinkiewicz (Paris).

§1. Dans la théorie des fonctions analytiques d’une variable
complexe, on peut se borner souvent & létude des fonctions
analytiques dans le cercle-unité. En effet, la fonction f(z) étant
régulitre dans n’importe quel domaine simplement connexe, on
peut le ramener & un cercle par une transformation conforme.

Il n’y a rien de semblable dans la théorie des fonetions analyti-
ques de deux variables complexes, de sorte que non seulement les dif-
ficultés, mais aussi les résultats mémes des recherches dépendent
d’une maniére extrémement étroite du domaine dans lequel ces
fonctions sont considérées. On peut done ou bien envisager les
classes les plus vastes de ces domaines et chercher d’y établir les
théorémes les plus généraux, donc faibles, ou bien partir des do-
maines d’une structure spéciale, notamment telle qu’il soit possible
de reproduire pour eux quelques procédés de la théorie des fone-
tions d'une variable complexe et, utilisant ces procédés, d’établir
quelques théorémes aussi forts que possible.

La deuxitme méthode nous semble utile dans différentes
recherches concernant le comportement des fonetions analytiques
de deux variables complexes 4 la frontiére du domaine de leur
existence, p.ex. lorsqu’il s’agit de généraliser les théorémes du
type de Fatou. Pour étudier ces questions, nous considérons le cas
des domaines possédant une surface remarquable), c. & d. tels
quh leur frontitre (4 3 dimensions) se trouve située une surface
(b 2 dimensions), qui joue un réle analogue & celui de la courbe
frontitre des domaines plans dans la théorie des fonctions d’une
variable complexe.

1) Bergmann [2].
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La méthode utilisée est basée: .

1° sur la possibilité de présenter chaque domaine envisagé
comme 'ensemble-somme de domaines qui sont des images pseudo-
conformes de bieylindres et dont les surfaces remarquables sont
situées & la frontitre du domaine considéré 2),

2° sur P'application des procédds des évaluations maximales
de la théorie des fonctions analytiques d’une variable complexe
& létude des fonetions dans les domaines qui sont des images
pseudo-conformes d'un bicylindre.

Pour mieux faire vessortir les principes de cetbe méthode,
nous nous bornerons & une classe assez spéeiale de domaines d’exis-
tence, &4 savoir aux domaines ayant une surface remarquable.

Commencons par quelques notions auxiliaires.

Nous appelons un domaine D de deux variables complexes
domaine de type R, ou plus bridvement domaine R, si les conditions
suivantes sont vérifides: -

(A) La frontitre du domaine D est donnde par les relations:

2= h(z, 1) (0<l<2n)7 |32j<1,
2y =8h(29, 2) (0<CA<C2m, K1), Y=gy,

ol {2y, 0)=n(2,,27) et, pour tout A fixe, (g, A) est une fonction
analytique de z, et satisfait aux inégalités:

(1.1) mi}zl]h(zz,/l)|>d>0,

(1.2) 1/ M W2y, D < M <0, Ky=dh/dJ.
(B) Etant donnée Péquation

(1.3) 0= ¢(w)=o(%, )

en coordonnées polaives de la courbe f=h(z,1) (0<A<2x, 2, fixé),
¢ est uniforme et on a:

(1.4) ldo/dol <M,  |d’p/de’| <M,
ol M désigne une constante absolue et ¢ une fonction de 2 telle que
(1.5) M <]do/di| <M.

Remarquons que la surface

2y =h(2y, ), 2,=¢ir (0 <1< 2a, 0 o< 2m)
forme la surface remarquable du domaine .

?) Bergmann [1].
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Etant donnée une fonction continue f(2,¢,) de deux variables
J et @y nous désignons:

par F(z,p,) la fonction harmonique dans le domaine borné
par la courbe 2z ="n(e",1) (0<A<2xn) et telle que F(z,@,)=7F(2, @)
pour 2z,=h{e%:,1), .

par U(py,@,) la valeur de la fonetion F dans le point 2 = de'.

Les parties: réelle et imaginaire seront désignées respectivement
par Re et Im.

Nous dirons que la fonction continue et périodique f(A,g,)
vérifie la condition N3) si Pon a:

21 27

/‘_/‘U(‘Pn @) COS (M@, —npy) dpy dgp=0

[]

(1.6) (m,m=1,2,...)."

27 27

f f U(ps, p2) sin (mg,—ngps) dipy dgy=0
00

La fonction f(A,¢,) sera appelée de classe L” (p>=1) si 'on a

27 27

m [ [, @) ardgy<oo;
00

nous dirons qu’elle vérifie la condition N si, pour tout >0, il existe
une fonction continue et périodique g(i,q,) satisfaisant & cette
condition et a4 la condition suivante:

2 27

(1.8) fflf(l, Pa)—g(2 a)|” AL dgpy<e.
00

Nous dirons qu’une fonction analytique F(zy,z2;) régulié?e dans
un domaine D de type R appartient & la classe H, (p=>1) si lon a

ao ]
00

des que le domaine Dy, dont la frontiére est

F(sl h(sq€%2, A), sge"%)l"dl dg, < M <0

2,=8,1(82%3, 1) 25| <1, (0<s<sy)

(110) 15'1\ <S‘h(823i¢pﬁ,l)l’ 32:8261%

est contenu dans D.

3) Bergmann [1], en particulier p. 613.
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Enfin, nous désignerons par E(4, @y a) la partie commune de I
et du domaine défini par les inégalitiés:
(111)  Jarg (sp+e™)—gu <a,  larg (e + Dz, 1) —flag )] <ay
ol f(zp,4) désigne la direction de la normale extérieure & la courbe
2=N(z,2) (0<LA<27) au pointb 2= h(zy, 1).
Le résultat principal du notre travail est le suivant
Théoréme 1. Soient D un domaine R et F(z,2) une fonction
de la classe H, (ot p>1). Pour presque tout point (1,¢,), la limite
112 F(Ay o) =M F'(=, 25)
(1.12) pour (zuzz)»(ll(eiffu,l),0’¢2) et (2ya)ell(A,pya) (a<m/2)

existe et on a
- 27 27

(1.13) | [ 112, 9| d2 dgy<oo.
00

On a aussi le théoréme suivant que nous allons établir d’abord:
Théoréme 2. Soit f(1,p,) une fonction de classe L (ot p>1)
verifiant la condition N. Ii existe alors une fonction F(zy,2,) de classe H,
satisfaisant pour presque tout point (A,p,) & la condition
lim Re[ F(21,2)] =f(4, 9s)
pour (e, z)-> (h(e™,2),6%) et (2,%)e B gsa)  (a<wn/2).
Le cas le plus intéressant du th. 1 est celui ou la fonetion

F(2,2,) est bornée dans tout le domaine D. Ce cag présente une
généralisation directe du théordme de Fatou.

(1.14)

§ 2. Lemme 1. Soit f(g) une fonction, de periode 2m, définie
dans Vintervalle 0,27 et satisfaisant & la condition

- 27
(2.1) , [ dp<oo (p>1).
Alors, en posant '
1 =

(2.2) z‘*(q:)zmhaxi’/lffcwu)\ du,
on a -

2 22
(2.3) [ @) dg<4, [1f(g))” dy,

0 0

ol A, ne dépend que de p.

m
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Ce lemme est connu ?).

Lemme 2. La fonction f(g) vérifiant les hypothéses du lemme 1,

POSONS: i
(2.4) flg)~ ggq +2(avn cosng +basinng),
(2.5) Ulr,g)= ‘;" +2'r"(a,, cosny + b}, sinng),
1

2.6 U*(g)= ax U(r,w—g)|.
(2.6) (9) |‘.,_{,‘£§ui><nz[ (ry—p)|

On a alors
(2.7) U*p)<4f*(e) (4 = A(®)).

Ce lemme est aussi connu?®) et se démontre comme il suit.
Nous pouvons toujours admettre que ¢=0. On a

/f () —r?)do ,
+4I $in’ 6_2—“)

ce qui donne

d 19)

U, Ol <o j (e =

...=Bl+32.

‘)"'E q,_v

En intégrant par parties, on trouve

A 1—r n_ 4 . 2(1—rwdo
28) By=g o) o, o) o T
ol : "

Fo)=[H(¢)dg.
S
Or, P(w)<wof*(0), dout selon (2.8)

o ‘ " (1—r)w? do .
2.9 By<<AP(0) -+ Af0) [ =1L C0 34740).
(29) BiSAP(0)+ AP )5,[[(1-—»~)“+w‘1

Un raisonnement analogue donne B,<3A4f*(0), ce qui démontre
Dinégalité (2.7).

%) Hardy et Littlewood [4]. 5) ibidem.
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§ 8. Lemme 3. Soit G wun domaine borné par la courbe I’
dont Déquation en coordonnées polaires est

(3.1) o=o(w) (0w <2m)
Supposons quon a:
(3.2) lo"(w)| <K, lo"(w)|l<K (0 0<in),
. i =A>0.
(3.3) Jn e(w)

Il existe alors un r=r(A,K) tel que lout cercle de rayon v, tangent
@ la courbe I' et domt le centre se trouve dams G, est entiérement
contenu dans G.

Considérons p. ex. le point w=0. D’aprés (3.2), on a
(3.4) o=0(0)+aw+bw?
olt g=const., b=>0b(w), |a|<K et [)|<K. Il en résulte que la courbe
I, dont Véquation est

(3.5) 0=0(0)+aw—Kw?

se trouve dans @. Désignons par P le point w=0, o=g(0) et par K,
la circonférence tangente au point P & la courbe I et dont le centre
O est situé sur la normale intérieure de la courbe I3, au point P.
Soit r le rayon de K,. Désignons le point =0 par O et posons

2= POC. Léquation de K, est évidemment:
(3.6) 2+ d —25dos (w—a)=1", [2(0)=e(0),
ol d désigne la longueur du segment OC. L’équation (3.6) donne:
oy 0(0)dsing
(3.7) (0= T(0)—dcose - ©
s\ 0deos(w—a) ' dsin(w—u) cos (0 —a)
3.8) ¢ (w) o —dcos(w—mx) 0 —dcos (w—x) +

§d”sin® (w—m)
[6—dcos(o—a)]

L’expression g(0)—dcosz désigne la longueur de la projection
du segment CP sur 'axe w=0. Elle est donc égale 4

()
W—:!‘a ou a=tg %:POC’

icm
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D’autre part, pour 5=7(K,A) suffisamment petit et pour
lo|<rn, on a |g—3(0) <ira, |dcos (w—z)—dcoss|<ira et comme
on a aussi |z|<w#/A, on trouve facilement pour |w|<zr

~ ~2 2
0(0) 9?”(0)+a Y4,

¥ (w)=—

ol 4 est uniformément borné pour |o|<yr, a|<K, o(0)>4 et r<i/2.
Il en vient pour 'équation de K,

~eqy Pt E]
F<w)=a(0)+ww—,ng[__@(°>’ 4 Tﬂﬂ " A]_

En choisissant # suffisamment petit, on voit qw’il existe un
secteur de K, qui se trouve entitrement dans G. Pour achever la
démonstration, il suffit d’inscrire dans ce secteur le cercle tangent
& Iy au point P.

Lemme 4. G et I' vérifiant les hypothéses (3.1)-(3.3), il ewiste
un r=r(1,K) tel que tout cercle de rayon r, tangent & I' et dont le cenire
est situ€ sur la normale extérieure, se trouve situé en dehors de G-

La démonstration est analogue & celle du lemme 3.

Lemme 5. G et I' vérifiant (3.1) on

{3.9) lo'(w)|<E,
(3.10) min ¢=>1>0,
Olw2
soit D(2) la fonction effectuant wune représentation conforme du

domaine G sur le cercle unité. Alors, pour un nombre quelconque 4>>0,
il existe un nombre 6>>0 ne dépendant que de A, K et 2, et tel que
(3.11) min |z, —2| >4 entraine min [P(2) — P(2y)| =6.
zel zel'

En effet, dans le cas contraire, il existerait:

1° une suite infinie de domaines G,, bornés par les courbes 1%
aux équations p=g¢ (w) assujetties & (3.9) et (3.10), les courbes I,
convergeant uniformément vers la courbe I' ®) de maniére que les
fonctions @,(z), correspondantes & I, convergent uniformément
dans tout domaine intérieur & G.

20 une suite de points z, tels que:

min je,—2| =4, min | Py (2,) — Pa (2)|<1/m, lim 2,= 2.
zel'y zely, n-oo

%) ¢. A d. g (w) convergeant uniformément vers §(w).

Fundamenta Mathematicae. T. XXXIIIL 6
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Or, il est facile de voir que Pon aurait alors (b(z¢,)==li:n D (2n)
n-—»>co

et |@(z,)|=1, ce qui est impossible, la fonetion ®(z) donnant par
hypothése la représentation conforme de @ sur le cercle-unité.
Lemme 6. G ¢t I' vérifiant (3.1)-(3.3), soit @(z) la fonction
dommant une représentation conforme du domaine G sur le cercle-unité,
de maniére que B(0)=0. Alors, la dérivde @'(2) est continue dans le
domaine fermé G+I" ot on o 0<|®'(2)|<oco pour tout zeG+I.
Ce lemme est connu”).

Lemme 7. Dans les mémes hypothéses on a
(3.12) 1ML|PRI<M  pour towt zeG+I
oty M est une constante qui ne dépend que de K et .

Tl est difficile de dire si ce lemme a été jamais publié expli-
citement. En tout cas, on pourrait I'obtenir en modifiant en peu
les démonstrations connues 8). Comme il est pour nous trés important,
nous en donnons. ici la démonstration eompléte.

Remarquons d’abord que, en vertu du lemme 6 et les prin-
cipes de minimum et de maximum, il suffit de démontrer (3.12)
pour zel. Soit p.ex. 2 le point w=10, ¢=0(0). D’aprés le
lemme 3, il existe un nombre r=r(4,K) tel que le cercle K de rayon r,
tangent & I' au point 2,, se trouve entitrement dans G. Soit 2, le
centre de K. Désignons respectivement par F(z) et H(z) les fonctions
représentant conformément les domaines @ et K sur le cercle-unité
_ de manitre que P'on ait F(zy)=H(2,)=0 et F(z)=H(2,)=1.
D’aprés le principe de maximum, on a pour ze¢K

lg|F(2)|<lg|H(2)),

ce qui donne évidemment

d d 1

%E‘F(%)\S% 1ng(2’1)1=—*7?
ol Edﬁ désigne la dérivée prise dans la direction de la mnormale
intérieure. On voit facilement que %lglﬁ’(zlﬂ:ﬁ”(zl), ce qui donne
(3.13) | ()| =1

") Kellog [6].
8) Warschawski [9], Lichtenstein [7].
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La fonction
D(z) = g0 L —FO0)
1—F(2) F(0)

donne la répresentation conforme du domaine D sur le cercle unité

et 'on a @(0)=0. D’autre part, on peut choisir § de manitre que
Ton ait @(z;)=1. Il vient

0 F(2) [1—|FO)P]
[1—F(0)’

ce qui donne d’apres (3.14) et lemme 5

D'(z)=¢

o(r, 4 K)
4r

2

9|2 = PO = 10l )>

et le coté gauche de Il'inégalité (3.12) se trouve établi. On en
démontre le coté droit d’une maniére tout & fait analogue, mais
en se servant du lemme 4 au lieu du lemme 3.

Lemme 8. Dans les hypothéses du lemme 6, posons:

argD(z)=0 ou zel, argz=ow.

Désignons par Dy le domaine contenu dans le cercle-unité et

verifiant Dinégalité
lazg Z—6|< x(1—|Z) <2,

par I le segment y=xtgw, p<o(w), ot x ¢t y désignent les coordonnées
cartesiennes, el par Co Dimage de I.

I existe alors, pour un = convenablement chotsi, un B=R(K, )<l

tel que la courbe Cy est contenue dans Do+ Kg, ot Kr désigne le cercle
/< R.

En tenant compte de (3.2) et (3.3), on conclut qu’il existe un
nombre ¥ ne dépendant que de K et 4, et tel que

lzo—o (argz,) ¢=Ea| L N fﬂblg leo—21l-
D’autre part, (3.12) donne pour ﬁ;)ut couple 2,2, de points de @
Moy — 2> 0(e)— @) > 35—l
doit Tinégalité |¢(zl)—@(zo)]>ﬁ[1—|£D(zo)|] ol mel ot zel.

La derniére formule entraine sans difficulté la thése du lemme.
6*
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Lemme 9. G et I' verifiant les conditions (3.1)-(3.3), soient
f(w) une fonction de classe I ot p>1, et F(z) une fonction harmonique
dans @ satisfaisant presque partout & la condition F(ge)=fw).
Alors, en posant
F*(w)= max |F(pe)|,
0=So<Co(w)
on a

27

/ (7o) do<A [f(o)" do
0 . 0

o la constante A ne dépend que de p, K et A
(Pest une conséquence immédiate des lemmes 1, 2 et 8.

§ 4. La partie réelle U(z,2,) d’une fonction analytique F(z;,2,)
de deux variables complexes 2= 2,1y, et 2=z, 4 1y, satisfait
aux équations:

A2 2 2 2
P PU ) *u U
(4.1) 52 + 5 =0, (4.2) st ),
FR PU , U U
(43) o, dos, +@1 ay, =0 (4:4) a_ml dy, 2w, dy, =

Une fonction U(zy,2,) qui satisfait aux équations (4.1) et (4.2)
s’appelle doublement harmonique °); & elle satisfait aussi aux équations
(4.3) et (4.4), on Dlappelle biharmonique.

Lenane 10. Soit Ulzy,z,) une fonction doublement harmonigue
dans un domaine D et biharmonique dans un sous-domaine D' de D
tel que toute imtersection z,=-const. contient un cercle situé dans le
domaine D'. Alors, la fonction Ulz,z,) est biharmonique dans le
domaine D tout entier. ‘

Considérons la fonction

Fu_ | dU
H(zyz)=5—F—+5—5—"
’ dm, 3w, ' Jy, y,

Elle est une fonetion harmonique de 2, pour tout #, fixe. Or,
comme elle s’annule dans un cercle du plan z,=const., elle s’annule
identiquement dans D.

L’équation (4.4) se démontre d’une manitre analogue.

%) Bergmann [1].
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§ 5. f(%,¢,) étant une fonction de classe L” (p>>1), soit F(z, @)
une fonetion harmonique dans le domaine @, borné par la courbe
Iy, 2,=h(e%,2) et qui admet f(4,¢,) comme fonction frontiérel®).
Soit w(gq, ¢y) la valeur de la fonction F(z,¢p,) au point z,=Ade%,
ot A satisfait & (1.1). On conclut du lemme 9 que wel”, ce qui
permet de définir & l’aide de lintégrale de Poisson une fonction
U(2y,2,) doublement- harmonique dans le bicylindre [z]<1, |&|<< 4;
désignons-le par B. :

En supposant la condition N satisfaite, la fonction Uf(ey,2,)
est biharmonique. A plus forte raison elle est biharmonique dans
le domaine D, dont la frontiére est:

a=5h#A), |1,  a=sh(e¥1), z=e"

oft 0<A2m, 0<Cs (s, et 8, est si petit que |sph(z,A)<4. La fa-

mille des courbes I%,(So), 2,==8,h(2, A), 2p==const. vérifie les conditions

(1.1) et (1.4). Il existe donc un r satisfaisant & la thése du lemme 3.

Fixons A=1, et s, tel que $,<s,<1; considérons la transformation 1):
__ #—S1h(ze,h) ,

(5.1) 21:—————‘—’”]’2(22,20) ’ =2,

Par (5.1) le domaine D, se transforme en un domaine Dy
et — comme on le vérifie facilement — cette transformation con-
serve les conditions (1.1) et (1.4), et méme d’une facon uniforme
par rapport aux constantes K et A. Désignons:

par I.(s;) la courbe z1=s81h(2s,A), 2= const.

par C:(s1) la courbe z=s1h(2,4), y2=Imz= const.

par I (s1) et C%(s1) respectivement les courbes s’obtenant

de I%,(s1) et Ci(s;) par la transformation (5.1).

On voit aisément que O (s1) coincide avec la droite 2i=0,
ys=Imz=const. et que la direction de la normale & la courbe I%,(s1)
au point 2{ est celle de Paxe Imz{=0. Il en résulte que le domaine D,
contient un bicylindre Br(4) de la forme |¢f+r|<r, [¢5<1. Posons:
&' +7=r,

’U("Pu‘/-'z): U(z'u ‘pz)i P =arg (z; +7) et Py =@y

En tenant compte du lemme 9, on conclut facilement que

ve L, ce qui permet de définir dans By (1) une fonetion doublement
harmonique V{(#,2) admettant v comme fonction frontiére,

1) Bergmann {1].
1) Bergmann [3].
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Si s, est suffisamment proche de s, le domaine Ds, - Bl (k)
contient tout un bieylindre. Il en résulte que la fonetion V(2,2))
ainsi définie dans le domaine B(4) peut étre considérée comme le
prolongement de la fonction U(z},23) sur B;(4). Le lemme 10 montre
donc qu'elle est biharmonique dans le domaine Dy, +Br(4o).

En effectuant la représentation inverse &4 (5.1), on obtient la
fonction biharmonique définie dans le domaine Dy, B,(4) ol Br(4)
désigne le transformé de Br(4). Maintenant, on peut choisir une
suite 0,41, .., 4n de maniére que le domaine Dgy-+Byo+Bs+...4+ By,
contienne un domaine Dy ol §>s, Cette méthode permet ainsi
de définir la fonction U(z,2,) dans un domaine plus grand et
on prouve facilement que s'—s, est d’ordre de grandeur de r. On
peut donc¢ définir une suite infinie Ds,,Ds,Ds,,... de domaines
croissants, de maniére que Ds, tende vers D et que 'on puisse passer
d’un domaine & ’autre en répétant les opérations déerites.

Lemme 11. La fonction U(z,2,) ainsi définie est de classe H),
dans D.

C’est une conséquence immédiate du lemme 9 (appliqué
deux fois).

§6. Lemme 12. f(p,@,) dant une fonction de classe L” on
p>1, posons

1
(6.1) (@15 ¢a)=n}:x ﬁ;[;f|f(¢1+1017 Pa )| dey duy.

On a alors
2m 27 .27 2m
(6.2) ff{f*(‘l’n%)yjd% ‘l¢z<Apf f‘f(%y%)\p dey dos.
60 [

Ce lemme est connu ).

Lemme 13. f(g,,p,) dtant une fonction de classe LF. ot p>1
et Ulzy,2,) une fonction doublement harmonique dans le bicylindre
Il <1, oo} <1, admettant f(@,,p,) comme la fonction frontiére, posons:

Uy go)=max |Ulz,z)l  powr  |arge,—p| <k(1—r)<n/2

ot i==1,2" et k est une constante. On a alors
27 27 27 27

(6.3) [ [0*ong ag, dp< 4, [ [1fonga) dgydp,  (p>1)
00 (U]

Ce lemme est aussi connu) et se démontre de la méme
maniére que le lemme 2.

12) Jessen, Marcinkiewicz et Zygmund [5]. 13} ibidem.
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Lemvme 14, Soit (@) une famille de courbes dans le plan z
aun équations 2=h(l,@,) ol 0KAK2m, bornant les domaines G{ps).
Supposons qu’en les écrivant en coordonndes polaires

o=olg,)=olp,p,) o @,=argz

on a
2
do l do .
W1‘<Ii, W‘él(, gﬂly]} e=A4>0
et que A est une fonction croissante de p, (avec @fixe) powr laquelle
(6.4) ——<| ]<M 2:(0)=0.
Soient:

Uz, ) la fonction harmonique dans le domaine G(p,) limité
par la courbe I'(p,) e f(,p,) sa fonction froniiere;

K, le cercle de rayon r<A/2 satisfaisant & la thése du lemme 3,
situé dans le domaine G{ps) et tangent & la courbe I'(g,) au point
21=h(0,9,); '

2, le centre de K.,

p=1(2) =arg (2—2,) —arg (a—=),

V(p, 92)=U(z, ps), Iz_zo‘:ry p=y(2).

Enfin, posons

U*(%, 92)= bolnesup [Tz, p2)]

o I, désigne le segment joignant le& points 0 el z2==h(2,¢a).
Alors on a

SRtk
1
bor%eksupﬁ /f”’(%%'l’?’)l dy dg<<
- % h ok

<4 born}ggupﬁffff“(l,%—ﬁp) dide
) “h -k

ot A ne dépend que de K, M et A.
1l est facile de voir qu’il existe un nombre >0 tel que y soif,
pour |pj<8, une fonction de @, et @, assujettie & la condition
1 Loy |
5 <4
(6:5) A1\\3‘F1!\ !
ol A est une constante ne dépendant que de 4, K, M; et 6. Or, ona

[V, gl < Ul s ps)= 12X [U(2, p2)l-
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On en obtient pour A<<d

ho ok ho ok
;A .
i /flV(w7%+w>ldwd¢<—hk/ /lU*(¢1,¢z+<p)|dwd<p<
. J

—h —k —h —,

H ok

4
Smf//U*((Pusz—W’)d%dqﬂ

~b <k

olt & désigne la valeur de ¢, lorsque yw=~h pour ¢, fixé. On conclut
de (6.5) et (6.4) que

h &k

h k&
1 M »
HfffV(w,%er)ldwdwéT,; /fU*(w1,¢2+rp)d¢1d¢<

—h —k —h —k

Lok
<Bbornesup%/fl]*(l,qﬂz—l—(p) dAde.

—h—k

D’autre part, si 1>6 on a d’aprés le lemme 9

ho ok n k
- 1/
W /IV(w,%Jr«p)ldwdtNg—,;/ /W(w,%—l-tp)ldwdsK

—h—k 7T R
x k
A )
<5 [ [0 puniteolando<
— —k
1 v
<B(E, M, 4,00 imsuwp 1 [ [0 Guatg) arde

—h—k
ce qui achéve la démonstration du lemme 14.

§ 7. Ces préparatifs terminés, soient f(A,q,) une fonction de
c.lasse L? (ot p>1) satisfaisant & la condition N et U(zy,2,) la fone-
tion biharmonique définie par les opérations déerites dams les §65
en partant de la fonction f(4,q,). Fixons 1, et ¢, et considérons la
transformation

F_ zl——h(zz,}tu)
Tili(endo)
D'aprés le lemme 3, le transformé D' du domaine D contient

un bicylindre B de la forme [¢{+r{<7, |¢5/<<1. En tenant compte
des lemmes 13 et 14, on en conclut que lon a

(7.1) =2
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max
(21, 23) € B' (g, )

[U(, )| <A U2y po) =4 max  [Ulz, )|
z=sh(e'¥2, 2;)
01

ot B'(g, ;) est le domaine défini par les inégalités:

larg (4 +7)| <h(1— [ +7) <z/2,  [argzh—gpol <EO—

2a|)<m/2.
Soit B(Ay,gs) le domaine qui s’obtient de B'(1g,p,) par la
transformation inverse & (7.1). Il vient

(7.2) V(dpygo)= max |U(z,2)|<AT*(A,0.),

(21, 22) € B, 92)
ce qui donne d’aprés les lemmes 9 et 12

27 27

[ [V, pdrdg<a | [11, @) a2 dgy
00 0 0

27 2

(7.3)

Posons f=f,+f, ot f, est une fonetion continue et

27 27T

/ ./lf2(l7 ‘P2)|pdl dp, < &P,
]

Considérons les fonctions biharmoniques correspondantes Uy(2y,2,)
et Uy(2y,%). En appliquant la transformation (7.1), on prouve faci-
lement qu’on a partout et d’une fagon uniforme

lim  Ui(2,2)=11(4, 9a)-

2>k elP2)
zrelfe

Dlautre part, I'inégalité (7.2) donne mes F [V, (4, ga)>)c1<Ale,
2P

(7.4)

d’ot L B ~
mes B Im  [U(,2)— (ke >Ve)<4le,
Ly (o) €BQ, @)
2->h(e'¥F2,2)
2>elPs

ce qui équivaut i (1.14) pour U(eyes). Pour achever la démonstra- -
tion du th. 2, il suffit donc de montrer que la fonction conjuguée
de U(z,2,) est de classe Hp, ce qui revient & montrer que la fonetion
conjuguée i f(4,q,) est de elasse L”. Or, c'est une conséquence du

lemme 7 et du lemme connu !4) suivant:

Lemme 15. F(z)=U(z)-+iV(2) etant une fonction analylique

27

dans le cercle unité, Vinégalite f [U(e)|"dp<oo o p>1 entraine

27 27 0
/|V(e"’»‘)|pdgo<flp/IU(ei‘I)lpdtp olt A, ne dépend que de p.
[ i '

Le th. 2 se trouve ainsi démontré.

1) M. Riesz [8].
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§ 8. Passons & la démonstration du th. 1.

Lemme 16. Soit f(z) une fonciion analytique definie dans le
cercle unité et satisfaisant & la condition

2
f|f("6iq”)|pd(17<M (r<1, p>1).
0

11 existe alors ume fonction f(e) telle que
2
tim [ j(re'™)—f(e)” dp=0.
X r>1y
Ce lemme est connu 5).
Lemme 17. G et I’ vérifiant les hypothéses (3.1)-(3.3), soit f(z)
une fonction réguliére dans G ef telle que

[1#(s2))” ael< 1 (s<1).
/

I existe alors une fonction f(2) définie pour zel et telle que
lim (f(z)—f(s2)|"|dz|=0.
520 j1

(’est une conséquence des lemmes 7, 9 et 16.

Lemme 18. Soit I'(¢) une famille de courbes vérifiant uniformé-
ment les hypothéses (3.1)~(3.3). Admeitons que, pour tout ¢, il ewiste
une fonetion F(z,p) réguliére dans le domaine G{p) borné par la courbe
I'(p) et que Ton a

2
[ [\F(sz, )" @ dp< M
0 I'(yp)

Il existe alors une fonction F(z,¢) définic pour zel'(p) et pour
laquelle on a

(s<1, p>1).

2

lim [ [|F(se,0)—Fl(z,)|" |de|dp=0.

e 6/1.‘('£ y ) ‘ P
Posons

H{p)=Dborne sup /lF(sz,qz)l”ldz[.

0<s<t - rig)
Nous allons établir inégalité
2
(81) [H(p)dp<AM
0

ol A=A(K,Lp).

15) Voir p. ex. Zygmund [10], surtout p. 86 et 87,
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Supposons d’abord que H(p)=co pour tout ¢ appartenant
4 un ensemble E de mesure positive. Le nombre K, étant fixé, on
peut trouver pour tout gel un sp<<1l de manidre que H(sy,¢)=K,
ol H(s,zp):/]F(sz,q:)]p[dz[. Désignons par E, I'ensemble des points

I'y)
@eB pour lesquels sp<1—1/n. Il est évident que H,—H, ce qui
permet de choisir un n=mn, de facon que |E,|>}|E|. En supposant
geB, et en tenant compte du lemme 9, on en conclut que
H(sg, ) <SAH(1—1/ng, ¢), ot A ne dépend ni de ¢ ni de n, Il en
vient
LE\|BI< [Hsyyp) dp<AM.
Eﬂn

Or, K, étant arbitraire, on a en conséquence |B|=0, ce qui
prouve qu’on a presque partout H{g)<oo.

Ceci établi, choisissons un 7, de manidre que Llon ait
H(ry,¢)>+H(p) ot désignons par E, lensemble des points pour
lesquels 7o<<1—1/n. Bn tenant compte du lemme 9, on obtient
pour peB, Dlinégalité H(ry,¢)<AH(1—1/n,0) ol A=A(K,A4p);
c. & d.

2
(8.2) [H(p)dg<24M, [H(g)dg<24M.
E, 0

'n

D’autre part, on conclut du lemme 17 que presque partout

[1F(s2,0)—F(z )| @0,
Iig)

ce qui entraine la thése du lemme en vertu de (8.2).

Lemme 19. F(z,2,) dant une fonction de classe H, (p>1) dans
un domaine D de type R, il existe une fonction F(z,e%) analytique
pour presque tout ¢, et satisfaisant & la condition

27 2
(83) tm [ [ lF(VIL(se“f:,/1),se"%)—F(rh(ef‘Pf,A),e"%}}pdldcpg:() (0<r<1).
s>14 5
Daprés la définition de la classe Hy, on a pour tout r<1 et s<1
suffisamment proches de 1

2T 27
/ ‘./‘}F(?‘h(sei‘f"!,l), 5‘6;9"!)

00

"1 dp, <M.
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En tenant compte du lemme 18, il existe donc une fonection
Flrh(e,2),¢%:) telle que:

27 27
./‘ﬂ/lF("h(e"'”*,Z),e"‘)’u)lpdldqang‘M,
00

2 2

im /]

Supposons le lemme 19 vrai si le domaine D est un bicylindre
quelconque. En tenant compte du lemme 9, la fonetion F(z,el:)
est analytique dans presque tout cercle |zy<4, #=¢" et, & plus
forte raison, dans presque tout domaine Dy(g,) borné par la courbe
Ts(gs) Ol 2,=5h(zy,2) et zy=¢, Soit s, la borne supérieure de nom-
bres s pour lesquels la fonction F(z,e:) est encore analytique dans
les domaines Ds(g,) sauf peut-éfre un ensemble de mesure nulle
de valeurs de @,. Soit E, P’ensemble de points g, tels que la fonction
P(z,e%) n’est pas analytique dans le domaine Dsn—l]lz(¢2)- Il est
évident que, sauf l'ensemble F=2ZXFE,, la fonction F(zi, &) est

n

B{rh(seiss, 1), se9:)—F (rh(eins, 4), )| 42 dgy—0.

analytique dans les domaines Dy, (@s). Fixons i=1, et effectuons
la transformation

8.4 /=Z1—80h(22,;no) A
(8.4) 2 ———wihk(zg, o), ’ E2)

.

Le transformé I’ du domaine D contient un bicylindre de la
forme |#|<g, |22/<1, &4 moins gue s,+1. Le lemme 9 montre que
la fonction @(d,2)=F(21,2s), Ol 21,25 et 2,25 sont liés par les
relations (8.4), est de classe H,. En appliquant donc le lemme 19,
supposé vrai pour le bicylindre, on voit que la fonction @(ef, ) est
analytique dans presque tout domaine [¢f|= g, 2s=¢®. En effectuant
la représentation inverse & (8.4), on voit que la fonction F(e,ei:)
est analytique dans presque tout cercle |z;—s h(zy,Ao)|=", 2y= 6.
La méme opération peut étre faite dans tout le point A et on voit
facilement que-la borne inférieure des rayons r correspondants est
positive. Il en résulte V'existence d'une suite i, 1s,...,4, telle qu’en
désignant par K(r,p,1) le cercle |o—syh(zy,A)|<r, z=¢", on a
D%(qo.l)—{-:_Z'K(r,tpz,11.)3D5x(cp2) ol $;>s, est indépendant de @, On
en conclut que la fonction F(z,e®) est encore analytique dans
presque tout domaine Dy (g,).
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Done s,=1 et la démonstration du lemme 19 s’achéve par
le suivant

Lemme 20. F(z,z) dant une fonction analylique de classe
H, (p>1) dans le bicylindre |2,| <1, [l <1, il existe une fonciion F(z, %)
analytique pour presque toul @, et satisfaisant & la condition

27 257(

tim [ [ (e, se)—B (e, 67)]"dgy dpa=0 (0<r<t).

s>1 0 0

Soit U(zy,2,) 1a partie réelle de F(z,z,). 11 existe®) une fonetion
g, @0) de classe L7 telle que

N Ny (1—12) (1—13) dy’ dg”
(zl7z2)_£r§/ff(¢l+¢ 7¢2+[p ) (1-‘2"'1305(}”“}‘73)(1—27‘200S¢”+7‘§>

—5 =7

olt z=r. e et z;—r,e®. En posant

7T . .
" 1 , (1—r}) dg’
U(%,e#-)—@;ff(%*%‘?;¢2)mos¢,+7?,
-on obtient
27 27
lim ffIU(rgiqh,sgi%)__U(,rei%’eltp:)lf’dlpl dp,=0 (r<1).
s>§ g

La méme proposition étant vraie aussi pour la partie imagi-
naire de F(z,2), le lemme 20, et partant le lemme 19, se trouve
établi.

§9. Le th.1 & démontrer résulte des lemmes 16-20 comme
il suit.

En appliquant les lemmes 18 et 19, il existe une fonction
F(eir, %) qui peubt &tre considérde pour presque tout g, comme
la fonction frontitre de la fonction analytique F(zy,e%:). Elle est
évidement de classe LP. En partant d’elle et en effectuant les opé-
rations décrites dans le § 5, nous retrouvons done la fonetion F(21,2,).
Par conséquent nous sommes dans les conditions du th. 2 et, celui-ci
étant établi, il en est de-méme du th.1.

1) ge gu'on peut déduire immédiatement des théorémes connus (voir
p.ex. A. Zygmund [10], p. 86-87).
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On transformations having periodic properties /).
By
W. L. Ayres (Ann Arbor, Mich., U.S.A,).

1, The purpose of this paper is to study the relations between
properties of four types of periodic and semi-periodic transform-
ations. Tt is shown that these types are identical only for quite
special spaces such as linear graphs and dendrites, but that they
give always identical properties relative to the cyclic elements of
a Peano space. These properties are studied in detail. The prineipal
results are that the set of cyclic elements which are invariant in
the large form a non-vacuous Peano space, and that the components
of the space minus this invariant set are permuted among them-
selves in a definite manner.

2. We consider a metric space X and a single-valued trans-
formation (function) f of X into itself, i.e. for each zeX, flryeX
and there is an ®,¢X such that f(x)=x. We denote by fz(w) the
point flf(z)), and by f* the result of repeating f n times.

Property P, f is said to be periodic if there is a positive
integer » such that f"=1I, where I is the identity transformation.

Property P, f is said to be point-wise periodic if for -each
zeX there is a positive integer n=n(x) such that f(z)="2=.

Property P, f is said to be almost periodic if for each >0
there exists a positive integer m=n(e) such that ofs,f"(®)|<e for
every zeX.

Property P, f is said to be point-wise almost periodic if for
each zeX and any >0 there is a positive integer n=n(®,&) such
that ofa,f"(#)) <e. :

1y Presented to the American Mathematical Society Dec. 30, 1936.
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