Sur les transformations des séries de Fourier.
Par
R. Salem (Paris).

Soit une série de Fourier:
1) fl@) ~ $ay+a,cosz+bisina+-... +ancosne+b,sinne 4 ...

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par 2(n) une fonction
positive, croissante, concave, devenant infinie avec n.
Considérons la série

(2) $a,2(0)+2(1)(ay cO8 2+ by sine) +... +2(n) (@, cosn@ 4 b, sinnw) +...
Le but de cette note est de démontrer les théorémes suivants:

Théoréme 1. Si la fonction f esi continue, on peut towjours
trouver une fonction Q(n) telle que la série (2) soit aussi la série de
Fourier d>une fonction continue.

Théoréme I1. Si la fonction f est supposde seulement som-
mable, on peut toujours trouver une fonction Q(n) telle que la série (2)
soit aussi la série de Fourier d'une fonction sommable.

Remarquons qu’un théoréme analogue ne peut pas &tre énoncé
pour les fonetions bornées. On sait en effet que si f n’est pas con-
tinue, la série (2) ne peut pas &tre la série de Fourier d’une fone-
tion bornée ).

1) Cf. A. Zygmund, Trigonometrical Seriés, Monogratie Matematyczne 5
(1935), p. 100 et suivantes.
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Posons pour simplifier fa,=4
écrirons aussi f an liew de f(z).
Soit Sp=A,+A4,+...+4, et g,=
arithmétique de Féjer).

Si nous désignons par of la (n-+1)*° moyenne arithmétique
de Féjer de la série (2), nous avons

0+ 8n COSNE by sinnT= A ,; nous

Sy+81-+... +8,
n-1

(moyenne

(A1) 200)[A—f1+nQ(1) 4, 4-(n—1)A(2)4, +...+O(n)4,
Crn’ﬁfg( n+1
ce que nous déerivons en posant f,= n;‘:_;ﬂ Q(p):

—20) f=04(Ay—f)+ 6,4, +... 6, 4,.
En appliquant deux fois le théoréme d’Abel et en posant
ABp=0p— 0,41, A0y = A0p— Abpy,
nous avons d’abord
0, —2(0)f = (8,— )40y + (81— A0+ ... + (8n—1—F)Abn 1+ (

puis, en remarquant que f,41=0, donc 6,= A0,

{(82—71)0u;

G (0) f= F (9 +1) (0p— NA*8p+ (n+1) (0,— )4

Le terme complémentalre s’écrit, puisque Op,=A40,:

D’autre part, le calcul des différences secondes donne
2, _NF1—=p o n-tl—p A v +1— 0 9
arg, =" 2E AQ(p)—{-EM( s )Ag(p+1)+ ( Lo +2).
Or 1 4ip
n4l—p 1 z(’r_b_:g -0
AT e AN ) !
done »
Sp+1) (0,140, =
p=0
n—1 . 'l—1
N HL—D e AR 1) (e,— FAQ(p +1).
=2 Tmil (p+1)(op—HA"2P) +—= +1 (P+ ) (@p f (p

p=0 p=0
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On peut ajouter-i la premiére somme le terme obtenu en
faisant p=mn, % la condition de retrancher (c,— f)4%>Q(n); done
finalement ):

L antl—
s 2= " w1
(3) n—1
n-{—lz pH1)(

Démonstration dw théoréme I.
mément en x,

op— )A°Q(p) +

0p—NAR(p +1) + (04— ) R2n)— (6..— )) A Q(n).

On sait que, unifor-

|O'P_‘f|<£(p)1
&(p) tendant vers zéro pour p=oco.
Soit u(z) une fonetion positive croissante de x>0 telle que

la série Zﬁ
0

et satisfera aux conditions suivantes:

converge. (y) sera définie pour tout y>0

1° Q(y) sera positive, croissante, infinie avec y, concave (ou
linéaire), et dérivable deux fois;
20 On devra avoir — condition essentielle —
u[R(n)]< L H
&(n)
3° Q'(y) sera convexe; de plus Q(y) croissant indéfiniment
avec y, y%2'(y) ne reste pas bornée; nous supposerons done sans
inconvénient cette quantité croissante.

Dans ces conditions, nous avons

ne(n)|4°Q(n)|=ne(n)| Qn +1)—Q(n)—[Qn+2)— (n+1)]]
<ne(n)[.Q (n)—Q'(n+2)]
<2ne(n)|Q"(n)| = 2" [2"(n)] -e(n)Q'(n).

Q'(n)
Comme yZ.Q (y) croit, on a:

2'(y) 422" (y) >0, YR (y)<22'(y),
done
2 o) 40’ (7&)
n)]A Q(n)|<de(n)Q'(n)< u[Q('n)]

1) L’ulee de cette transformation est empruntée & Paley et Zygmund
(cf. Zygmund, loc. eit., p. 128).
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. <l
Or, la série ' ) converge, comme . 'intégrale
W[2(n)] &

fu[!z% /dz'

done la série Yne(n)|4°Q(n)| converge; la série \“(n—i-l Now— A2

converge donc uniformément; et le premier terme de 'égalité ( 3),
qui n’est autre que la moyenne arithmétique des n--1 premiéres
sommes Dartielles de cette série, converge done aussi uniformément
vers une fonction continue de .

Occupons-nous miaintenant des autres texmes de 1'égalité (3).
Le dernier tend uniformément vers zéro, car na(n)lA' Q(n)] tend
vers zéro comme ferme général d’une série convergente, done,
a fortiori, e(n)4”Q(n)—0.

L’avant-dernier terme tend aussi uniformément vers zéro, car

e(n)2(n) < ﬁ%%

—>0 & cause de la convergence de Dintégrale

wdz

u(?)
Reste le second terme de 1'égalité (3). 2(y) étant concave ou

Q(y)—2(0)
Y

» u(2) étant croissante.
linéaire, décroit, et comme £(0)>0, '(%y) déceroit, d’ol
y2'(y)—L2(y)<<0, done

e(P)AQ(p+1) =pe(p)[R(p+2)—Q
<pe(p)®

(r+1)]
"(p)<e(p)L2Ap) — 0.
n—1
. . 1
Donc la moyenne arithmétique %2(39—}—1) (op—
p=0
tend aussi uniformément vers zéro, et il en est de méme du second
terme de égalité (3). :

1l reste que o,—£2(0)f, et par conséquent o}, tend uniformément,
pour n=oco, vers une fonction continue. On sait que, dans ces con-
ditions, la série (2) est la série de Fourier d’une fonetion continue,
ce qui démontre le théoréme.

NALp+1)

Cas particulier. Si la série de Fourier de f converge
uniformément, la démonstration devient immédiate. On a:
Sp—0(0) f=8(0)[A,— f1-+82(1) Ay +... +Q(n)An=

=(8,— )AR(0) + (8;— HALL) + ... + (8r1— HARM—1)+ (8—)2(n).
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8i-|8,—f|<e&(n), il suffit de prendre £2(n) concave, dérivable,
et telle que )
w[Q2(n)] < () .
Dans ce cas, la série (2) converge aussi uniformément.
Exemples. Si f(x) satisfait 4 une condition de Lipschitz
d’ordre a avec a<<l, on sait que:
¢ O,logn
m<izr e <t E

On en déduit en prenant wu(z)=a't% (6>0) que la série

Zn* 1 (a, cosne b, sinnx) (n>0)

converge uniformément. Ceci est encore vrai si a=1, car alors ¢ et &
Blogn

ont pour borne commune

Si a<l, et si on prend u( Y= mlog"‘"”m, on voit aisément que

an“(ancosnw+b,lsinnw)
log™tin

#>0 et converge uniformément pour »>1.

Si a=1, la série Z"(“"GOS"”H’"MM)

log?tmn
fonetion continue pour #>0.
S8i le module de continuité w(d)

e(n)<Co(1/n)log w(1/n)|

représente une fonction centinue pour

représente une

de f est quelconque, on sait que

et on voit facilement qu’il suffit de prendre

-7
Q)< [Jiﬁ)l ou  Qn)<

avee 7>0.

1
(1/n)|log w(1/n) [

Le premier de ces résultats donne incidemment le théoréme

suivant:
ai+
, la série 2 n _?1!,,

8t f admet le module de continwité w(d
Lol /n)F

converge pour 0.

Ce théoreme peut d’ailleurs se démontrer directement, en
partant de 'inégalité

. 2 (a2 +B2) < sz(%),

wr nt1
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C étant une constante -absolue, inégalité résultant de la théorie

de la meilleure approximation?).

Démonstration du théoréme I1. La relation (3) donne
pour n>m:

o= S A~ ) (o ) +
p=0

n-+1 m-+1
- 1—
+ 3L 4 1) () A000) +
n—1 p=m-+1 m—1
2 Wl
a1 D P+ oL+ 1)~ S+ (e,—NAL(p+1)+
p=0 p=0

+(02—1) Q(1) — (04— ) A°Q(0) — (60— )2(m) + (00—F) AQ(m).

Or, si Y4, est une série de Fourier, on a?)
2n
[ler—flda < (p),
1]

£(p) tendant vers zéro pour p=oo.

ntl—p mtl—p p

D’autre part, pra mil —mii H-1> 0. Done
1— 1—
f lan—am|dw<2[“+ 222l 1)elp) S000) +
"’H‘l—p 2
‘i;mHT_!_'l——(p‘*‘l)f(P)A )+
n—1 m—1

+ Mz_lg(p-%-l)s(p
e(n) R(n) +e(n) 42Q(n) +-&(m) Q(m)+-£(m) A°Q(m)

Les quatre derniers termes temdant vers zéro pour m=oo,
comme nous 1’avons montré ci-dessus, 2(n) était choisie en fonetion
de ¢(n) comme précédemment; les deux derniéres sommes aussi.

2
)40(p+ 1)+ g D0+ 1)elp) A2+ 1)+
=0

1) Pour les résultats de cefte théorie dont nous nous sommes servis, voir
p. ex., de la Vallée Poussin, Legons sur Vapprozimation, Paris, 1919, p. 13
25, 32 et 45.

2) Zygmund, loc. eit., p. 85.
Pundamenta Mathematicae. T. XXXIIE.
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Restent les deux premidres sommes. On a vu que la série

E‘(p—{—l)s(p)zﬁ?(p) converge. Or," les deux premiéres sommes
0
4quivalent ensemble &
nt1— p 2 o Nymt1— p 1 10

2 T (P ARAp) % T (P Dep) 4°2p),

-cestadlrea
o+ 2+ +2Zn . 20+21+‘--+2}n
n+41 m—+1

2
ol Zj=j(p+1)a(p)A Q(p). Done K—0 aveec m=oo. Done, pour
0

n :

Mm=00, f |op—0n|d tend vers zéro. Cela suffit & affirmer que
0

ZA,0Q(n) est une série de Fourier?).

1) Zygmund, loc. cit.,T p. 85.

Sur un espace métrique séparable universel*)
Par

Waclaw Sierpiriski (Warszawa).

Le premier exemple d’un espace métrique séparable U qui
contient un ensemble isométrique avec tout espace métrique sépa-
rable a ét6 donné par Paul Urysohn?!). Or, MM. Banach et Ma-
zur ont démontré 2) que 'espace (0) de toutes les fonctions conti-
nues dans l'intervalle (0<<#<(1) avec la distance r(f,g) définie par
la formule

7(f,9) = max |f(t) —g(t)|
0<r<

{qui, comme on sait, est un espace séparable) contient aussi un
ensemble isométrique avec tout espace métrique séparable. La
démonstration publiée par M. Banach fait usage de la théorie des
fonctionnelles linéaires. Dans le § 1 de cette Note, je donne une
démonstration directe et plus élémentaire de ladite propriété de
Tespace (C). Dans le §2, je fais une comparaison des propriétés
des espaces U et (C).

§ 1. M étant un espace métrique séparable donné, soit
Q@ =(pyPyy...) un sous-ensemble dénombrable de M dense dans M.
¢ désignant la distance dans M, posons:

1) 7(P)=0(p,p,) —elp:p;) pour peQ et m=1,2,...

Vu que
- Q(Z’vp,,) < Q(pipn)_'@(?ypl) < Q(pﬂpn)7

*) Cf. ma Note du 24 Avril 1940 parue dans les Atti della. R. Accademia
delle Scienze di Torino, 75.

1) P. Urysohn, C. R. Paris 180, p. 83 (séance du 16 mars 1925) et Bull.
Sc. Math. 2e série, 51 (1927), p. 1-38.

?) 8. Banach, Théorie des opérations linéaires, Monogratie Matematyczne I
(Warszawa 1932), p. 187.
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