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Restent les deux premidres sommes. On a vu que la série

E‘(p—{—l)s(p)zﬁ?(p) converge. Or," les deux premiéres sommes
0
4quivalent ensemble &
nt1— p 2 o Nymt1— p 1 10

2 T (P ARAp) % T (P Dep) 4°2p),

-cestadlrea
o+ 2+ +2Zn . 20+21+‘--+2}n
n+41 m—+1

2
ol Zj=j(p+1)a(p)A Q(p). Done K—0 aveec m=oo. Done, pour
0

n :

Mm=00, f |op—0n|d tend vers zéro. Cela suffit & affirmer que
0

ZA,0Q(n) est une série de Fourier?).

1) Zygmund, loc. cit.,T p. 85.

Sur un espace métrique séparable universel*)
Par

Waclaw Sierpiriski (Warszawa).

Le premier exemple d’un espace métrique séparable U qui
contient un ensemble isométrique avec tout espace métrique sépa-
rable a ét6 donné par Paul Urysohn?!). Or, MM. Banach et Ma-
zur ont démontré 2) que 'espace (0) de toutes les fonctions conti-
nues dans l'intervalle (0<<#<(1) avec la distance r(f,g) définie par
la formule

7(f,9) = max |f(t) —g(t)|
0<r<

{qui, comme on sait, est un espace séparable) contient aussi un
ensemble isométrique avec tout espace métrique séparable. La
démonstration publiée par M. Banach fait usage de la théorie des
fonctionnelles linéaires. Dans le § 1 de cette Note, je donne une
démonstration directe et plus élémentaire de ladite propriété de
Tespace (C). Dans le §2, je fais une comparaison des propriétés
des espaces U et (C).

§ 1. M étant un espace métrique séparable donné, soit
Q@ =(pyPyy...) un sous-ensemble dénombrable de M dense dans M.
¢ désignant la distance dans M, posons:

1) 7(P)=0(p,p,) —elp:p;) pour peQ et m=1,2,...

Vu que
- Q(Z’vp,,) < Q(pipn)_'@(?ypl) < Q(pﬂpn)7

*) Cf. ma Note du 24 Avril 1940 parue dans les Atti della. R. Accademia
delle Scienze di Torino, 75.

1) P. Urysohn, C. R. Paris 180, p. 83 (séance du 16 mars 1925) et Bull.
Sc. Math. 2e série, 51 (1927), p. 1-38.

?) 8. Banach, Théorie des opérations linéaires, Monogratie Matematyczne I
(Warszawa 1932), p. 187.
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on a, d’aprés (1)
@ [7(P) <Py,

Soit
(3) @, = @,(1)

pour pe@ et n=1,2,..

ot 0<t<1 b n=1,2,...

une ,courbe® continue remplissant le cube & ¥, dimensions
(0<€2. <1, B=1,2,...) 3).

Daprés (2), il existe pour tout nombre naturel & un nombre
réel 1, ol 0t (1, tel que

(4) yup)=elpyp,) [20,(,)—1]
Soit T'=(tyty,...). Soit T=T+ T" laferméture de I'ensemble T.

Posons
(8) 1= Q(Z’i,l),",) [2¢,(t)—1]

La fonction f(#) est évidemment continue dans Pensemble
fermé T. On peut la définir dans l'intervalle (0<t<1) tout entier
de facon quelle soit linéaire dans chaque intervalle contign & T
en posant en outre f (f)=f (t') pour 0< i<, ou t' est la borne
inférieure de T, et f (#)=f(t"') pour ¢'<<t<1; ol " est la borne su-
périeure de T. La fonction f () est évidemment continue dans l’in-
tervalle entier (0,1).- C’est donc une fonction appartenant & les-

pour n=1,2,...

pour te T et n=1,2,.

pace (C).
Je dis que Co o
(6) oDy p)="(fa1) pour 4 et k naturels.
En effet, d’aprés (4) et (5), on trouve
m B y)i(pk)k=fi(tk)‘ pour i et k& naturels,
done, d’apres (1) .
e(Pppy)= ?i(pk) n(pk) —7fi k),
d’ol . .
(8) oDy, < (11, e

D’autre part, d’aprés (7) et (1), on trouve pour s, k et j na-
turels: .
,(t —1lE)=v{p)—7\p ) o(0,0)— 0@,

8) Comme on sait, on peut définir effectivement une telle seourbe®.
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done (vu que |o(p,p)—e(p,P,)|<e®,D,):

Ifi(tj)—fk(tj)i < Q(Pi, P;,) pour j=1,2,...,
c’est-a-dire:

]f t) fk t)‘ < Q ,7]’;,) pour teT
et, les fonetions f(t) étant continues,
{9) 1) —1,0)] < olp, py) pour teT.

Soit )
(10) My =max [f (1) —f,(1)]-
teT

D’apres (9), on a done
‘(11) m; ,k ( ppk)
Or, il résulte sans peine de la définition des fonctmns j(t)
pour (0<t<1)—7T que

o= DX [f(t) = [, =7(Foly)-

m

Les formules (8) et (11) entrainent done la formule (6), qui
se trouve ainsi établie.

Soit maintenant p un point guelconque de ’espace M. L’en-
semble @ étant dense dans M, il existe une suite infinie de nombres
naturels n4,m,,... telle que
{12) ' . p=limp,.

k=00

Etant donné un nombre >0 quelcongue, il existe d’aprés (12)

un indice x tel que
(P, Pn i< pour i>u et k>pu,

d’ol selon (6)
pour i>pu et k> pu.

'r(f'nl; f"”k) <e
La suite infinie des fonctions f,,,,k(t)‘ ol k=1,2,...
uniformément dans l’intervalle (0,1). Posons

(13) P () =limfy @)

converge done

pour 0<CE1:

¢’est done une fonetion continue, d’ou f(”)(t) e(0).
Or, soit my,m,,... une suite quelconque de nombres natiirels
telle que
p =limp,, .
k=co . k.
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Nous avons donc d’aprés (12):
lim @(p'm,kyp'n,k)=07
k=co
ce qui donne d’aprés (6):

}ii T(fmhyfnk) =0,

donc d’apres (13):

o) = kh_m jmk(t) pour O0<i<I.

La fonction fP(t) ne dépend ainsi que du point p de M (et
non de la suite {pnk}).

Soient maintenant p et ¢ deux points de M. Il existe done
une suite infinie #,,h,,... de nombres naturels telle que;

(14) ¢=1limp,,
k=00 3
d’oll selon la définition de la fonction F9(z):
(15) f@(t) = lim f, (1)
k=00 "k
D’aprés (13) et (15), on trouve
FP@)—f2) = lim [, (8)—1, (8)]
k=oq k )

et la suite & droite est uniformément convergente dans (0,1).
D’aprés (12) et (14), il existe donc pour £>0 un indice % tel que

pour 0<Ci<1.

pour 0<iK1

(16) 120 ~fO0 I, O—f, Bl <e  powr O0<I<IT
et que’ * ' ‘
an le(r,, 4, ) —e(@; )i <e.
D’aprés (16), on trouve sans peine:

(18) r(fPs 10 =t 1y )l <,
et comme d’aprés (6) )

’ Q(pniph)='r(f,,,'1fh )

kR Tk . }

les formules (17) et (18) donnent

(2,1 ") e, 0)| < 2e,
d’olt, ¢ étant un nombre positif quelconque:

7, 1?) = o(p, q).
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L’ensemble M est done isométrique avee I’ensemble de fone-
tions f(”), ol pe M, de (C). Ainsi Pespace (0) jouit de la propriété
qui était & établir.

Il est & remarquer que nous avons démontré en méme temps
qu’étant donné un espace métrique séparable M et une suite infinie
d’éléments de M dont l’ensemble @ est dense dans M, on sait dé-
finir effectivement un ensemble de (C) isométrique avec M.

Voici une application de ecette remarque. I’ensemble métrique
séparable universel U de Urysohn contient, comme on sait, un
ensemble dense dans U, formé d’une suite infinie d’éléments py,p,, ...
dont la nature n’est pas précisée, mais les nombres g(p,p,) sont
bien déterminés par les indices 7 et k. On peut donc définir effecti-
vement un ensemble (U,) de (C) isométrique aveec U 4).

§ 2. Etant donné deux points » et ¢ d’un espace métrique M
dans lequel ¢ est la distance, nous entendrons par le milieu enire p
et g tout point s de M tel que

o(p,8) =0(g,8) =4 e(p, )-
Soient f, et f deux éléments de (C) définis comme il suit:
(19) fi@)=0 et fylz)=1
Cherchons le milieu entre f, et f,. Si c¢’est la fonction f, on a

(20) (1) =7, 1) = 3 7(fus o)y

et comme d’aprés (19) r(fy,f.)=1, on trouve, vu la définition de la
distance r dans (0):

fo)—f@) <3 et [flo)—fl@)] <i pour 0<a<T;
done, d’apreés (19):

pour 01,

flo) <% et flo)—1=—}
ce qui donne tout de suite
(21) - @) =4%
D’autre part, on vérifie sans peine que la fonetion f définie

par la formule (21) satisfait aux égalités (20). Dong, il existe dans (C)
entre f, et f, un et un seul milieu, & savoir la fonetion (21).

pour 01,

pour 0.

4) Cf. le probléme posé par M. Fréchet dans son livre Les espaces abstrails,
Paris 1928, qui éerit p. 100: ,,I1 serajt intéressant de déterminer complétement (T,)
et d’une fagon simple“. La question si ’on peut le faire d’une fagon plus simple
que la nétre reste naturellement ouverte.
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Or, soient, g, et g, deux éléments de (C) définis comme il suit:

(22) n(®)=0 et gy(z)=

Etant donné un nombre réel ¢ tel que 0<{¢<§, désignons
par f; 1a fonetion (de x):

fle)=(3—t) o+t

On a évidemment f,==fy, pour 0<{I<¥'<<
0t d’apres (22):

pour 01,

pour 0<Ca<1.

4. Or,, on a, pour

1) 991 )= %_t)m+tl <% pour 0<<z<l,
ga()—Fe(@)] = | (3+ —tl <% pour 0<2<1,
ft(l)—g1(1)~-} et g5(1)—f(1) =1,
done
(23)' 'r(ft;g]_) flagz) .1'.

Comme d’aprés (22) 7(gy,9,)=1, nous concluons d’aprés (23)
que chacune des fonctions f; (ot 0<<t<<]) est un milieu entre g,
et g, Par conséquent:

Il ewiste dams (C) des couples d’éléments
Vautre entre lesquels il m'y a qu'un seul miliew, et d'auire part, il
existe dams (O) des couples d'éléments & la distance 1 Uun de Uautre entre
lesquels il y a plusteurs milieuw (méme une infinité de puissance
du continu des milieux différents)®)

On voit aisément qu’il n’existe aucune transformation iso-
métrique de Pespace (C) en lui-méme qui transforme les éléments g,
et g, de (0) respectivement en f, et f, ou bien en f, et f, (puisqu’elle
transformerait les milieux différents entre g, et g, en milieux diffé-
rents entre f, et f,, tandis, qu’il n’y a entre £, et f, qu'un seul milieu).
Done, Vespace (0) n'est pas métriquement homogéne au sens de
P. Urysohn ®) et, par suite, il n’est pas isométrique avec I'espace U
(qui est métriquement homogéne).

5) En particulier; il en résulte sans peine que V’espace (C) ne jouit pas
(méme pour s=3) de la propriété fondamentale de I’espace U démontrée par
P. Urysohn L c., p. 16 (I)-

8) Je I’ai démontré déja dans ma Note de C. R. Soc. Sc. Varsovie 28 (1935),
D. 19-20. D’aprés P. Urysohn un espace métrique M est dit mdtriguement homo-
gome i A et B étant des ensembles finis et isométriques quelconques situés dans
M, il existe une transformation isométrique de M en lui-méme transformant
Aen B,

o la distance 1 Tun de
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Etant donné deux points p et ¢ d'un. espace métrique M dans
Tequel o est la distance, nous appelons segment reciiligne pg. tout
-ensemble contenu dans M, contenant p et ¢ et qui est isométrique
avec intervalle 0<Ct< o(p,q).

~ On voit aisément que, f, et f, étant deux éléments quelconques
de (0), il existe dans (C) au moins un segment rectiligne E
En effet, posons pour 0<t<r(f1,f2):

{24) g,(w) =71, (@) + pour 0<<e<1.

f A [fz(m) f(@)]
On voit sans peine que

T(gtlgil):tl_t pour 0<<i< tlgr(flih)’

ce qui prouve que lensemble H de toutes les fonctions g, ol
OLE<<r(f,f2) est isométrique avec Dintervalle 0<t<<r(fy,f.). Or,
on a d’aprés (24) g,=f, et g, ,=f,- L’ensemble H est donc un
segment rectiligne fifs

On démontre sans peine qu’il existe pour les fonctions (19)
un seul segment rectiligne fifo- Soit, en effet, @ un segment rectiligne
-entre f; et f,. Etant donné un élément f de @, il existe donc un
nombre ¢ de Pintervalle 0<t<{r(fy,f5)=1, tel que

r(f,f)=t et r{f,f)=1—t
On a donc d’aprés (19):

- f®)| <t et |fle)—1]<1—¢ pour 0<<o<],
o @) <t et 1—fle)<1—t pour 0<a<l,
.ce qui donne

flm)=1 . pour 0<w<1.

L’ensemble @ est donc formé de tous les éléments de (C) qui
.sont des constantes >0 et <1, et il n’existe pas d’autres segments
rectilignes entre f, et f,.

Or, je dis que g, et g, étant les fonctions définies par les for-
mules (22), il existe plusieurs segments rectilignes entre g; et g.
En effet, on voit sans peine que si f est un milieu entre g, et g,, la
.somime g,f-+fg, est un segment rectiligne g,g,. Tout segment rectiligne
n’ayant qu'un seul milieu, on voit que si f, et f, sont deux milieux
différents entre g, et g, les segments rectilignes g,/ 474, et

i_h_fri"f,v—yz sont différents. Par conséquent:


GUEST


122 W. Sierpinski.

Deux éléments différents de (C) peuvent éire toujours réunis
par wn (au moins) segment rectiligne et, dautre part, il existe des
couples d’dléments de (C) qui pewvent Ere réunis par plusieurs (méme:
par 2%) segments rectilignes différents. _

En particulier, il en résulte tout de suite que l'espace (O) est.
connexé et méme localement connexe?).

%) Cf. la propriété analogue de 'espace U (P. Urysohn,l e., p. 30, Corol~
laires I et II).

icm

Sur les espaces métriques universels?),
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

1. Etant donné un nombre cardinal m, appelons espace mé—
trique untversel de puissance m tout espace métrique de puissance m.
qui contient pour chaque espace métrique M de puissance m un
ensemble isométrique avec M (c. & d. applicable?) sur M).

Je vais démontrer les théorémes suivants:

Théoréme 1. Sim estun nombre cardinal >2% tel qu'il n’ewiste:
aucun mnombre cardinal n safisfaisant & Dinégalité n<m<2"%), il
existe un espace métrique universel de puissance m.

Théoréme 2. Si m ést un nombre cardinal <2%, il n'existe:
aucun espace metrique universel de puissance m.

Le théoréme 1 entraine immédiatement ce

Théoréme 3. 8i Uhypothése de G. Cantor sur les alephs
(2Re =8,y pour tout nombre ordinal a} est vrate, il existe un espace
métrique universel de chaque puissance > K.

Le théoréme 1 pour m==x, et le théoréeme 2 donnent tout de-
suite ce

Théoréme 4. L'hypothése du comtinu (2%=x,) est équiva—
lente & Vewistence d’um espace métrique universel de puissance %,.

Il en résulte immédiatement ce

1) Cf. ma Note du 24 Avril 1940 parue sous le méme titre dans Atti delle-
R. Accademia delle Scienze di Torino 75 (1940).
2) On appelle application une transformation biunivoque conservant les-
distances.
3) Cette hypothése surle nombre cardinal m équivaut, comme I’a démontré
M. A. Tarski (Fund. Math. 32, p. 48), & Uhypothése que §2“=m, la, sommation.
n<m

g’étendant 3 tous les nombres cardinaux n<m.
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