Sur la non-invariance topologique de la propriété X.
Par

Waclaw Sierpiniski (Warszawa).

1. Nous disons qu'un ensemble linéaire B jouit de la propriéié
A’ §i, pour tout ensemble linéaire dénombrable D, il existe un en-
semble lindaire I' qui est un Gs tel que DCI et TECD?).

On voit sans peine que pour qu'un ensemble linéaire H jouisse
de la propriété 2/, il faut et il suffit que, pour tout ensemble linéaire
dénombrable D, l'ensemble E-+D jouisse de la propriété 2 2).

On démontre aisément que la propriété A’ est héréditaire.
Or, comme j’ai démontré?) la propriété A' est dénombrablement
additive.

Le but de cette Note est de démontrer ce

Théoréme. Si 2°=xy,, il ewisie un ensemble lindaire ayant la
1)

propridté A’ qui est homéomorphe & un ensemble linéaive deépourvu
de la propriété 1.

Nous dirons, d’aprés M. Besicovitch?), qu'un ensemble
linéaire indénombrable H est concentré §'il existe un ensemble liné-
aire dénombrable D (pas nécessairement contenu dans B) tel que
pour tout ensemble linéaire ouvert U contenant D ’ensemble BE—U
est au plus dénombrable. Dans ce cas, nous dirons aussi que l’en-
semble E est concentré par rapport & Uensemble D.

1y Cf. W. Sierpinski, C. R. Soc. Sci. et Lett. Varsovie 30 (1937), p. 257.

2) Pour la définition de la propriété 4, voir C. Kuratowski, Fund. Math.
21 (1933), p. 127.

3) L c. subl), p. 258 (Théoréme 1).

1) A. 8. Besicoviteh, Acta Math. §2 (1934), p. 289.
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Lemme. Pour quw'un ensemble linéaire E jouisse de la pro-
priéié ', il faut, et si 2%=y,, il suffit, qu'il ne contienne aucun sous-
ensemble indénombrable concentré.

Démonstration. 1. Soient F un ensemble linéaire & pro-
priété 2’ et B, un sous-ensemble indénombrable de FE, concentré
par rapport & ’ensemble (linéaire) dénombrable D. Il existe done un
@; linéaire I'=G@,05,..., ot G4,Gy,G,,..., sont des ensembles linéai-
res ouverts, tel que DC I et I'ECD. Comme DCI, on a DC@,

?
pour n=1,2,... et, Pensemble E, étant concentré par rapport & D,

les ensembles H,—G, sont au plus dénombrables. Or,Elwfzi’o(E1~G,,).
n=1
L’ensemble E,—I" est donc au plus dénombrable, de méme que

I'ensemble B, = (8,—I")+I'E, C(B,—TI)+IEC (E,—I)+D, contrai-
rement & D’hypothése. L’ensemble F ne peut donc contenir aucun
gous-ensemble indénombrable concentré.

2. Admettons que 2%=y, et soit F un ensemble linéaire
dépourvu de la propriété A’. Il existe donc un ensemble linéaire
dénombrable D tel que, pour tout Gy linéaire tel que DCI', on &
TE—D=0.

Or, ile résulte de 2% =y, qu’il existe une suite transfinie {@a}aco
formée de tous les ensembles ouverts contenant D. Posons

r.=J]a: pour a<Q.
t<a

I, est donc (pour a<<Q) un G contenant D et on a (d’aprés
1a définition de D) I'.BB—D==0. Il existe donc un z.el . E—D. Posons

Bi={Za}uco.

B, est donc un sous-ensemble de E.

Soit a< Q. I’ensemble de tous les nombres ordinaux £<Ca est
done au plus dénombrable. Comme v;e [tE—D, on a oz non e D
et I'ensemble X —(z;) (olt X désigne I’ensemble de tous les nombres
réels) est ouvert et contiemt D: il existe donc un nombre ordinal
U< £ pour lequel X —(ws) =Gy, On 2 ainsi wgnone Gy, pour £< a,done

2 () [] Gue=0.
i<a f<a

Comme a<<Q et us<< @ pour i< a, il existe un nombre ordinal
#<® tel que p,<p pour {<a. On a done

[1 G/Agcn Gs=TIy, Z(w»)ru =0,
i<a Ep

<a
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d’olt, vu que z.ely, on trouve xs==x, pour £< a. Cela prouve que
Tensemble E, est indénombrable.

Soit T un ensemble ouvert quelconque contenant D. Il existe
done un nombre ordinal a< @ tel que U=G.. D’apres la définition
de I's, on a I: C @, pour a<E<L; comme 2¢ € I:¥—D, on a done
2 € G, pour a<LE<Q, Aol By— Go CZ, ), ce qui prouve que ’en-

semble B,— U=FE—G, est au plus dénombrable et par conséquent
que 'ensemble E, est concentré.

Le lemme se trouve aingi établi.

M. F. Rothberger a démontré récemment i I'aide de I'hy-
pothése du continu qu’il existe un ensemble linéaire concentré H
formé de nombres irrationnels de Pintervalle I=(0,1> et tel que
lintervalle (fermé) I est une image biunivoque et continue de
Tensemble H. Soit f(x) la fonction continue & valeurs distinctes,
définie dans H et telle que f(H)=1.

Comme j’ai démontré %), hypothése du continu entraine l'exis-
tence d’un ensemble indénombrable § formé des nombres irration-
nels de I et ne contenant aucun sous-ensemble indénombrable de
mesure nulle. Soit

(1) H,= [ <H, {(z) 8],

H, est donc un sous-ensemble indénombrable de H, par consé-
quent un ensemble indénombrable concentré et, d’aprés le lemme,
dépourvu de la propriété A'.

La fonction j(x) étant continue dans HDH,, ’ensemble plan
(2) Q=Kl»eH,,y={(2)]

Xy
est évidemment homéomorphe &4 I'ensemble H,.
On sait définir une ,courbe” continue de Peano

(3) =gp(t), y=(?) (0=<i<1)
remplissant le carré K=RF0<a<1, 0<<y<<1] de maniere que les
points (z,y) du carré K" deux coordonnées irrationnelles soient
des points simples (et non pas multiples) de la courbe (3), e. & d.
tels qu’il existe un nombre unique tel satisfaisant aux équations

z=g(t) et y=y(t). En particulier, G. Peano et M. D. Hilbert ont
défini des ,,courbes” satisfaisant & cette condition. -

s) Fund. Math. 5 (1924), p. 184.
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Posons

1) T=E[0<a<1, (pla),p(z)eq])

Les points de ensemble @ étant des points simples de la courbe
continue et bornée (3), on voit sans peine que les fonctions (3) éta-
blissent une homéomorphie entre ’ensemble (linéaire) 7' et l'en-
semble (plan) Q. L'ensemble T' est done aussi homéomorphe & Pen-

© gemble H,.

Or, soit I} un sous-ensemble indénombrable concentré de T.
Si te.Tl, on a dlaprés (4) (p(t),(t) €@, done daprés (2) g(t)eH,;
ot p(t)=flp(t)), donc w(t)ef(H)=g¢. Cela prouve que w(T,)Ceg.

Je dis que la fonction y(t) est & valeurs distinetes dans 7' (done
& plus forte raison dans 1). '

En effet, admettons que:

(B) tel et el pour t,=t,,

(6) P(t) =w(ty).

Les points de @ étant des points simples de la courbe (3), on
conclut de (4) et (5) que («;a(tl),w(tl))=i=(<p(t2),1,u(t2)), d’ou selon (6)
p(t) +=p(ly). Comme, daprés (4), (2) et (5) ¢(t)eH, @lt,)eHy,
W) =flp(t)) et wlt)=flplt)), on awrait f(z,)=f(zy) pour tout
couple ;,®, de points distinets de H;, ce qui est impossible, la
fonction f étant & valeurs distinctes dans HDH,.

L’ensemble 7', étant indénombrable, I'ensemble 3(T,) est un
sous-ensemble indénombrable de ¢, done un ensemble qui n’est pas
de mesure nulle. Or, T, étant concentré et la fonction (t) étant
continue dans 7, l’ensemble y(T,) est, comme on voit sans peine,
concentré Iui aussi, donec de mesure nulle (et méme jouissant de
la propriété ). On a donc une contradiction.

Aingi Pensemble 7 n’admet aucun sous-ensemble indénom-
brable concentré et, d’aprés le lemme, jouit de la propriété A’. Or,
nous avons démontré plus haut, que 7 est homéomorphe & l'en-
semble Hy, qui est dépourvu de la propriété A'. Le théoréme est
ainsi démontré.

M. Kuratowski a démontré ¢) que si un ensemble linéaire ¥
Jjouissant de la propriété 1 est une image biunivoque et continue
d’un ensemble linéaire H, I'ensemble H jouit également de la pro-
priété 1. Le théoréme qui vient d’étre établi montre qu’une pro-
position analogue ne subsiste pas pour la propriété A’ (si 2% — ).

%) C. Kuratowski, Fund. Math. 21 (1933), p. 128.
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Cependant on a ce

Théoréme?T). 8i Vensemble lindaire B jouissant de la propriété A’
par rapport & la droile est une projection biunivoque dun ensemble
plan, H, Pensemble H jouit de la propriété A’ relativement aw plat.

Démonstration. Soit D un ensemble plan dénombrable;
soit D, sa projection sur l'axe X. L’ensemble X jouissant de la pro-
priété 1', il existe un G linéaire I' tel que D,CI et I'ECD;. Soit @
Tensemble de tous les points (z,7) du plan pour lesquels zel’. Llen-
semble @ est done un @ plan et on a évidemment DCQ. Soit en-
fin B Pensemble de tous les points (z,y) du plan pour lesquels zeD.
Tlensemble R étant formé d’un ensemble au plus dénombrable de
droites paralleles & l'axe Y, et B étant une projection biunivoque
de H, ensemble HR est au plus dénombrable, de sorte que ’en-
semble @Q,=Q—(HR—D) est encore un Gs Or, comme DCQ, on a
DCQ,. D’antre part, comme I'BCD,, on a évidemment QHCR.
Par conséquent @HCHR—(HR—D)CD. L’ensemble H jouit done
de la propriété A’ relativement au plan, e.q. f. d.

7) énoncé par moi sans démonstration dans la note citée an renvoil).
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Sur deux conséquences d’'un théoréme de Hausdorff.
Par

Wactaw Sierpifiski (Warszawa).

F. Hausdorff a démontré!) en utilisant 'axiome du choix,
mais sans faire appel & P’hypothése du continu, que la droite
est somme d'une série transfinie de type Q d’ensembles Gj crois-
sants et distinets. Le but de cette Note est de tirer deux conséquen-
ces de ce théoréme.

1. Existence d’un ensemble indémembrable a pro-
priété 2'. On dit qu'un ensemble linéaire E jouit de la propriété A’
§’il existe pour tout ensemble linéaire dénombrable D un ensemble
linéaire I" qui est un Gs tel que DCI" et EI'CD (en d’autres mots,
si tout ensemble linéaire dénombrable D est un &; relativement
4 Pensemble B--D2). Les démonstrations connues d’existence des
ensembles indénombrables & propriété i’ utilisent I’hypothése du
continu?). Or, je vais prouver que cette existence résulte sans
peine du théoréme de Hausdorff.

En effet, d’aprés ce théortme, il existe une suite transfinie de
type 2, {Ia}uc, d’ensembles @5 lindaires telle que

1) I:CI, et Is%I, pour &<n<@,
et qu’en désignant par X Uensemble de tous les nombres réels, on a
(2) X=}T..

@

1) F. Hausdortf, Fund. Math. 26 (1936), p. 248.

2) Une définition équivalente de la propiété A’ est la suivante: un ensemble
linéaire B jouit de la propriété A’ si pour tout ensemble linéaire dénombrable D
I’ensemble B4-D jouit de la propriété 24 (introduite par M. C. Kuratowski,
Fund. Math. 21, (1933), p. 127).

%), Voir p. ex. ma note dans C. R. Soc. Se. Varsovie 30 (1937), p. 259.
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