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Par
A. Alexiewicz et W. Orlicz (Poznas).

Le théoréme suivant est dfi 4 M. Fréchetl):
Toute fonction mesurable satisfaisant & Uéguation

e fla+y)=1(@) +1(y)
est continue (done d’aprés Cauchy flx)= Ax).

On connait plusieurs démonstrations de ce théoréme?). Nous
allons en donner encore deux.

D’abord, on peut déduire aisément cé théoréme de deux théo-

rémes devenus déja classiques dans la Théorie des fonctions réelles.’

Soit, en effet, f(z) une solution mesurable de (1); d’aprés un
théortme de M. Denjoy?), elle est approximativement continue
presque partout, done dans un point. Faisant une translation con-
venable, on s'assure d’aprés (1) quelle est approximativement
continue partout, done, d’aprés un autre théoréme de M. Den-
Joy4), elle est de premiére classe de Baire, donc continue dans
un point, d’olt 1a conelusion.

Voici une démonstration plus élémentaire.

Soit f(&) une solution mesurable de (1).. Soit x==0. Posons:

o=~y =101+ 01
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On a @i+ x)=¢(t)+e®) =9¢(t), puisque ¢@(x)=0, d’ol il ré-
sulte que @(t) et p(t) sont de période z. Done:

f @ |11+ lp()1= [wit)at= [p(2t)dt = [at/[1+2]p(0)]]
[ 0 g [\
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Il s’en suit que ¢(t)=0 presque partout, c’est & dire que

f(t)=z(5—)t pour presque tout ¢; en particulier, pour z=1, il vient
j(t)=f(1)t pour presque tout t. Il existe done pour tout x40 un
t0;5=0 tel que f(to)zl%mto et f(ty)=f(1)t,, Aot f(z)=f(1)x. Evi-
demment, cette égalité a lieu aussi pour zr=0. ’
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