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SUR UN THEOREME DE M. V. JARNIK
PAR
H. STEINHAUS (WROCLAW)

Il s’agit du théoréme suivant, énomcé et démontré par
M.V. Jarnik dans une lettre 3 moi du 3 janvier 1947, en
réponse & une question que javais posée:

J étant une courbe de Jordan fermée rectifiable, 1 sa
longueur, I— la région intérieure & J, a—UVaire de I et m—le
nombre des points de coordonnées entiéres situés dans I, on a
pour 1> 1 '

(1) » la—m|<l

La démonstration que je donne ici differe de celle de
M. Jarnik en certain détail; elle n’a recours a aucune appro-
ximation par polygones et a aucune hypothése sur la longueur
du diametre de J. ‘

Désignons par P: les points de coordonnées entidres x; et yi;
chaque P; est le centre d’'un carré Q; défini par les inégalités

Xy <x <xit Y, Yyi— <y <yi+ e

Soit C; le contour de Q. La courbe J détermine deux
régions: la région intérieure I et la région extérieure E. Sup-
primons dans les suites {P} et {Q.} tous les termes pour les-
quels on a Q;CE; pour ne pas introduire une nouvelle nota-
tion, désignons par Py, Py, ..., Pu et Qy, Qu .., Qn les deux suites
finies qui restent. La deuxiéme suite contient des termes de
deux sortes:

O Qcl I QeJ+0,

la disjonction étant parfaite.

Désignons d’une fagon générale par |D| laire d'une région
quarrable D et par |4| la longueur d'un arc rectifiable 4. Soit
& la région Qul (k=1,2,..,n) et

1 Si PkE.Qk

@ 1Ok == {0 si P; non € Q.
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Il est évident que la différence a—m, qui figure dans la
formule (1), est égale a la somme

n

(3) 2 (I‘Qh] - er).

=t

Or, les termes de ceite somme qui correspondent au cas (I)
sont nuls; pour démontrer (1), il n’y a donc & considérer que
les termes correspondant au cas (II); en supposant cette nouvelle
réduction accomplie, conservons les mémes notations P et Qi
(k=1,2,..,n) pour les termes qui restent.

Soit donc QrJ==0 pour tous les k=1,2,..,n. L'arc Qw]
peut &tre identique a J. On a dans ce cas exceptionnel
T=0Qi: comme Qr— £: est non vide et |Qx]=1, on aura alors
dans (1) 0 <a<1; en verti de (2), on aura donc en tout cas

la—m| <1,

ce qui implique (1), puisque |J|>> 1. Nous pouvons donc nous
borner au cas QrJ=+=J.

Dans ce cas, QrJ est somme d’arcs simples ouverts (sans
exirémités) et disjoints:

QJ =A%+ A¥ + .+ A%+ ..,

qui peut d’ailleurs n’avoir quun seul terme aussi bien qu’en
contenir une infinit€. On aura donc

Q]I = 314",
Notre but actuel est d’établir I'inégalité
4) || @4]— roa| < iQu ] |

car elle implique la thése (1) en vertu des inégalités évidentes:

pour k=1,2,..,n,

o=l =| 3 (0| — 0] <310 —renl < ] QuJ <l | = 1

Considérons désormais un seul carré Q. en supprimant par-
tout Yindice k. Ainsi Q désignera Qx, 4. désignera AY P dési-
gnera Pi et ainsi de suite. ’

L’ensemble Q —J est somme des régions disjointes D;; il y en
aura au moins deux et au plus une infinité dénombrable. .
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Deux cas sont & distinguer:

1 P nappartient & aucun D, Dans ce cas, PeJ et
m=0. Or, comme QJ=0, on a 0<[2|<1, d'ot

5) 12|—m|<1;

d’autre part, PeJ implique Ped; pour un certain r; les exiré-
mités de 4, (qui n’appartiennent pas & 4,) sont situées sur C et
peuvent éire confondues ou distinctes; comme la distance entre
P et C est égale & '/,, on aura toujoyurs {4.[>1 et, en vertu
de (5),

12— | <|4,|<IQJ],
ce qui implique (4).

20 P appartient & un D.=D. La frontiére de la
région D est composée de certains ares ouverts 4, et d'un
ensemble fermé F contenu dans C. Désignons les 4, en question
par S5 (j=1,2,...).

Il v, a deux possibilités

DCE, DcCl,
qui donnent respectivement

Pec¢E, donec m =0, Pel, done m=1,

2CcQ—D, QoQ>oD.
Pour obtenir (4), il suffit d’avoir respectivement
(6) |21 <|QJl, 1 —[2]<[QJ)

Or, on a |QJ|= X S; et respectivement
)
|2|<1—ID}, 1—j@i<1—[D},
de sorte que, pour démontrer (6), il suffit d’établir I'inégalité
(?) 1—|Dl<.!Z'1S:!-

Chaque arc S; joint deux points de C; ainsi l'ensemble
Q—2X'S, se compose de régions disjointes D, 4y, dp, 4y, ol
chaque 4, est limitée par S et par une partie fermée F, de C
d’un seul tenant.
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L’égalité évidente

D+ |4, +|dy]+ . =1
réduit (7) &

) ;'Af!<$|sf|§

il suffit done, pour démonirer le théoréme, d’établir pour tout
j inégalité

© - <8l

Le probléme revient ainsi & la question suivante:

Un arc simple ouvert § joignant deux points p,q (qui peuvent
étre confondus) du contour C du carré-unité Q (aux sommets
a, B, v et 8), divise Q—S en deux régions, dont I'une — soit 4
— ne contient pas le centre P de Q. Il s'agit de prouver que
Paire |4] est inférieure 3 la longueur |S|.

Les cas suivanis sont & examiner:

(a) F (qui a été designé auparavant par Fj) est un' segment
{p,q> situé sur le coté <{a,> de C. Dans ce cas, S ne peut pas
atteindre la droite paralltle & {a,B) et distante de |S|/2 de ce cbté.
La région 4 étant contenue dans un rectangle de base 1 et de
hauteur [§]/2, on a [4]<{S}/2<|S].

(b) F est composé de deux segments {p,8)> et {B,q)> appar-
tenant respectivement a deux cdiés adjacents de C. Dans ce cas,
la distance maximum d'un point de § au coté <a,B) est infé-
rieure a |S|; en effet, la distance | S| ne saurait &tre atteinte que dans
le cas ot § est un segment rectiligne normal & {a,8)>; ce segment
serait alors identique au c6té {B,y), ce qui est le cas (a) dans
une auire notation. On voit que 4 fait partie d’un rectangle de
base 1 et de hauteur inférieure & |S}, d’olt encore |4|<{S|.
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(c) F est composé de trois segments <{p,§>, <{B,y> et {(y,qD,
dont le moyen est un c6té de C et dont les deux autres sont si-
tués sur les cotés qui Jui sont adjacenis. Dans ce cas, S joint
deux cOtés paralléles de Q, donc |S|=1. Comme A ne contient
pas P, on a |4]<1<]S|. -

(d) F est composé de quatre segments {p,f>, {B.v>, {y.6> et
{8,q)>, dont le deuxiéme et le troisidme sont des cotés adjacents
de C, le premier et le quatriéme étant situés sur deux autres ¢~
tés. Ou enfin F est composé de cing segments {(p,>, {B.7>, {y,6>,
{8,a> et {a,q>, dont le deuxidme, troisitme et quatriéme
sont des cotés de C, les extrémes étant des segments disjoints si-
tués sur le dernier ¢6té de C. Dans ce cas, ¥ est un point inté-
rieur de F, de sorte que tous les points de la diagonale <a,7>
suffisamment proches de y sont situés dans 4. Comme P est ex-
térieur a4 4, le segment {p,y> coupe S. Soit T le point d’inter-
section. T divise S en deux arcs simples ouverts et il est évident
que |S] est au moins égal a la somme des longueurs des deux cor-
des {p,T> et {T,q>. Or, cette somme est au moins égale & celle
des longueurs de <{P,p) et {P,g), qui n'est pas inférieure a 1.
On a donc, comme dans le cas (c), |4]<1<]S]

Il est & remarquer que dans tous les cas sauf (c) les points
p et g peuvent coincider; les raisonnements restent valables, pour-
va que Lon tienne compte de ce que l'arc ouvert § a toujours
une longueur positive.

La condition I>> 1 est essentielle. En effet, pour un petit cer-
cle entourant un point P;, la différence |a—rm| dans (1) est proche
de 1, tandis que ! est proche de 0. .
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