Sur un espace complet qui n'admet pas le théoréme
de Souslin.

Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Le théoréme connu de Souslin (que tout ensemble analytique
en méme temps que son complémentaire est borelien) est, comme
on sait, démontré dans les espaces complets séparables'). Le but
de cette Note est de démontrer que le théoréme de Souslin peut
stre faux dans un espace complet localement séparable, et cela
indépendamment du choix d’une de deux définitions usuelles d’en-
sembles analytiques (qui, comme nous le verrons, ne coincident
pas dans les espaces complets localement séparables).

Définition I. Un ensemble E de points d’un espace métri-
que M est dit analytigue, il est noyau d’un systéme déterminant
formé d’ensembles fermés de M (e.hd. gl existe un systéme
L1 S d’ensembles fermés de M fel que

E =3 By BnnBronin, s

1a sommation s'étendant a toutes les suites infinies de mnombres
naturels 7,7g,...) 3)-

Définition II. Un ensemble E de points d’un espace mé-
trique M est dit analytique, s'il est une image continue d’un en-
semble borelien de I 2).

1) Voir -p. e. F. Hausdorff, Mengenlehre 1935, p. 191 (II1); C. Kura-
towski, Topologie I, Warszawa-Lwéw 1933, p. 251 (Corollaire 1).

2y Voir p.e. F. Hausdorff, 1. c., p. 91 et p. 179 (olt les ensembles ana-
Iytiques sont appelés ensembles de Souslin).

%) Voir p. e. C. Kuratowski, L. c., p* 234; pour la définition des ensembles
boreliens voir ibid., pp. 22-23.
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Soit I l'intervalle 0 <Ca<{1 et soit M=Ix T son carré combi-
natoire, métrisé de la fagon suivante: si @y,a5,9 €¢I, on a

o((%1,9), (%, Y)) = |, — ),

et 81 @, Tpy Y1, Yo € I &6 Y13y, oD &

o((Z1y Y1)y (%)%2)) = 2.

On voit sans peine que Pespace M ainsi métrisé est complet
et localement séparable.

Or, soit B, un ensemble borelien de classe « situé dans I. Il
résulte de I'axiome du choix qu’il existe une suite transfinie de
type 2, {y },. o de nombres distincts de I. Soit E,. l’ensemble de
tous les points (#,9,) de M, ol & ¢ B,; on voit sans peine que l’en-
semble B, est dans M borelien de classe «. Posons B =), H.; ce

T

sera un ensemble qui n’est pas borelien dans M. En effet, si F était
un ensemble borelien de classe f dans M, ensemble de tous les
points (w,yz+1) de E serait borelien de classe <{f dans M (comme
produit de B et d'un ensemble fermé dans M); or, cet ensemble
coincide évidemment avec ensemble Fpi; qui est de classe f4+1
dans M, ce qui implique une contradietion 4).

Or, je dis que E est un ensemble analytique dans M, de méme
que son complémentaire M —F (d’aprés chacune des définitions I
ou IT d’ensembles analytiques).

Soit, en effet, o un nombre ordinal donné <Q. I’ensemble B.
étant borelien dans I, done, & plus forte raison, analytique dans I,
il est noyau d’un systéme déterminant {Hp, n,,..n,} formé d’ensembles
fermés de I. Soit (pour tout systéme fini donné ny,n,,..., % de nom-
bres naturels) Ef,’b,,2 ,,,,, - P’ensemble de tous les points (z,y,) de M,
ol @ € Hy, ny...,nyy €6 POSONS

. "
!Enl.ng ,,,,, ny :_>/ Enl,nz,...,nk‘

w8

On voit sans peine que les ensembles Ej n,..n, SONb fermés
dans M et que lemsemble E est noyau du systéme déterminant
{Enyny,...ng}; €est done un ensemble. analytique dans M, d’aprés
la définition I. :

4 Cf. la démonstration (due & M. Szpilrajn) d’existence d'un ensemble
loealement borelien (dans un espace métrique localement séparable) qui n’est
pas borelien; voir W. Sierpifiski, Fund. Math. 21, pp. 112-113.
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Or, soit K ’ensemble de tous les points (z,4) de M, ol y est
un des nombres de la suite transtinie {y},., En partant des en-
sembles I—B, (qui sont évidemment aussi boreliens dang I) au
lieu d’ensembles B, et en raisonnant comme plus haut, on conclut
que K—F est un ensemble analytique dans M selon la définifion T,
done aussi ensemble M —B=(M —K)+(K—F), puisque M —K
est fermé dans M.

“Tensemble B est done analytique dans M d’apres la défi- |

nition I en méme temps que son complémentaire, et cependant B
n'est pas borelien dans M. Le théoréme de Souslin est donc faux
dans M si 'on adopte la définition I d’énsembles analytiques.

Or, soit @ Pensemble de tous les points (0,y) de M, olt yel.
La distance de deux points distinets de ¢ étant toujours =2, @ est
évidemment un ensemble isolé de puissance du continu, fermé
dang M (méme absolument fermé). Tout ensemble de M est donc
une image continue de @, donc un ensemble analytique dans M,
d’apres la définition II%). Donec, en particulier, les ensembles B
et M —F sont analytiques dans M, d’aprés la définition II. H étant
1on borelien dans M, le théoréme de Souslin est dont faux dans J,
si Pon adopte la définition IT d’ensembles analytiques.

11 est & remarquer qu’on démontre pareillement que Pespace M
wadmet pas.le théoréme dunicité de N. Lusin (Q’aprés lequel, pour
qu'un ensemble contenu dans un espace complet séparable soit
borelien, il faut et il suffit qu’il soit noyau d'un systéme d’unicité
formé d’ensembles fermés, ¢.ad. d’un systéme déterminant {En, u,,...np)
tel que, My, My,... eb Ny N,,... étant deux suites infinies distinctes

w
de nombres naturels, on & toujours [] Bumgmy...myBnqny..n, = 0)-

. k=1
En effet, tout ensemble borelien linéaire admettant un systéme
d’unicité formé d’ensembles fermés, on démontre, comme plus haut,
que Pensemble ¥ admet un tel systéme,

Done, le théoréme dunicité de N. Lusin ne peut pas étre étendu
auw espaces complets localement séparables.

5) 11 en résulte que les définitions I et IT d’ensembles analytiques ne sont
pas équivalentes dans M, puisqu’il existe dans 3 des ensembles non analyti-
ques &apres la définition I, p. e. Pensemble de tous les points (z,0) de M ol % eN,
N désignant un ensemble non analytique contenu dans I.
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Sur un probléme concernant le crible de M. Lusin.
Par

Wactaw Sierpifniski (Warszawa).

Appelons erible toute fonction E, faisant correspondre a tout
nombre rationnel r un ensemble E.1). Appelons novau du crible
déterminé par la fonction E,, 'ensemble

KAE,) Z,E“En g ey

la sommation E‘ §'étendant & toutes les suites infinies de nombmq
rationnely décroissants r; >7,>..

Soit E, une fonction fmaant correspondre a tout systéme (u,v)
de deux nombres rationnels un enmsemble Ej, et soit, pour u# ra-
tionnels: B*=K,(Ba, B=K,(E". M. Kuratowski a posé ré-
cemment le probléme sl existe toujours deux fonctions g(r) et p(r)
faisant correspondre aux nombres rationnels r des nombres ration-
nels g(r) et y(r), telles qu'en posant, pour r rationnels

1) E,=B53
on ait
E=K/E,).

Le but de cette Note est de démontrer que la réponse & ce
probléme est mégative.

4 et v étant deux nombres rationnels donnés, soit EY Ven-
semble de toutes les fonctions f(z,y) définies pour « et y rationnels,
ne prenant que les valeurs 0 et 1, et telles que flu,v)=1.

Je dis quil n’existe pas deux fonctions ¢(r) et w(r) faisant
correspondre aux nombres rationnels des nombres rationnels et
telles qu’en posant B, E.,(r) pour ¢ rationnels, on ait

(2) KuKn(El;) =K (E,).

1) ¢f. N. Lusin, Fund. Math. 10, p. 9-10; N, Lusin et W. Sierpinski,
Journ. de Math. 7-e sér. t. IT (1923), p. 54-55.
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