Sur Timplication (2m 2n) > (m<n) pour les nombres
' cardinaux.

Par

Waclaw Siefpifiski (Warszawa).

En 1922 j’ai démontré ce

Théoréme I'). M, N, P et Q dtant quatre ensembles disjoints
el @ dlant une transformation biunivoque donnée de Uensemble M en N,
» une transformation biunivoque donnée de Vensemble P en @ et 9 une
transformation biunivoque donnée de Tensemble M+N en P+Q, on
sait nommer une transformation biunivogue f de Uensemble M en P,

Le but de cette Note est d’en déduire ce

Théoréme II. M, N, P ¢t @ étant quatre ensembles disjoints
et o élant une iransformation biunivogue donnée de Uensemble M en N,
p une transformation biunivogue donnée de Uensemble P en @ et & une
transformation biunivoque donnée de Uensemble M~+N en un sous-
ensemble de P-+Q, on sait nommer une transformation biunivoque | de
Vensemble M en un sous-ensemble de P.

Démonstration. Soient M, N, P et @ quatre ensembles
disjoints et soient: ¢ une transformation biunivogque donnée de M
en N, y une transformation biuniVoque donnée de P en ¢, ¥ une
transformation biunivoque donnée de M-+N en un sous-ensemble
de P+Q. Les ensembles M, N, P et @ étant disjoints, nous pouvons
désigner encore par ¢ la transformation p et de méme la trans-
formation inverse de ¢ (c. &4 d. de l'ensemble N en M), ainsi
que la transformation inverse de u, ¢. &. d. nous pouvons poser
p=gt=y~l=¢. La fonetion # étant & valeurs distinctes dans
Tensemble M-+N, elle posséde une fonction inverse 9! aéfinie
dans l'ensemble #(M+N), que nous désignerons encore par .
8i 2 e P4+Q—3(M +N), nous dirons que 1’élément #(x) n’existe pas.
Désignons les fonctions

pl2), dplz), ¢dp(x), Jpdp(),
1) Fundamenva Mathematicae t. 3 (1922), p. 1.
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respectivement par

A (@), 23(2)y x5(®), xo(2), ...
et les fonctions
z, Hax), ¢d(x), dpd(x),
respectivement par
2o(®)y 22() 74(2), 26l2); --.

Toﬂt- élément o de U'ensemble M détermine une suite transfinie
du-type 0*+t o,

(1)

formée d'éléments distinets ou non; l'existence de tous ces éléments
n’est pas, d’ailleurs, postulée. Soit 2’ un autre élément de M qui
détermine la suite

2)

s @)y 22(); xo(@)y 2:(T), xal®), Xs(2),

oy 2a(®)s (@), 2o(@)y (@), zal), xsE)y -

On voit sans peine gue les suites (1) et (2) sont ou bien formées
de mémes éléments dans le méme ordre, ou bien de mémes éléments
dans 'ordre inverse, ou bien n’ont pas d’éléments communs.

On voit aussi facilement que, si Pélément y,, . () od £=0,1,2,
et j=0,1,2,3,6,7, existe, 'élément g, ,(x) existe aussi.

x étant un élément donné de M, il y a 4 cas & distinguer.

1) La suite (1) n'est infinie que du cOté droit. Dans ce cas
il existe le plus grand entier p>0 tel que les éléments

3)

existent et les éléments %5, (®) Dexistent pas pour kzzdp+3.
2) La suite (1) n’est infinie que du cbté gauche. Dans ce cas
il existe un entier ¢>>0 tel gue les éléments

(4)
existent et les éléments y, (x) n’existent pas pour k>=4(g+1).
3) La suite (1) est finie. Il existe alors des entiers p>0 et
9>=0 tels que les éléments
{5) Lapa (P Zgpya(®)s -

existent et les autres éléments de la suite (1) n’existent pas.

/gp+4(m)’ Zap+9(m)7 ( )270(‘”)371(‘”)513( )

? qu..}_a(m)

.o Z4(£L‘), Xa (iU), Zo(m)7 Z[(a’)? xg(-%'), .

y Zu‘(m): X1 (=), Zs(fb‘), IR ).’sq+5(m)
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La suite (5) a 4(p-+¢)+6=25 termes, ou s est un nombre
impair. Nous les désignerons par a,(x), a,(@), ..., tss(®). On & a)(x) e P+
et ay(w)e P+Q. En effet, si Pon avait e (2)eP-+@, done
a(x) e MAN, les éléments qay(x) et duy(x) existeraient, done, vu
que ay(@) =2y, ,(x}, Pélément z . ((2) existerait en tant qu'égal
4 ga(z), soit & day(x); cependant, comme nous savons, l'élément
Zgp6(®) n’existe pas. Si I'on avait a,(2) € P+ @, done ay(z) e M+N,
les éléments ¢fa,(x) et dpa,(®) existeraient, donc aussi 1'élément
xswﬁ(m) qui est égal soit A gda,(x), soit & Fdoay(x), cependant Topts
n'existe pas. Comme (%) e P-+Q et ay(x) e P4-Q et comme on a
ou bien a,(x)=ga,(x), cu bien a,(z)=">9u(z), on a ndcessairement
a5(®) =gpa;(x) (puisque day(z) e M+N et (M+N) (P+¢)=0). Done
ay(@) =Ba(x), (%) =0pas(x),..., done, § étant un nombre impadr,
as1(%) =pa(z). Done, si alx)e M+P, on a a;1(x) ep(M - P)=N+¢
et (va que (M+P)(N+Q)=0) on a auu(v)e M+P, et si
as(m) e M+ P, done ay(x) e N+Q, on 8 aep:(2) e (N +Q)=M+P,
Done:

(6) On a soit az)e M+ P et 'aH_l(m)EMj‘wP, soit ag{x)e M+P

et (l,s_;_l(:t) € M—]—.P. . . .

4) Tous les éléments de la suite (1) existent. *

Nous définirons maintenant pour les éléments & de M la
fonction f(x) comme il suit. ¢

Si Pen a pour # le eas 1), posons f(z)=>%x) si Ha)eP et
() =¢d(x), si Ho) € P (dans ce dernier cas on a Hx) € Q et ¢ (@) e P).

Si Yon a pour z le cas 2), posons f(z)=9¢(x) si dp(x)e P et
f(@) =pdp(x), si Fp(z)e P (dans ce dernier cas on a dg(z)e@Q et
¢dplx) € P). :

Si l'on a pour z le cas 3), posons

fle)=>0p(x), -8l dp(x) ¢P, as;¢ M4P,
(@) =q¢bp(xz), si Jp(z}eP, ase¢M+P,
fley=9), sl ¥z)eP, a,¢M+P,
fle) =85y, si H@)eP; a,cM-+P.

On voit sans peine qu’on aura ici toujours f(z) < P.

Soit M, Pensemble d& tous les éléments » de M pour lesquels
on a le cas 4) et posons N,=¢(M,). Désignons par P; I'ensemble
de tous les éléme;ltvs y de P pour lesquels il existe un élément 2
de My; tel que y est un terme de la suite (1) et posons Q,=q(Py).
Je dis que P,+Q, =% M;+N,).

Sur implication... 1h4

En effet, si xe My, on a pour z le cas 4) et J(xr)=y,(#) est un
terme de la suite (1). 8i9(z) € P, on a, vu la définition de 'ensemble Py,
Hx) e Py, et si Hz) € P, done Fz) e @, on a y(xr)=¢d(x) e P, d'00
g0 (x) e P, et Ha)=qgd (@) eg(P) =@, done J(z)e@. Il vient
U+ N)CP+Gs.

Or, si yePy, on a yeP et il existe un xe M, tel que y est un
terme de la suite (1), donc aussi 9(y) est un terme de cette suite.
Comme ¥ € P, (et comme §(y) existe) on a 9(y) e M;-+N, et {comme
#z2) existe pour tout 2z e M;—+2Ny), on trouve y==9Hy) e O(M;+2N,).
8i ¥y €Qy=0¢(Py), on & y=g(»), ot ze P, et il existe un z e M; tel
que z, done aussi Jg(z) est un terme de la suite (1). Or, si ye@y,
on a Jg(z) e My+N,, Aot y=q(z) =>00¢(z) e H(IM;+N;). On & done
P+, CO(M, + ).

La formule P;-+@Q,=9(M;+N,) est ainsi établie.

La fonction ¢ transforme ainsi d'une fagon biunivogue Pensem-
ble M, en N, et l'ensemble P, en @,, et la fonction ¢ transforme
d’une facon biunivoque I'ensemble M;+N,; en P;+Q;. D’apres le
théoréme 1 nous savons nommer une fonetion gui transforme d’une
facon biunivogque I en P;: désignons la par flz).

La fonction f(a) est ainsi définie pour ze M. Je dis gu'elle
‘transforme d’une facon biunivoque I'ensemble M en un sous-en-
semble de P.

Clorame on voit sans peine, si e M, on a toujours f(z) e P.
11 suffit done de démontrer que si z ¢ M, 2" ¢ M, x==2", on & f(@)F=f{a").

Qoient done x et ' deux éléments distinets de M et supposons
qu’on & f(x)=f(x'). En supposant que e M, et @' € M,, on aurait,
vu la définition de la fonction f dans 3, f(x)==f(z'). Nous pouvons
done supposer qu’on r’a pas a la fois o« M, et o’ e M, done p. e. que
2z e M—I,. On a alors pour » l'on des trois cas 1), 2) ou 3). Or, il
résulte de la définition de la fonction f(z) pour e M—M; que f(w)
est un terme de la suite (1). Les suites (1) et (2) étant ou bien formées
de mémes éléments (dans le méme ordre ou hien dans Tordre inverse),
ou bien n'ayant pas d’élément commun, il résulte sans peine-de I'hy-
pothése f(z)=f(z') (vu la définition de f(@) pour zeM;) qgu'on
a pour z et &' le méme de trois eas 1), 2), 3).

Si Pon a pour ¢ et @’ le cas 1), on a 4 cas & -distinguer.

a) 9(x) e P et Hx') e P; dans ce cas on & d’aprés la défimition
de la fonction f, f(z)=70(x) et flz')=9(z"), done si flzy="F(z"), on
aurait d(x)=>{«'), Aot (la fonction & étant 4 valeurs distinctes
dans M) z=g', ce qui est impossible. : ‘
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b) Hx) e P et H(w')eP; dans ce cas on a f(z)=gi(z),
@' y=gd(z"), d'olt i) =pd(x’) et il vient (la fonction ¢9 étant
4 valeurs dinstinctes dans M) z=2', ce qui est impossible,

c) 9(x) e P, 9(a') € P; dans ce cas on a f(x) =9(z) et f(z") =¢d(z’),
d’ott Ha)=gd(x") et z=>00z)=">0dz'), Aol @(@)=¢dpds'). Or,
pour x et ' on a le méme cas 1), donc les suites (1) et (2) ont le méme
ordre (étant toutes les denx infinies du cOte droit). On a done,
d’aprés la formule z=28¢d(x’) =xqsa"), 2o’ et, d’aprés la fonnule
o' =0pd(z) = y4(x), #'<Lx, d’olt la contradiction,

d) Hw)eP et ') ¢ P; ce cas se traife d'une facon analogue
au cas c¢). Il ne peut donc nonplus se présenter.

Sil'on a le cas 2) pour 2 et 2, il ¥y a 4 cas & distinguer:

a) dp(x) e P et dp(x’) e P. On a alors f(z) =d¢p(x) et f(x') =do(z"),
d’oll dg(x)="d¢p(2’) et ©=2a', ce qui est impossible.

b) dp(z)e P et dp@)eP. On a alors flo)=@dp(z) et
f(@') =gdg(z’), ol pdp(x) =gdp(x’) et z=g', ce qui est impossible.

¢) dp(x) e P et Jp(x') e P. Dans ce cas, on a f(x)=>0(x) et
flw'y=gdp(z), don dp(r)=qglp@) et z=gdpdp(@’)=yo(z') et
o' =gdpdp(a) =yxy(x), ce qui donne (les suites (1) et (2) ayant le
méme le ordre dans notre cas) z<a’ et '<<w, ce qui.est impossible.

d) dp(x) € P et dp(x) ¢ P; ce cas se traite comme le cas c) et
ne peut nonplus se présenter.

8i 'on a pour x et-a’ le cas 3), les suites (1) et (2) (toutes les
deux finies dans ce cas) sont formées de mémes éléments gui peuvent
avoir le méme ordre ou l'ordre inverse. Distinguons done deux cas:

a) Les suites (1) et (2) ont le méme ordre, donc aqx)=a,z’).
Si a,(x) e M+ P, flx) et f(x') sont définis comme dans le cas 2) et
comme dans ce eas on aboutit & une contradiction.

8i as(x) € M+ P, f(x) et f(«') sont définies comme dans le cas 1)
et comme dans ce cas on aboutit 4 une contradiction.

#) Les suites (1) eb (2) ont l'ordre inverse, done a,(®) =a;41(%")
ot app1(2)=as(®"). Si afz)e M+P, on a soit f(w)=95(x), soit
J(@) =¢d{(z), et, comme alors, d’aprés (6), as(®')=a,41(x) e M+ P,
on & soit f(a') =9¢(z’), soit H@") =gdp(a’). Si alz) e M+P, on a soit
(@) =0¢(®), soit flo)=gpdp(x) et comme alors, d’apres (6),
(@) = @py1(2) € M+P on a soit f(a")=9="), soit f(z')=@d(a’
Vu la symétrie de ces deux cas, il suﬁxra d’en traiter un seul, p e.
eelm, oL as(x) eM +P. On a alors 4 possibilités:

a) dp(@) =>0(2"), donc &’ =g@(w), ce qui est impossible, puisque
weM, :x:'eN et p(x) e N.
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b) 9p(z) =gd(a), Aol @’ =Dgdy(x) = 1:(z) et @ =ghed(a’) = ysl’).
On a donc dans la suite (1) 2’52 et dans Ia suite (2) @S>, ce qui
est impossible, les suites (1) et (2) ayant dans le cas p) l'ordre
inverse. : .
) gdp(e)=9(x"), d’ou g(x)=¢d(a’), ce qui est impossible
selon b).

a) ghp(z)=¢d(2"), dolt Jg(r)=9(2'), ce gqui est impossible
selon a).

La fonction f transforme ainsi (Q’une facon biunivogque) len-
semble M en un sous-ensemble de P et le théoréeme IT est démontré.

Supposons maintenant qu’on a deuxs nombres cardinaux m
et m, tels que 2m<C2n. Il existe done 4 ensembles dmumtb M, N, P
et @, tels que M=FN=m, P=0=n et Hir<P_0. Il existe
donc des fonctions @, p et ¥ satisfaisant aux conditions du théoréme II
et d’aprés ce théoréme 3 a méme puissance qu’un sous-ensemble
de P, Aot M<P et m<n. Done:

On sait démontrer sans faire appel & Uaxiome du choiz que Viné-
galite 2m<2n pour les mombres cordinaux w et n entraine m<(i.

Par l'induction il en résulte tout de suite (sans laide de
T'axiome du choix) que (pour m et n cardinaux)

(2Fm < 25 ) > (m < n) pour k=1,2,3,...

Or, on apprend de la Communication de A. Lindenbaum
et A, Tarski publiée dans les Compies rendus de séances de la So-
ciété des Sciences et des Letires des Varsovie, XIX, Classe ITI (1926),
p. 305 que M. A. Tarski a démontré en 1924 sans faire appel
4 l'axiome du choix que si, pour les nombres cardinaux m et n on
2 2m<2n, alors m<(n, et que A. Lindenbaum a démontré en 1926
(aussi sans faire appel & I'axiome du choix) la propogition plus gé-
nérale que si, pour les nombres cardinaux m et n et un nombre natu-
rel £ on a km<Ckm, alors m<(n. Les démonstrations de A. Tarski
et A. Lindenbaum ne furent pas publiées et elles me sont inconnues.
La démonstration de la proposition de A. Lindenbaum me semble
difficile méme pour k=3.

Soit maintenant k un nombre naturel et 1 un nombre cardinal,
tel que 2%<{kn. On a évidemment 2%=2%.2% ot kn<2n; l'iné-
galité admise donne done 2k.2% 2%y, ce qui implique, comme
nous svons démontré, 24-1.2%2%-1.n, ensuite 24-2.2M2k2.y,
et ainsi de suite, enfin 2%<n. On a done (knz2%)— (n>>2%). Par
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econséquent: on peut démontrer sans faire appel & Vaxiome du choix
que si un ensemble de puissance >2% est décomposé en un nombre
fini de parties disjointes de méme puissance, chacune d'elles est de
puissance 2%,

11 est & remarquer qu'a Paide de 'axiome du choix nous savons
démontrer ce

Théoréme IIT. M, N, P et Q ctant 4 ensembles disjornts, p =g
wne transformation biunivogque donnée de Uensemble M en N e de
Vensemble P en Q et & une transformation biunivoque donnée de Ven-
semble M-+N en un sous-ensemble de P+@, il ewiste une décompo-
sition de M en 4 ensembles disjoints My, My My et M,, telle que
(AL, ¢d(My), de(M,) et ¢Op(M,) sont des sous-ensembles disjoints
de P2).

11 résulte sans peine du théoréme IIT que si Ton a 4 ensembles
de points (dans un espace méfrique) 4, B, C, D, tels que A=2B,
C==D et A+B—T*E, ot ECC-+D, il existe nn ensemble B,CB,
tel que A~7-B1 {A$B désigne que Pensemble A est équivalent par
décomposition finie avec Iensemble B) %).

Or, je ne sais pas démontrer cette proposition sans faire appel
4 Pxiome du choix.

2y Cf. ¢, Kuratowski, Fund. Math, 6 (1924), p. 240.
3) Pourla définition del’équivalence par décomposition finie voir §. Banach
et A, Tarski, Fund. Math. 6, p. 246.
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Sur linversion du théorédme de Bolzano-Weierstrass
généralisé.
Par

Wacltaw Sierpifiski (Warszawa).

On appelle théoréeme de Bolzano-Weierstrass généralisé la
proposition suivante:

Si Vespace métrique M est séparable, chague suite infinie d'en-
sembles contenus dans M contient une sous-suite convergente).

Le but de cette Note est de démontrer 4 I'aide de I'hypothese
du continu le théoréme inverse. Je démontrerai ici la proposition
suivante:

Si %=y, et st M est un espace méirique tel que chaque suite
infinte d’ensembles contenus dans M contient une sous-suite conver-
gente, Uespace M est séparable.

Démonstration. Soit M un espace métrique non séparable.
Pour démontrer notre proposition, il snffira évidemment de prouver
que si 2%=y,, il existe une suite infinie d’ensembles contenus dans M
qui e contient aucune sous-suite convergente.

L’espace métrique M étant non séparable, il existe, comme
on sait, un nombre positif d et une suite transfinie {p,}, , du type 2
formée de points de M tels que g(pg,pﬂ)>d pour < n< R, o(p,q)
désignant la distance des points p et ¢ de M.

Or, 1a famille de toutes les suites infinies de nombres naturels
étant de puissance du continu, il résnlte de I'hypothése 2Re=g,
qu’il existe une suite transfinie du type 2, {s?}g o formée de toutes
les suites‘ infinies de nombres naturels. Soit (pour £&<.£) sf la suite

1) Voir: C. Kuratowski, Topologie I (Monografie Matematyczne, t. Iy
Warszawa-Lw6w 1983, p. 156; F. Hausdorif, Mengenlehre, p. 148. 43,45, 4,,...
étant une suite infinie @’ensembles dun espace métrigue 3, on dit qu'elle est
convergente, si, p étant un point donné gqueleonque de M et S une sphére an
centre p, il existe toujours un nombre naturel u (dépendant de p et de 8}, tel qu'on
a ou bien SAn= 0 pour n> g, ou bien S4,=0 pour n> L.
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