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L’hypothése généralisée du continu et I'axiome
du choix.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa),

Désignons par H I'hypothése de Cantor sur les alephs (dite
aussi hypothése généralisée du continu), ¢. a. d. Ihypothése sui-
rante:

m dtant un nombre cardinal quelconque =8, il W'y a aucun
nombre cardinal n tel que m<<n< 2™,

En 1926 MM. A. Lindenbaum et A. Tarski ont énoncé sans
démonstration la proposition suivantel):

Lhypothése H entraine Vaxiome du choim.

La démonstration de MM. Lindenbaum et Tarski ne fut
pas publide et elle m’est inconnue. Dans cette note je donne une
démonstration de leur proposition que j’ai trouvé en juin 1943.

Je démontrerai d’abord (naturellement sans utiliser ’axiome
du choix) deux lemmes. :

M étant un ensemble quelconque, désignons par U(M) Pen-

semble de tous les sous-ensembles de M. Si M =m, on a, comme

on sait: U(M)=2™.

Leinme 1. M dlant un ensemble quelconque, nous savons
nommer un ensemble bien ordonné N d’éléments (distincts ) de UU U(M)
dont la puissance n'est pas inférieure ni égale & celle de Vensemble M.

Démonstration. M étant un ensemble donné de puissance m,
goit Z D’ensemble de tous les nombres ordinaux «, tels que a<{m
(oL & désigne la puissance du nombre a). Soit Z =, et soit 4 le plus
petit nombre ordinal qui n’appartient pas & Z. On voit sans peine
que Z coincide avec l’ensemble de tous les nombres ordinaux qui
sont <. On a done Z=2.

1) A, Lindenbaum et A. Tarski ,Communication sur les recherches de Ta
Théorie des Ensembles, . R. Soc. Se. Varsovie CL III, 19 (1926), p. 314, th. 94.
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En supposant que n<{m, on aurait i=7Z<m, done, vu la
définition de Densemble Z, ieZ, contrairement & la définition du
nombre 1. L'inégalité n<{m est donc en défant.

Or, soit @ un élément de ensemble Z, done un nombre ordinal
tel que a<<m. Soit A ensemble de tous les nombres ordinaux <lu;
on a, comme on sait, =u et, comme a<m, on A A<My il existe
donec un sous-ensemble @ de M de méme puissance que A et une
correspondance biunivogue ¢ entre les éléments de A4 et ceux de .
{ est done I’ensemble de tous les éléments (distinets) (&), ol &<ta,
c.ad. Q=/{p(f)}tca. Posons Q,={p(&)}ecy, pOUT 7<Ta et soif
Re={Q}sca. Be est donc une famille de sous- ensembles (distinets)

de A qui, ordonnée d'aprés la relation C, est du type d’ordre «..

Nous avons ainsi démontré (sans faire appel & 'axiome du ¢hoix)
quil existe pour tout nombre a de 'ensemble Z au moins une fa-
mille de sous-ensembles distinets de M qui, ordonnée d’aprés la
relation C, est du type a. Or, nous ne savons deéfinir aucune cox-
respondance qui ferait correspondre & tout nombre o de Z une telle
famille. Cependant le nombre o détermine d’une fagon univoque
Ia famille de toutes ces familles. Désignons, pour aeZ, par I'(a) la
famille de toutes les familles de sous-ensembles distincts de A
dont chacune, ordonnée d’aprés la relation C, est du type a. D’apres
ce que nous avons démontré plus haut, les familles F(a), ol acZ,
sont non vides et, pour aeZ, feZ, askpg, les familles F(a) et F(f)
sont évidemment digjointes. Or, on a évidemment F(u«)e UUU(M)
pour ae¢Z. Posons N={F(a },M, nous aurons done NCUUU(M)
et N= an, done; vu qu’on n’a pas n<m, on Naura Pas N,
L’ensemble N \‘Ltlhf&lt donc % notre lemme qui est ainsi démontré,

Yu qu'on a U(M)=2™ pour A =m, l'ensemble UUU(M)

. om ) .
est de puissance 22°, Du lemme 1 résalte done tout de suite ce

Corollaire. A tout nombre cardinal non fini w correspond
un aleph g(m) tel qu'on a

{1) s(n) < 2%
et gu'on n'a pas x(m)< .

Lemme 2. p ¢t q étant deur nombres cardinaur tels que
PHq=2", on a q=2".
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Démonstration. Soient P et P; deux ensembles disjoints
de puissance p et 80it ¢ un ensemble de puissance q disjoint de P.
Soit 8 ’ensemble de tous 1e§ sous-ensembles de I'ensemble P+ Pj;
vu que p+g=2*®, on a P+Q~b et il existe une transformation
biunivoque f de P+@ en §; f(p) est donc le sous-ensemble de P+ P,
correspondant dans cette correspondnnce 4 DPélément p de P.
F étant un sous-ensemble quelconque de P,, désignons par Eg le
sous-engemble de P-- P, formé de tous les éléments de E et de tous
les éléments p de P, tels que p non e f(p). On voit sans peine que
Reg+f(p) pour p e P. On a done, pour ECP,, Rp=f(g); ol ge@.
Or, comme P, a 27 sous-ensembles distinets, il ¥ a au moins 2° élé-
ments ¢ de @ distinets. Done g=@>2%, c. q. f. d.

Admettons maintenant 1’hypothése H et soit m un nombre
cardinal non fini quelcongue. Pour démontrer I'axiome du choix
il suffira évidemment de démontrer que n est un aleph. Posons
m=2%+" comme n<m, il suffira de démontrer gue m est un aleph.

Comme m=2% et vo que 1-4§8;==8y 00 & 2m=2"twit—
=t done 2Mm=2" Or, comme 22" >2">m>g, oL a
mAl=mm, 2Mble=om 28] 22" 22 e _0g™ e

1 o St 5
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D’apreés le corollaire on a la formule (1) et on n’a pas s(m)<Cm.
D’apres (1) on trouve

Si ’on avait

m 9 E N
on aurait, vue que 2227 — 022%7 ot @laprés le lemme 2 (pour
g=s(m), p=27):

et m serait un aleph.
Admettons done qu’on a

Vu quwon a évidemment 22" s(m)+22" et d’aprés I'hypo-
thése H (pour 227), (2) donne: ' :

gm St

N(m) 227 =22
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et . "
3) s(m) +2m L 2 2= 2= 22

o ¢ =N . Dm
on aurait, d’aprés le lemme 2 (pour g=x(m), p=2")
HTm
s(m) > 22
et 22", donc aussi m, seraient des alephs. Admettons done qu’on
a dans (3) le signe <, c.a d. qu'on a
2“1

(4) s(m) +2m <2

Evidemment s(m)-+2m>2™ Par conséquent I’hypothese H
(pour 2™) et 'inégalité (4) donnent

g (m) 2" =12

d’olt
8(m) <2
et
(3) s{m) m 2™ oy =20 =2

En supposant que
s(m) +m = 2",

on aurait, ’apreés le lemme 2 (pour g=x(m), p=m),
s(m) = 2"

et 2™ done aussi m, seraient des alephs. Admettons donc qu’on
a dans (5) le signe <, c. & d. qu'on a

(6) s(m) -+ m 2™

Or, vu qu'on n’a pas x(m)<<m, on trouve g(m) -+ >m;
d’aprés (6) on aurait done

m<< 8 (m) +m< 2,

contrairement & 1’hypothése H (pour m). Nous avons ainsi établi,
que m est toujours un aleph, c. g.f. d.
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Désignons par H,, I’hypothése H pour un nombre cardinal mt
donné. Il est & remarquer gu’en modifiant notre démonstration,
on peut démontrer la proposition suivante de MM. Lindenbaum
et Tarskil):

St m est un nombre cordinal =8, donné et si les hypothéses
Hyy Hom et HZZ... sont vraies, m est un aleph?®).

En effet, soit m un nombre cardinal >y, tel que les hiypothéses
Hyy Hom et H jw sont vraies.

Dapreés 'inégalité m<<2™ on a évidemment m<{2m < 2.2™,

Comme j'al démontré sans faire appel & ’axiome du choix,
I'égalité 2m=2n entraine, pour les nombres cardinaux, m=mn3).
51 Pon avait 2m=2.2", on en tirerait m==2", ce qui est impossible.
Done 2m<2.2™. En tenant compte de m<{2m<{2.2"=2" et de H,,
on trouve m==_2m.

Il ne reste ensuite qu’s répéter notre raisonnement précédent
qui faisait usage seulement des hypotheses Hy, Hom et H om.

1) 1 c., p. 814, th. 89,

%) On pourrait se débarasser ici de Phypothése que m>> N, en démontrant
sans faire appel & 'axiome du choix (ce qui n'offre pas de difficulté) quwon a,
guel que soit le nombre cardinal m>1, m-+1<2m ‘

3) Tund. Math. 3, p.1.
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