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almost everywhere, provided the ratios m/n and n/m are bounded.
Estimating the right-hand side of the inequality (4.6) and argn-
ing as in §§ 4, 5, we come to the conclusion that

®@ao)a
lim {nzam,n{w,y) —

m,n-»c0

f(@ 42,5 40) }
2tan fu- ‘)tanzvdudv

—7 —it

The boundedness of the ratios efy and /e, and (4.4) imply
the boundedness of the ratios m 'n and n/m. Comparing (7.1) and
(7.2) we get the required result.

, . . . . .

Sur l'ensemble des. points singuliers d'une fonction

d'une variable réelle admettant les dérivées de tous
les ordres.

Par

Zygmunt Zahorski (Krakéw).

Introduction.

1. Le but de ce travail est de caractériser d’une manitre topo-
logique I'ensemble des points singuliers des fonctions d'une variable
réelle admettant les dérivées de tous les ordres.

Etant donné un ensemble Z de nombres réels dense en soi,
j'appelle fonction de classe Do sur Z toute fonetion qui admet en
chaque point de Z les dérivées de tous les ordres par rapport i Z.
Dans le cas ol ces derniéres sont finies (done continues), la fonction
sera dite de classe Coo sur Z.

En particulier, lorsque I'ensemble Z est ouvert, les (la%eb Do
et O coincident.

Enfin, j'appelle fonctions de classe (o, tout court, les fone-
tions qui sont de classe (o sur P'axe des z tout entier.

Si f(z) est une fonction de classe (., on peut former, pour
tout x, la série de Taylor:

o

T, )= () 415 1(2)+ (@) o

dont le rayon de convergence ry(x) (en tant que celui de la série
en h) est défini par la formule de Cauchy-Hadamard:
1
— a1
J— (r)
= | /)]

n-yoo n!

ry(a) =

en posant 7(x)=0 ou ry(x)=- oo, suivant que le dénominateur
est infini ou s’annule. ;
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Les indices se rapportant & une fonction fixée pourront,
bien entendu, étre omis; ainsi, j’écrirai, pour abréger, »(z) au liey
de 7p(x), To(2,h) au lien de Ty (=, k), ete.

Jappelle points singuliers (P) ouw au sens de Pringsheim
les points x en lesquels »{x)=0.

Quand 7(z) >0, deux cas sont possibles:

10 il existe un nombre &(z) tel que 0< dé(z)<<r(x) et que ling-
galité |h|<< d(x) entraine I'égalité

Tlx,h)=Ffa+h).

Alors le point # sera dit régulier;
20 yn tel nombre d(z) n’existe pas, ¢’est & dire il existe des
valeurs de & arbitrairement petites et telles que

T, hy == f(z+h).

Alors le point o sera dit singulier (C) ou au sens de Cauchy.

J'appelle points singuliers les points singuliers (P) et les points
singuliers (C). )

Une fonction f(x) est dite holomorphe sur Uensemdle E lorsqu'il
existe une région plane @ contenant E et telle que, dans F, f(z) coin-
cide avec une fonction g(x) qui est dans ¢ holomorphe et univoque.
En particulier, f(z) sera dite holomorphe sur Uensemble E dans Ten-
tourage U d'un point x, ¢ BEU lorsqu’elle est holomorphe sur l'en-
semble EU. Le point , sera dit alors régulier sur E. 1° entraine,
que le point régulier sur l'axe des & est régulier, et inversement.

La fonetion de classe (., est holomorphe sur un entourage de
tout point régulier, donc I’ensemble des points reguliers est ouvert,
I'ensemble des points singuliers est fermé.

11 résulte des propriétés élémentaires des fonctions analyti-
ques, que f(z) est holomorphe sur l'intervalle I (ouvert ou fermé)
lorsque tous les points de I sont réguliers sur I, et dans ce cas
seulement.

Je désigne par P Pensemble des tous les points singuliers (P),
C Pl'ensemble des tous les points singuliers (). Je vais démontrer
que P est un Gs et C est un Fo de I-e catégorie. Pringsheim 1) a donné
des exemples de fonctions de classe Co pour lesquelles: 1) len-
semble P, 2) 'ensemble €, 3) tous les deux, P et ¢ sont denses sur

1) A. Pringsheim. Zur Theorie der Taylor’schen Reihe und der analytischen
Functionen mit beschrinkiem Existenzbereich, Math. Ann, 42, 1893, p. 153-184.
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Taxe des 2 (que je désigne par R). Il effectuait 4 cet effet les con-
structions des singvlarités sur certaines ensembles denses, dénom-
brables. Cependant dans ces exemples cn ne sait rien sur la facon
dont cette fonction se comporte dans les autres points. L’ensemble
P4 C de tous les points singuliers étant fermé, I'axe des & ne contient
dans le cas considéré que les points singuliers, mais il est difficile
en général de dire, sl v e P ou xe(C. Quant 3 l'ensemble P dans
les exemples 1), 3) de Pringsheim, on sait qu'il est sur tout
segment un @5 de II-e catégorie (et par suite de puissance du eontinu);
par contre, quant & € on ne sait point §’il est démombrable ou de
puissance du continu. D’ailleurs, on ne savait pas, si Uensemble P
peut étre identique & Vaxe des x tout entier. (Il résulte de la Note de
M. Boas?) que l'ensemble C ne peut contenir aucun intervalle).
Je vais donner la résolution des problémes de Pringsheim générali-
sés d’une facen considérable, en construisant une foncticn de classe C..
dont les ensembles des points singuliers P et C sont arbilraivement
choisis d’avance de la famille d’ensembles satisjaisant auz conditions
nécessaires; ces conditions sont par suile suffisantes. En particulier,
je vais démontrer que l'ensemble P peut coincider avec Uaxe des @
tout entier. En considérant la fonction f(z) correspondante, on peut
donner la résolution affirmative’ du probléme suivant posé par
M. S. Ulam: ZEst-ce qu'il existe une fonction f(x) continue de la va-
riable réelle, telle que pour toule fonction analyiique g{x) Uensemble

des solutions de Uéquation f(x)= g(x) est, dans le domaine de regulariié

de g(x), au plus dénombrable? J’obtiens aussilaréponse a la question:
quels peuvent étre au plus les ensembles C. A savoir: de la pleine
épaisseur de I-e catégorie; mais en ce cas seulement si P est dense.
Au coutraire, si le segment I ne contient pas de points de P, l'en-
semble IC peut dire de mesure arbitrairement pew différente de |1},
mais moindre de |I|.

En outre, je démontre un théoréme de Pringsheim, dont
la démonsiration donmée par Uautewr w'elail pas exacte. Cette démon-
stration ne s’appunie que sur le lemme 1.

La numeération des formules aux chapitres particuliers commence par 1.
Pour marquer les formules du méme chapitre, j'indique leurs numéros seuls;
pour marquer une formule d’un autre chapitre, j’indique aussi ee chapitre, par
ex. (11) 5.

2) R, P. Boas jr., 4 theorem on analytic functions of a real variable, Boll.
Amer. Math. Soc. 41, 1935, p. 233-236.
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Je désigne par A la fermeture de l'ensemble A, par {W(z)) l’ensemlle
de tous les points de I’axe =z, satisfaisant a la condition W (), par (a,b) Iintervalle
ouvert a< x<b, par [a,b] Uintervalle fermé (segment) a-<<z.<<b, (en derivant aussi
[a] au lieu de [a,al), par (a,b], [a,b) les intervalles a<a<<b, resp. a<<a<d, par
wed o appartient & 4% xgd que z n’y appartient pas, par ACB ,,4 est une
partie de B* (en particulier 4=0DB, resp. A=0), par dist (x,4) la borne infé.
rizure de [x —y| ol y e 4, par dist (4,B) la borne inférieure de |x—y| od ze 4,
yeB, par [4] la mesure de Jordan de I'ensemble 4.

Le schéma de la dé tration.

—————————— Th. de Pringsheim

Th. de Baire ~—|~-> Théoréme 1 —————— Théoréme 2

Lem, 2
Th. 3 o
Lem. 3
P,
Len. £—-'- Théoréeme 4
3
- Résolution
Lem. 5 du probléme
Lem. 6 — Lem. 7-1> Lem. 8 —>Lem. 10 — Lem. 12| de M. Ulam.

Th. de Weierstrass I
Th. de Weierstrass Il ——
Lem. 9

Th. de Bunge
Lem, 11

Les théorémes qui se trouvent a4 la premiére colonne sont indépendants
entre eux et peuvent étre lus en ordre arbitraire. Les théorémes écrits en petit
texie sont cités dans le présent travail sans démonstration. Les théorémes élé-
mentaires de la théorie des fonctions et de topologie ne sont pas cités, les théo-
rémes plus importants®) sont imprimés en italiques, les plus importants — en
texte gras.

Quant & la résolution du probléme de M. Ulam, on peut I’obtenir du lemme 9
lui-méme et du théoréme de Weierstrass II (de polyn. appr.).

On peut éviter I’application du théoréme de Weierstrass I (de maximum)
en faisant une modification convenable de la démonstration.

3) Les lemmes 5-7, qui sont dus & M. T. Wazewski ont simplifié heaucoup
la construction primitive.

icm
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Les conditions nécessaires.

2. Lemme 1. Pour que f(x) soit holomorphe sur le segment
(fermé) I, il faut et 4l suffit qu'il existe une constante M satisfaisant
a la condition:

I]‘(ﬂ)(m : o
i <M pour n=1,2,..., et pour tout xel.

Démonstration— voir Goursat ).

Théoréme 1. Pour que les ensembles P et C' de nombres réels
soient respectivement: Uensemble de tous les poinis singuliers (P) et
Vensemble de tous les poinls singuliers (C) d'une fonciion fla) de
classe Coo— il est mécessaire qu'ils satisfassent & la condition:

(*) Pest un Gs et il existe un ensemble fermé, non dense @,
tel que C=P—P +Q(R—P).

Démonstration. Je considére les fonctions:

gyte) = max [182 |/ ‘71#’;’1(!&:)1}’

) o(e) =limg_(z).
n—»oa

Les fonctions ¢ (z) étant continues et ¢,  (7)>g¢,(2), i en
résulte que @(x) est semicontinue inférieurement, par suite de I-e
n

@ (x
classe de Baire et lon a par définition ¢(z)=sup l/%
n !

Comme f®(x) sont finies, on a

{n) @)
o BBl

et en vertu de la formule de Caunchy-Hadamard:

P={r(z)=0}= {m U‘"’(r)l ool

B R

4 R, Goursat, Cours d’analyse math., IIT éd., Paris, Gauthier-Villars
1917-1918, t. I, p. 486 (suff.), t. IT, p. 247 (née.), Tenvois.
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Selon (2) on a donc:

@) P={p(0)= +o0}= [] {p(@) >},

@(x) étant semicontinue inférieurement, les ensembles {g(z)>n}

sont ouverts, c’est-a-dire, en vertu de (3), P est un Gs.
L’ensemble de tous les points singuliers étant fermé, les

points de P sont singuliers, et par suite les points de P—P sont

singuliers (C), e. & d. P—PC (P, et comme CP=0, on a (PCP—P,

d’oni:

(4) CP=P—P.

L’ensemble C(R—P)=(C+P)(R—P) est fermé dans R—P,
car O+ P est fermé; donc

(5) O(R—P)= C(R—P)-(R—P):

Je désigne C(R—P) par Q et je vais démontrer, que @ est non
dense. A cet effet il suffit de démontrer que C(R— P) est non dense.
Il résulte de (3) que:

(6) : @(@)<< +co pour tout e R—P.

La fonction ¢(z) étant de I-e classe de Baire, I'ensemble des
points de continuité de cette fonction est dense, en particulier sur
Pensemble quvert. R—P. Il résulte de (6) qu'au voisinage de tout
point de continuité de g(z) dans R—P, p(x) est bornée 9); il existe
done une suite de segments I, tels que Y1, est dense sur R—D et
une suite de constantes M, telles que

li‘">(w)l :
o(®) < My pouwr n=1,2,... et pour tout z el

11 résulte du lemme 1 que f(z) est holomorphe sur tout Iy et
par suite sur un ensemble ouvert dense sur R—P. Donc I’ensemble
de points singuliers appartenants & R—P est non dense sur R—P
et & fortiori sur R. Cet ensemble est (P+G)-(R—~1_)):C(R—P),
donc @ est non dense. Selon (4), (5) on a (= (CP+C(R—P)=
=P—P1Q(R—P), c. q. £. 4.

5) Cette idée est due & 8. Saks.
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Quant & la condition (*), je vais démontrer qu’elle est en méme
temps suffisante. Cette condition n'est pas cependant symétrique
respectivement & P et & C; on ne peut pas déduire aussitét, p. ex. la
réponse i la question si tout ensemble F, de I-e catégorie peut étre
T'ensemble ¢ pour une fonction. C’est pourquei je vais donner deux
conditions qui lui équivalent; dans la seconde Iensemble C est
»la variable indépendante”, P est exprimé par C et un ensemble
fermé, la troisieme est formulée d'une facon symétrigue.

Lemme 2. Les propositions:

(*) A est un Gy el il existe un ensemble fermé, non dense Q ftel
que B=A—A +Q(R—

(**} B est un Fo de I-e catégorie et il existe un ensemble ferme T
tel que A=B—B-+T(R—B),

(***y A est un G5, B est un F, de I-e catégorie, AB=0,
A+B=A4A4B,
sont équivalentes.

Démonstration. Je vais démontrer que (**) résulte de (*),
(***) résulte de (**) et (*) résulte de (™).

"En effet, de (*) résulte
AB=A(A—A4)+AQR—4)=0, ACR—B
() ABC(R—B)B=B—B,
A+B= (E -A) + 4 +Q(R—A)= A+ Q(R—4) =
+QA+QR—A)=A +q,

donce

(8) AYB=A+B,
A+BDB, ADB—B

(9) ' ABDB—B;

on en déduit de (7), (9):

(10) ' AB=B—

A(R—B)= (4 +B)(R—B)=A+B(R—B), selon (8) et en dé-
signant 4B par T j'obtiens:
a1 A(R—B)=T(R—B).
e (10) et (11) résulte
A=AB+A(R—B)=B—B+T(R—B).


GUEST


om

190 ’ 7. Zahorski:

On déduit de (*) que B est un Fo, il reste donc de démontrer,
que B est de I-e catégorie. @ est non dense et A—A4 est un Fy, i
suffit done de démontrer qu’il ne contient aucun segment. Suppo-
sous que A—A contienne un segment I et soit I' un segment con-
centrique avec I, contenu dans I, [I'|<|I|. Alors AI=0, AI'=q,
d’autre part I'CICA—A, AI'=1', d'ou la contradiction. Ainsi B
est de I-e catégorie, done (*)—(**).

11 résulte de (**) que 4 est un Gj et

AB=B(B—B)+BIT(R—B)=0,
A+B=(B—B)+B+T(R—B)=B+T(R—B)=B+1B+1(R—B)=B+T,

done A -+B=A+B, cest-a-dire (**)— (***).
11 résulte de (***) que

(12) BA=A{A+B—A)=A(AFB—A)=A—A4
et B(R—A4)=(4 +B) (R—A4)=4A +B(R—A4), donc
B(R—A)= B(R—A)(R—A).
En désignant B(R—A) par @, on a
(13) B(R—A)=@Q(R—A4)

et il reste de démontrer que @ est non dense. Supposons que @ con-
tienne un segment L. On a donc

(14) LCQCR—A.

_L’ensemble R—A—(R—A) étant le bord de 'ensemble ouvert
R—A4, il ne contient aucun segment; comme fermé, il est non dense.
11 existe donc un segment L’ tel que

(13) LCL
(16)- I[R—A—(R—A)]=0,

et on a en vertu (15), (14), (16), I'CR—A4. Selon (15); (14), (13)
L'CQ(R—A)CB, contrairement & I’hypothése dans (***), que B est
de I-e catégorie, done @ est non dense. Il résulte de (13) et (12) que

B=BA+B(R—A)y=A4—4 +Q(B__Z), () —(*), e.q. f.d.

Sur les points singuliers 191

Du théoréme 1 et du lemme 2 résulte aussitot le

Théoréme 2. Pour que les ensembles P et C de points de Uaxe
des @ solent respectivement Vensemble de tous les points singuliers (P)
et Uensemble detous les points singuliers (C) dune fonction de classe Co,
il faut que P soit un G5, C soit un F, de I-e catégorie, PC=0,
P+C=P+C.

Les conditions suffisantes dans le cas P=0.

3. Quand P=0, la condition (*) se réduit 4 la condition que C
soit un ensemble fermé, non dense. Le cas ot l'on a aussi (=0,
a lieu par ex. pour f(x)=0. Soit (=@, @ étant fermé, non dense
et non vide. '

Théoréme 3. Pour {out ensemble Q fermeé, non dense de poinis
de Vaxe des x, il eriste une fonction g(x) de classe Cw, n’adimnettant
pas de points singuliers (P), pour laquelle tout point x e @ est singu-
lier (C), tout point & €@ est régulier.

Démonstration. Je désigne par (I;, m;) les composantes de
Tensemble R—@. Comme @==0, il ¥ en a au moins deux, aucun
n’est identique & I'axe des x et deux au plus sont des demi-droites
(c'est-a-dire 1;=—co ou m;= oo, les points oo n’appartenant
pas & l'axe des ).

Je forme la suite des fonctions:

1 1
e =1 G—m)F pour tout z (I, m;) lorsque —co<l<<m<+o0

l
| _
!

(1) gi(z)= e <x-111)2 pour tout e (L) lorsque ;= 00
e ‘x‘;mx)" pour tout & e (Lym;) lorsque [;=—o0

0 pour tout x e (l;,m)

quand le nombre des composantes est infini; an contraire, lorsqu’il
est fini i=1,2,...,N, je définis g,(zr) pour i< N suivant (1), et
pour #>N je pose g,(x)=0. Les fonctions g,(x) sont de classe (£
et pour tout n entier, non négatif on a:

(2 gEf‘)(;{)):O pour tout xe(l;, M)

Je définis la suite de constantes positives M; comme il ‘suit:
M;=1 pour les valeurs de ¢ (deux-au plus 4y, 1,) telles que (&, mi)
est la demi-droite, et lorsque le nombre de composantes (I, ms)
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est N, M;=1 pour tout ¢ >N. Pour les valeurs restantes de 1 le se-
gment [l;, m;] est borné, done les fonctions continues ¢ (x), finies,
sont bornées dans ce segment et, en tenant compte de (2), bornées
sur I'axe des z tout entier,

(3) | (a) |< M,,f< +oo pour tout # et tout d==dy, ik,

(M,;=1 lorsque le nombre des (I, m,) est fini=N et ¢>N). Je
pose .
(4) M;= max M,; pour tout i==i, ig=1i,

i

0<n<C

La série

—i‘ i(,l:
gio)= 3 2

=1

et toutes les séries de dérivées sont uniformément convergentes
gur I’axe des #, car on a d’aprés (3), (4):
lo@)] _ May _ M: 1

973, <21.M,\ 01111,:27‘ pour tout x et tout i==diy, i==i,, i=n

et par suite

o
(3) g (%)= _'J’.( ) pour tout z et n=0,1,2,...
21 M,

i=1

Pour z fixe un, au plus, des termes de la série (5) est selon (2)
différent de 0, car les intervalles (I;, m;) sont disjoints; en particulier:

(6) g (z)=0 pour tout xcQ, n=0,1,2,...
(7 g(x)>0  pour tout x e« R—Q

et les points z e B—¢ sont réguliers, car xe(l,m,), toutes les
fonctions g(x) avec i==i. sont égales & 0 dans (L, my,) eb gix(w)>0
est réguliére dans (I, m;). Pour @, il résulte de (6) que 7(x) = +o0o,
T(x,h)=0. Comme @ est non dense, tout voisinage d'un # @ con-
tient les points @ +h ¢ B— @, auxquels g(z-+h) >0 en vertu de (7).
Done T(z,h)=Fg(x-+h), c’est-a-dire tout point x ¢ Q est singulier (C)
et, suivant (5), g(x) est de classe Cw, c. q.£. d.9).

¢) Le théortme 3 résulte du travail: H. Whitney, Analytic extensions
of differentiable functions defined in closed sets, Trans. Amer, Math. Soc. 36, 1, 1934,
p. 63-89. .
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Les conditions suffisantes dans le cas général.

4. Pour démontrer, dans le cas général, que la condition *)
est suffisante, je vais, de méme, construire une fonction qui peut
étre décomposée en somme de deux fonctions; pour la premiere
I’ensemble ¢ intervenant dans la condition (*) ebt vide, ¢'est-i-dire
(0=P—P, et la seconde n’a pas de points singuliers (P). L’existence
de la derniere fonction résulte du théoréme 3 et il ne reste que de
construire la premiere fonction, qui sera désignée par Q).

Je vais déterminer Q(: ) comme la limite d’une suite de poly-
némes w,(z), uniformément convergente avee toutes les dérivées
dans tout intervalle fini; il en résulte que Q(x) est de classe (...
On obtient les polynomes on(x) par l'intégration n—I-uple des
polyndémes w (x)= oV (x), satisfaisant pour tout (#1929) C(—dny ),

lim dp== 400, & la condition
n»co

) ‘ f 1 (t)

d’ot résulte la convergence uniforme de wn(z) et de leurs dérivées.

Ces polyndémes satisfont aussi & des inégalités dans les inter-
vales et aux points d’ensembles non denses, dont je déduis certaines
inégalités pour Q@ (x) aux points des ensembles P—P, P; Vappli-
cation de la formule de Cauchy-Hadamard permet d’en déduire
que 7(z) >0 resp. r(x)=0. Le lemme 3 donne la démonstration de
Pexistence, pour 'ensemble P, desintervalles I,;, des ensembles non
denses et des autres ensembles nécessaires pour la construction
des wn(x). Le lemme 4 donne la démonstration de certaines inéga~
lités aux points des ensembles P—P, P pour les fonctions satisfaisant
aux aufres inégalités aux points des intervalles et des autres en-
sembles, construits au lemme 3. Dans la démonstration du théoréme
je remplace les fonction intervenant au lemme 4 par les expressions
qui figurent dans la formule de Cauchy-Hadamard, contenant
Q@) (x). Les lemmes 5-12 servent & construire w,(z), 3-6 constituent
Ia base topologique de la construction. Le lemme & permet de con-
struire une fonection continue satisfaisant aux inégalités données
¢t ensuite je choigis le polynéme d’approximation relatif & cette
fonction en m’appuyant sur le théoréme de Weierstrass(lemme10).
La réguldrité de Q(«) aux points de- R—P résulte du théoréme de

Runge, appliqué aux domaines d1s301nts ayant la forme du rhombe.
13

1
(1)) dt| < 4"d",

Fundamenta Mathematicae. T. XXXIV.


GUEST


194 Z. Zahorski:

Les domaines, contenant les points de R—P forment une suite

non décroissante et le polynéme de Runge doit dans ces domaines

étre b peu prés égal i wy(x), d’on résulte la convergence uniforme
des wn(2), et par suite, Pholomorphie de leur limite dans chacun de
ces domaines, dont les diagonales couvrent ensemble B—P. Dans
les domaines, contenant les points de P (couvrant I’ensemble
P[—d,, d,]) le polyndme de Runge doit étre & peu prés égal au
polyndme de Weierstrass, afin que les inégalités auxquelles sa-
tisfait ce dernier, soient encore exactes pour le premier.- Comme
les valeurs du polynéme de Runge en dehors de ces domaines rhom-
hoidaux sont inconnues, on ne peut rien dire concernant la question
si 1a condition (1), & laguelle satisfait le polynéme de Weierstrass
pour tout (&;,z,) C(~dn, dn), ¥y est remplie. Pour qu'elle soit remplie,
on ajoute aw polynéme de Runge un polyndme o(z) (lem. 11); les
valeurs que prend ce polyndme et sa dérivée aux domaines rhom-
boidaux diffeérent peu de 0. Je construis v(z) en me servant de la
fonction e——a%; cette fonction et sa dérivée different peu de 0
dans certaing domaines angulaires contenant une partie de 'axe
des x (deux demi-droites, le voisinage du point & exclu). Dans la
construction de wn(x) on applique linduction: j'obtiens wni1(®)
par un changement convenable de wy(x); w () est choisi arbitraire-

sps ey ‘.Q(") (w)[ s N .
ment. La condition Hm = +oo, c’est & dire, 7(x)= 0 pour
e ’ n+1
zeP sobtient de I'inégalité 1 (@) >m, pour « satis-
) ' € Ty T

n

[e" @)

falsant 3 Dinégalité I/——-————~ My, OT L0 9= +oo, dans certains

intervalles. Lorsque P est identique & 1_)::;@ des #, cette inégalité
avee (1) sont suffisantes, il n’y a pas besoin d’introduire les poly-
nomes de Runge et les polynémes v(z); la construction se simplifie
beaticoup. Cependant je ne l'expose pas ici, car ¢’est un cas parti-
culier de la construction générale.

5. Lemme 3. A tout ensemble P de points de Vawe des @, du
type Gs, et & toute couple de nombres entiers, positifs n et 1, on peut faire
correspondre: un ensemble owvert G, un segment fermé Inz, un enscmble
fermé non dense @, des ensembles fermés By, et T, disjoints, constitués
par un nombre fini de segments, ou vides, et des mombres entiers po-
Silifs Mn, kny dn, de sorte que:

Sur les points singuliers 195
() - p=fja
. n=1
@) GraC o
(8) P—p= ;@,.
n=1
4) Dpp1D By
(5) Gr = _DX'Q Ina
I==1

(6) dist (In,, @n) >0 lorsque o0
(") Loy Lungsy - contient tous les I,
(8) M < N

(9) [_ dn; dn] 3 Imn,kn

(10) i Any1> dy

{11) Dy CBp C—dny dy)

(12) PBRZ 1_3[— dny dnl

(13) Tnc[—dn: dn]

(14) R—P :ETn

n=1

(15) -Tn - Tn-H-

Démonstration. Quand P=0 et PzﬁG,,, les &, étant
n=1

n
ouverts, je pose Gn=/[] G, et les conditions (1), (2) sont remplies.
k=1

Pour la suite I,, (n étant fixe) je choisis une suite de segments
bornés, fermés, tels que (B) soit remplie et:

(16) dist (L, B—G%) >0 lorsque B—G%0

pour tout n,l. Je mnge les intervalles I, l(ﬂ%l,a, , 1=1,2,...)
en une suite simple, de facon que les termes successifs forment les
groupes avec la somme des indices n-+1! constante, cette somme
étant non décroissante et I croissant dans les groupes particuliéres.
Je choisis m, égal an premier indice du n-iéme terme de la suite {1, 1},
kg égal au second indice. Ainsi tous les I,,; sont rangés en la suite (7):

13%
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Ly Loy oo (=1, kg =1, mp=2, k=1,

Ty =Tty Tty L1y Tagy Doy Tugyees Doty Zpmspyeos Lipy Ipgagy.)

avec:
="+ (mn +kn~—1){)(7;z,, _|-kn_2)7
E(— V&”tl“l) E(w Van 71 +1)
Mip = ol 3 2 —
/_)——— -_.—-._..-
E(—' on tl 3) E(— Van ‘I;l 1)
Fn= n— “ 2

Chaque groupe de termes In,:, avec la somme Mp -+ ky des
indices constante eontenant au moins un terme, le numéro du
groupe (=mn+ k,—1) n'est supérieur au numéro du terme I »
(=n) et comme k,>>1, j'obtiens n>m,, c¢’est-a-dire (8). Je définis d,
comme le plus petit des nombres entiers, positifs, satisfaisant & la
condition [—dy,dy] DI mys=TI11. Ensuite on définit d, par induction:
les nombzres dy,dy, ..., ds— étant définis et satisfaisant pour 1<{i<{s—1
aux conditions [—d; ;] D Iy, et d;>dyy lorsque ¢>1, je définis d,
comme le plus petit nombre entier positif tel que [—dsds] D Ings,
et ds>ds—y. Les nombres dy,...,ds—; sont déterminés pour s=2,
et par suite pour tout s et satisfont & (9), (10).

A chaque point » appartenant & l'ensemble P je fais corres-

. 1 .
pondre Vintervalle ouvert (w—ﬁ,x—l—%); soit H, la somme

de ces intervalles. IL’ensemble H,(—d,,d,) est vide cu se compose
d'un nombre fini d’'intervalles ouverts (dont deux au plus ont la
longueur inférieure & 1/n). Soit

(11 Bo=Hy(— dnyn)-
On a done

(18.) PCH,.,CH,

(19) B, C[—dn,dy).

L’ensemble B, est formé par un nombre fini de segments
fermés, disjoints, de longueur positive, ou bien est vide. Lorsque
Bp=[~dn,dx], je pose T,=0, dans le cas contraire 1’ensemble
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(—dnydn)—B, n’est. pas vide et est composé dun nembre fini d’in-
tervalles ouverts, disjoints, que je vais désigner par (@z,ny bi)s
1=1,2,...,t,; ces intervalles n’ont pas d’extrémité commun’e (:ar
I'ensemble B, ne contient pas de points isolés. Je définis le no;nbre
positif 4, de la maniére suivante: lorsque tous les ensembles
(—@mydm) —Bm, m=1,2,....n, sont vides, je pose h,=1, dans le
cas contraire h, est égal & la plus petite longueur des segments
(@1,mybi,m) correspondants aux ensembles non vides (—um, 0)— B,
m<n, o ‘
Ay D02 P}
3ne

Lorsque Bp+=[—dn,d,), je définis T, comme il suii:
tll
(20) =2 [Gin+ Any byn—As].
i=1

N L’ensemble 7', ('l n'est pas vide) se compose done d’un nombre
fini (=t,) de segments fermés, disjoints (20); il en résulte {13), et
lorsque 7,0 et B,+0, on a dist (Bry IT'n)=A,. Je vais démontrer
que
(21 W Aea<d,

‘ Lorsque l'ensemble (—dy,dm)—Bg, pour tn m<n, n'est pas
Ylde, on  a Appi<h, donec min (1,hp) >min (1,h,41) et linéga-
lité (21) a lien. Lorsque tous les ensembles (~—dmydp)—Bm pour m<n
sont vides, h,=1 et min(l,h,)=1>min (1,k.ss), indépendamment
de la valeur de hnyi, et par suite (21) a aussi lien. Je pose:

22) @, =PB,—G, Oy=PB,;—G% pour n>1

_—

et je vais démontrer, que les ensembles @n, By, Tr, I, et G* ainsi
définis et les nombres mg, kn, d. satisfont & toutes les conditions
du lemme 3.

L’ensemble fermé @, est non dense, car dans le cas contraire
il eontiendrait un segment, ce qui est impossible, puisque, selon (22):

(23) ©.C P(R—G%) CP > (R—G%)=F(R— ][] 6)=P(R—P)=P—P

n=l1 n=1

(suivant la formule (1) déja démontrée) ot I'ensemble P—P est,
selon le lemme 2 (avec @=0), de I-e catégorie.
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Les propositions (1), (2), (5), (7), (8),(9), (10), (18) se trouvent
établies; de (19) et (22) résulte (11), en outre selon (22) $,CR—@?,
donce

it (Tnzy @) > dist (I, B—6G%) >0

(selon (16)), lorsque @, n’est pas i’ide, done (6) a lieu. On a
(24) By D Ho[—dy, o],

car BpO Hy(—dn,dn) selon (17) et lorsque p.ex. dneH, len-
semble H, étant ouvert, un intervalle (& d,) appartient 3
(—dnydn) H,C B,. Comme B, est fermé, d,eB, De (24) et (18)
résulte BnDP[—dn, dn}y PBy D PP[—dn,dsl,

(25) PB D P[—dn, dy).

11 résulte de (19) que PB,CP[—dnd,]; en tenant compte
de (25) on en déduit (12). II reste & établir: (8), (4), (14), (15). En
tenant compte de (22), il résulte de la relation prouvée (12):

(26) Q)lzpf_dvdﬂ”*gra d’z:P[_dl’dl]—— ;J gpn:fj[—d —lydn—l]—G:
pour # >1. u

La relation (2) et l'inégalité (10) étgtup démontrées, on a

[—dn, dn] D [—n—1,dn—1], done {26) entraine Pt DOy, d’ol (4).
‘ Quand T, est vide, on a (15). Lorsque 7T, est non vide, soit
[@n+ Any byn—As] vne composante arbitraire de 7T, contenue dans
(@iny bin). Je vais démontrer, que chague composante (ayn, bm)
de l'ensemble (—d,, d,)—B. est contenue dans une composante
(llj,n.H, bj,n+1) de l'ensemble (_dﬂlydn+1)—Bn+ly ¢’est-d-dire:

(27) ("“dn;du)-“Bn C ('—dn+1)dn+l)—Bu+]-

En effet, lorsque xe(—d,d,)—B,, on a re(—dnd,) et la
distance # de I'ensemble fermé B, est positive, par suite, il résulte
de (17) qu'un voisinage U de =, contenu dans (—d,,d,), ne contient
aucun point de Ha(—dn,da), ce qui n’a liew, que lorsque ¥/ ne con-
tient ancun point de Hn(—dy,d,). On a done UH,—0 et comme
Hp 1 CHpyy UHpiy=0. Done U ne contient aucun point de
Hyri—dni1,Gnp1)y C'est-d-dire reR— ntt. - Comme % € (—dn,dn),
il résulte de l'inégalité (10) déja prouvée que me(— nt1,dny1), done
e(—dnydny1)—Bris et la relation (27) est vraie. On a done:

Gt K Un<Bin < by g,
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d’ot en vertu de l'inégalité (21) résulte:
Ajnt1 + An+1<ai,n +A,< b[’n—-ﬂ a<<b ',n+1-_£1n+1~

11 existe donc une composante de T'nts qui contient Ja compo-
sante considérée de Ty; d'ott T,C T,y c. & d. (15).

Il résulte de la définition (20) de T, que TyC(—dpyd,)—Bn,
et 1a formule (12), déja démontrée, donne

Bn DF[_dnydnL RE—BrC (R—‘F) +(R—[_'dmdﬂl)7

donc
(—@n, dn)—Bp=(— nyn) (R—B,)C (~—=dn,dr) (R“P),

T,C (—dnydy) (R—P)C R—P

et par suite

(28) > TnCR—P.

n=1

I résulte de (23) que

(29) > @,CP—P.
n=1

Lorsque R—P est vide, (28) entraine (14). Lorsque R—P

n'est pas vide, on a dist(x,P)=4,>0 pour tout re R—P, et par
. . x 1 =
suite dist (z, H,) >6‘—)>0 pour tout -n>nl(.29)>_5—, done wxeH,,
te Hy(—dn,dn), c’est-a-dire zeR—B, pour tout #n>u(z). En
tenant compte de la formule (10) déja démontrée, on a limd,= -+ co
ndoo

(suite croissante de nombres entiers), il existe done un ny(x) tel
que & e (—d,, dn) pour tout % > n.(x); ainsi qu'un n, >max (n,(z), ns(x))
tel que @& (—dny,dn,)—Bn,. Je désigne par n(z,n) la distance de x
4 lextrémité (moins éloignée) de la composante de 1’ensemble
(—@nydn)—B, contenant z; en vertu de (27) on a 7(x,m)>=n(x,n)
pour tout wm>=m, en outre n(z,n)>0, lensemble (—dn,d.)—DBn
étant ouvert. D’autre part, ’lliriloﬂ,,:o, car An:min(%,%)\'g—li.
I existe donec un nombre entier positif me=n, tel que
2 A, < (e, mg) < (@, m,) et par suite sz appartient i la coml?osante
de T,; car chaque composante de (—dm,dm)—Bm, contient la
composante de Ty, et la différence des longueurs de ces compo-
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santes est égale & 2 4m,. On a done e, Z'IT,., ¢’est-a-dire R—P Cn21T"’
et (28) entraine (14).

Lorsque P—P est vide, (29) entraine (3). Lorsque P—P n'est
pas vide, on a, d'aprés les propositions (1) et (2), déja démontrées,
ze P—@% pour tout e P—P, n>ny(®) et ®e[—dn1,dn] pour
tout n>ny(x), done @eP[—dn,dna]—Gr=n selon (26) pour

tout # > max [ng(z),ne(x)], par suite meZl@n, P—PCSI@,, et
n= n=

d’aprés (29) on a (3); toutes les conditions du lemme 3 sont remplies.

Lorsque P est vide, il suffit de choisir pour &7 une suite arbi-
traive d’intervalles ouverts avec une extrémité commune, dont les
longueurs tendent vers 0, @n=10, By= 0, Tn=[~dn, dn], Ln,1, Niny kiny @z
comme auparavant. Il est facile & vérifier que toutes les conditions
du lemme 3 sont dans ce cas remplies.

Lemme 4. Si les ensembles Gy, ®@ny Ing, By et les mombres
Wy kny Ao satisfont aux conditions du lemme 3 pour un ensemble P
non vide, du type Gs et chagque couple n, 1, et si les fonctions de la va-
riable entiére, positive s(m), g(m)<<+oo, e les fonctions de la variable
réelle Fx), to(x) <+ oo satisfont aux inégalités:

(30) ta(x) < C < + oo pour tout x£edm, et tout n,
31) () << q(m-n) pour tout ‘x ed, pour tout m,
(82) F(x)> s(mn) pour tout ©eBnPIn 4 pour tout n,

alors on a les inégalités:
(I) F(x) > sup s(n) pour tout veP,

(I1) SUp (i) <00 pour tout xe P—P.

Démounstration. En vertu de (12) on & PPB,= PP[—d,,dy],
c¢’est-a-dire PB,=P[—dn,d,], ot

(33) PBuT ity =Pl ) Iy, =PI .
suivant (9). Pour tout % on a, selon (5)

(34) PG:=13PI,,
=1

icm
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&

Considérons la suite d’indices i,4,... des termes de la suite (7)

J . N o e
identiques & I, n étant tixe, de sorte que I, = L g I =L e

est une fonction des n et 1. Alors:
(35) ky=1, my=mn pour tout I.-
D’apres (32), (33) on a
P(x) >s(my) pour tout “"PImi,vhi, et tout 1,

. 4. d. F(z)>s(n) pour tout zePlI,; et tout I (selon (35)),

F(x) >s(n) pour tout e} Pl ;=PG} selon (34),
=1

F(z) > sup s(n) pour tout z e[| PGr=P en vertu de (1),
n n=1
c.ad. (I) est vral. Lorsque ze PP, il existe en vertu de (3)
wm p=p(r) tel que re®P, Selon les hypothéses dn lemme 4, les
valeurs t,(x),ty(x), .., tp—1(#) sont finies. Je vais évaluer supi{r)

pour  e®,. Pour tout # on a l'une des inégalités suivantes:

(A) n<p,
(AN) nz=p et ma<p,
{AANA) nz=p et my=p.

Nous avons dans le cas (A)
(36) to() < max (4(w),1y(2) ..., tp1(T)) <+ 00 pour (A).

Dans le cas (AA) on a, en vertu de (4), @, DPp, TPy et se-
lon (81), tu(x)<<g(my), mais comme M,<P, Mae(l,2,...,p—1)

(37) ba() << MAX (¢(1),¢(2), ., g(p—1)}<<+00 pour (An).

Dans le cas (AAA), d'apres (4) o0 & @m, O P,y & € D, et selon (30)
(38) to{@) < C pour {AAR).

D'aprés (36), (37), (38), on a

() <X (g(1), 6(2) . g(P—1), (@), (@) - Eps(2), O) =
= ((p,x) < oo pour tout n,

par suite sup Za(a) <O(p,x)<~+co pour tout zePp, sgp to(x)<<+ 00
n
pour tout ze P—P (selon (3)), c. & d. (IT) est vrai, . g. £.d.
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6. Lemme 5. A fout couple d’ensembles A C[0,1], D C[0,1],
Vensemble @ étant fermé, non dense, e tout mombre 6>0 on peut
faire correspondre Uensemble ouveri 0Q(A4,8) DA, contenu dans
(—8,1-+0), composé d'un mnombre fimi =0 d'inter valles ouverts,
disjoints, sans exirémites communes, dont les points sont & dzstance
<& de Uensemble A et tel que Uensemble @ est composé de deux par-

ties fermées, disjointes: N, C Q(4,0) ¢t N,CR — Q(4,6).

Démonstration. Lorsque A =0, il est facile de vérifier
gue T'ensemble Q=0 satisfait & toutes les conditions du lemme 5.

Lorsque A==0, je désigne par £, la somme de tous les intervalles

ouverts de longueur § et dont les centres sont dans A. Chaque point

- é ., -
de Iensemble ouvert @y est & distance < d'un point de 4. TLes

composantes de 2, étant de longueur =4 et QlC(~g,1+g), ces
composantes sont en nombre fini. Si les composantes de £, n’ont
pas d’extrémités communes, je pose 2,=,;; dans le cas contraire,
je détermine l'ensemble Q,, dont les points sont & distance <6
de 4, de facon que les composantes de £2,, dont le nombre est fini,
sofent sans extrémités communes. A cet effet je définis le nombre I,
comme le minimum de toutes les distances mutuelles positives des
extrémités des composantes de 2, et du nombre 6. Comme le nombre
des composantes de Q; est fini, on a k,>0. Je définis 2, comme 'en-
semble qui s'obtient en remplacant dans £, chaque composante

par l'intervalle concentrique dont la longueur surpasse de % celle

de la coniposante; la somme de ces intervalles est I'ensemble 2,.
Lorsque 2, satisfait aux conditions restantes du lemme 5, je pose

0Q(A4,0)=0,, ce qui a lien, en particulier, lorsque ®—02,=0, car
alors @ CQ,, et il suffit d’admettre que N,=®, N,=0. Lorsque 2,
ne satisfait pas aux conditions du lemme 5, on a @—R2,==0 et alors
Pensemble Ni= @£, n’est pas fermé, ou bien l'ensemble No=®—0,
a des points communs avee la frontiére de 2,. En prolongeant con-
venablement les composantes de I'ensemble ©,, j’obtiens I’ensemble
0(A4,06) satisfaisant & toutes les conditions du lemme 5. En dési-
gnant par (ay,b;), (g dy), .y (an,br) les composantes de 2,, ot bi<<aipr
pour ¢=1,2,...,n—1, hy=min {ag—by,85—~by, ..., ty—Dbn—1,0), on peut

hy : ) ;o
trouver dans (ai_fﬂlz) et dans (bl,bi—l‘}—;g) des intervalles (ai,ai),

icm
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(b,b7) ne contenant pas-de points de @, car selon les hypothéses
du lemme 3 l'ensemble @ est non dense. Je pose a;= ’+al et

bi+bE

T2

. Il vient

(1) Plai, bi)= Dlai bil, BBy tigs) =B[b;,a514], B(— 00, a}) = G(— 00, aj],
Dby, +00) = @b}, +o00)

pour tout . Les intervalles (a;b;) sont ainsi plus longs que (as,b3),
e h, R -

mais bi—ar,<bi——a,-—|-~2. Par suite les (a;,b;) n'ont pas d’extrémités

communes et leurs points sont éloignés <6 de A. Je pose (4, 8) =

=_§_7(a,-, b;). D’apres (1) on a alors:
=1
Ny=00(4,4) ;Z@[au iy Ny=0(R—1(4,8)) = B(—o0,ai] +

. n . . ‘ . . R*i . .
+O[bn; + 00) +21€D[b,-,a,-+1]—_— D(— 00, a1) + P{bny + 00) + X D(by, app1) =
= =1
= O[R—O(4,0)]= 0—0(4,),
c’'est-a-dire, £(4,06) satisfait & toutes les econditions du lemme 3.

Lemme 6. A tout couple d’ensembles fermes, non denses N et
M, 0% N est contenu dans un ensemble owvert, borné @, et ¢ tout nombre
e>0, on peut faire correspondre un systéme fini d'intervalles disjoints
de longueur <&, (L, my)...(Lp,mz) contenus dans @, et un systéme d'in-
tervalles situés & Uinterieur de ceux-ci: (T, M1)y..es(ley m2)y bi<< T<< miy<< m;
pour 1=1,2,...,k, tels que:
k
MZ ([, 1]+ [ty mi]) =
=1 X
(2) NC @ mi),
I=1

(3) N(lymi)==0 pour tout i=1,2,...,k, lorsque N#O

Démonstration. Lorsque N n'est pas vide, on a
dist (N, R—G) >0, car NC@, N et R—@ sont fermés. Je couvre
tout point e N par un intervalle ouvert, de centre 2 et de lon-
gueur dist (¥,R—@), la somme de ces intervalles est un ensemble
ouvert, ayant un nombre fini de composantes et sa fermeture se
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compose d'un nombre fini de segments disjoints [s1y8]y 0y [855%7], dont

. . ist (N,R—@
les points sont' situés & distance <dl—(—[)’h) de N, donc

i
2 [s5t]CG. Comme N est non dense, il existe dans la troisieme
i=1

partie central de [s;%] un intervalle ouvert ne contenant pas de
points de N; en le supprimant de [syt], il y reste deux seg-

ments fermés de longueur inférieure 3 (ti—ss); en itérant ce

2 n
procédé # fois, j’obtiens 27§ segments de longueur < (§) max (t;—s;),
- i
par suite, ponr # suffisamment grand <§. Je supprime ceux qui

ne contiennent pas de points de N et je prolonge les restants de
deux cotés de facon gu'ils restent disjoints, contenus dans G et de lon-

gueur <§s. En les désignant par [, m,],..., [l 7], on a:

k
(4) N (lym)
=1
{5) N(l )<= 0 pour tout i=1,2,...,k

Je ‘désigne par (I/,m/) des intervalles disjoints, contenus
dans @ et de longueur < ¢ tels que l/<hi<@;<m]. Comme M est
non  dense, il - existe des intervalles fermés [0, 6] C (I,
[miym] C (m;,m{), ne contenant pas de points de M; alors, comme
(Tym) C (Tymy), my—Ty<< i — I, les conditions (2), (3) sont remplies
en vertu de (4) et (5). Lorsque N est vide, il suffit que k=1 et [L,7,]

soit un intervalle fermé, contenu dang G, de longueur < ge, d’ailleurs

arbitraire; on a évidemment N(l,m,)= 0.

Définition 1. Une fonction, admettant pour toute valeur
de x une dérivée finie et continue s’appelle fonction de classe Cy.
J'appelle fonction de classe Cyuy toute fonction de classe (), holo-
morphe sur un nombre fini @’intervalles fermés (qui peuvent devenir
des demi-droites ou l'axe des @) sans points intérieurs communs,
dont la somme est 'axe des x tout entier.

11 résulte de cette définition que la somme de deux fonctions

de classe Cy est une fonction de classe Cuy, et af(z) est de classeCy
lorsque f(z) est de classe Cy pour tout g réel.
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L’équation f(z)=0 (ou f(x)= a), ou f(x) est de eclasse Cay,
est remplie pour un nombre fini (>0) de valeurs de & dans chaque
intervalle fini et pour tout z appartenant & un nombre fini de se-
gments, car une fonetion holomorphe ne s’annulant pas identique-
ment n'a pas de point d’aceumulation de zéros & Iintérienr du do-
maine de régularité. Par suite les ensembles Hl@)=a}, {flx)<al,
{If(z)[>a} se composent d'un nombre fini d’intervalles (demi-droites,
droites) fermés, disjoints et des points isolés, en nombre fini dans
chague intervalle borné.

Je dis que f(x) a constamment le signe -- dans [u,v], lorsque
flz) 0 pour tout xe[u,v], et le signe —, lorsque fx}< 0 pour tout
ze[u,v} et il existe un z= 2, e[u,r] tel que fla)<0. 8i f(x) est de
classe Cqy, il existe pour tout « réel un segment [u,?] et un segment
[w,u], tel que f(#) ne change pas de signe (a le signe constant)
dans [u,v] et dans [w,u]. )

Lemme 7. A tout couple d'ensembles fermes non denses N et M,
ot N est contenw dans un ensemble ouvert borné @, et & tout systéme
de mombres positifs K,2,e, on peut associer um systéme fini d’inter-
valles  disjoints [, m]C (I,m)C G, i=1,2,...,k, de longueur <2,
tels que les intervalles [1,1], [mi,mg) ne contiennent pas de points de

k
Vensemble M, NC 3 (lymi), N(lyn)==0 lorsque N=0, ef que pour
=1

lout systeme de nombres réels a;, |a;| <K, il existe une fonction hix)
de classe Cyy satisfaisant aux conditions:

k
(6) h(x)=0 pour tout wEZ(li,vni),
==l
(7 hx)=a; pour tout xe[l,my],
(8) ’fh(t)dt|<e powur tout (2, %)

Je désigne par h[z,N,M,G,K,ies,a;(l;m)] une fonction de
ce genre.

Démonstration. En remplacant, dans le lemme 6, ¢ par
min (‘—)EK’;")’ j'obtiens les intervalles (l,m:) et [l,mi] satisfaisant

4 toutes les conditions du lemme 6, et en particulier de longueur
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inférieure a ;% et & A Ilreste & démontrer 'existence de la fone-

tion A(x). Je construis I'image d’une telle fonetion 4 I'aide d’un nombre
fini @’ares de circonférences (sans point singulier) et de segments
de droites. Je désigne par g(x) une fonction, dont I'image (fig. 1)
se compose des demi-droites sur l'axe des @ pour xe(l,my), du
segment de la droite y=a; pour xe[l;,m;], et, dans les intervalles
[, 01, [miymi), '(mg étant un point de Pintervalle (m;,mg), dun sy-
. stéme de 4 arcs de circonférences, tangentes 4 l'axe des z et & la
droite y==a;, et des deux segments tangents & ces circonférences,
y .
i

y="1x

7 L,
W ‘(—‘\U
Fig. 1.
toute la figure correspondante & ces deux intervalles étant situde
entre I'axe des z et la droite ¥=aq;. Pour @ € [miym] Vimage de gi(z)
est située d'un autre c6té del’axe des z que pour z<[l;, m;] et se compose
d’arcs des deux circonférences K, et K,, dont les rayons sont égaux

MMy L N
a r<—’—é——', tangents aux points m; et m; & 'axe des x, des deux
segments des droits I, et L, tangents 4 K, et K, resp. et formant
les angles L avec I'axe des ¥, et d’un arc d'un cercle K, tangent
4 L, et L,, de rayon g, o et y étant choisis de sorte que les aires
eorrespondantes a la figure au-dessus de I'axe des 2 (sur [Z;, m;] p. ex.)
et au-dessons de l'axe des # (sur [m;,m;]) soient égales, c¢’est-h-dire

(9) [awa=o.
4

icm
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Ceci est toujours possible. On peut, en effet, établir Ia relation
entre ¢ et y de facon que laire limitée par I'axe des 2, les deux se-
gments de L, et L, et les ares de trois cercles K,, K,, K, tangents & eux,
soit une fonction continue de y, décroissante de - co & 0 lorsque 3

LT s e .
augmente de 0 & . En particulier, il existe une et une seule valeur

%5(0, g) pour laquelle cette aire est précisément égale 4 celle du

cté opposé de L'axe des z. A cet effet il sutfit de définir ¢ comme
il suit: je choisis deux droites (fig. 1) fixes, paralleles & I'axe des y,

. mi 4+ my e
dont les distances de ——— sont égales entre elles et inférieures
L m— M . o . e
4 ——5——7r. Les points d’intersection de ces droites avee les tan-

gentes I, et L, & K, et K,, qui forment des angles Xy avec I'axe
des y (plus rapprochés & l'axe des z) soient les points de contact
de K; avec Ly et L,. Ainsil'aire limitée par 'axe des @, Ky, L, K, Lo, K,
est une fonction monotone et continue de y. Lorsque a;=0, je
pose @i(@)=0. On a, pour tout {(m,,),

xg .
(10) fWi(t) dt =0 lorsque (I;,m;) C (wy,%,) ow {I;my) (ory, ) = 0,

i

3
. . - 4 &
(11) ' f()’!i(t) dt 1 < [(1,'[(7)21——11) <K(9?11%li)<h~ 2_IL; = E
*1

Car (10) résulte de (9) et de la définition de g¢;(x) (qui est égal ~
4 0 pour tout we(l,m;)); lorsque les points de lintervalle (I,m;)
sont situés.a l'intérieur et & l'extérieur de I'intervalle d’intégration,
Pintégrale est égale & la différence des parties de l'aire positive et
négative, variant entre 0 et maximum de l'aire; elle peut étre.done
évaluée par un maximum, le méme pour l'aire positive et négative,
égal & laire située au-dessus de lintervalle (I;,m;) dans lequel

k g s
le(2)] <. Je pose h(z) =:ié;tm(fr); les conditions (6), (V) résultent

dussitét de la définition de h(x), et (8) de (10}, (11), car deux au
Dlus des intervalles (I;,m;) ‘empidtent partiellement sur (@, 5), par
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ex. pour i=1, i=1i", lintégrale de la somme des @;(z) Testants
est nulle. Donc les intervalles (Imy), (Ii,m;) et la fonetion h(x)

-

satisfont 3 toutes les conditions du lemme 7.

‘7. Détinition 2. k(z, i, v;, i, v;, @, F(x)) désigne une fonction
k(z) de classe Cyy, satisfaisant aux conditions :

(1) k(x) F(z) =0 pour tout z,
(2) |k(x)] < @ pour tout =,
3 .
(3) |k{z)|=© pour tout xe > [u;,vil,
i=1
k
4 k(z)=0 pour tout zey (),
i=1

y=i{nuaul G 6 F)

(en particulier il peut arriver que wui=1+}) ol [uf07] C (us0), (w:,01),
i=1,2,...,k sont disjoints et >0, F(x) ne change pas de signe
dans aucun intervalle (u;v;).

Il est facile de construire une telle fonction: son image qui
se compose d’un nombre fini d’arcs des circonférences et de segments
des droites représente la figure 2. (J’admets que k(z)>0 dans [u;,v]
lorsque F(x)=0 pour tout x dans cet intervalle). Il résulte immé-
diatement de la définition de k(2) que

*2

o | [H0a] <03 wm w0,

X1 =1

icm
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Lemme 8. A toute fonction continue f(x), tout systéme de
nombres Positifs a, ¢, ¢;>a, 8,6, tout systéme @ensembles fermés
non denses D1CD,CP,CI0,1] et tout intervalle fermé IC[0,1] tel que
Ip,=0, on peut faire correspondre une fonction continue g(x)
satisfaisant aux conditions:

(6) l9(z)|< e, pour towt wed,,
4 lg(@)| < ey pour tout x P,
8) lg(@)} = [ f(2)| pour tout @ e{|f(z)|>a} WT0,1],

W étant identique & Uaxe des loa'squé@z est vide, W= {dist( x,®5) >0}
lorsque @, n’est pas vide,

9 l9(@)| > @ pour tout eB,1,

x
(10) i /[g(t)—f(t)]dt‘<s pour tout (&y,2,);

x2
en outre g(x)—f(x) est de classe Cp).

Démomnstration. Dans le cas ol en substituant f(z) & g(z)
les inégalités (6), (7) et (9) sont réalisées, je pose g(x)=7f(z). (Les
inégalités (8) et (10) sont alors vérifiées évidemment). Dans le cas
contraire, pour satisfaire & toutes les eonditions (6)~— (10), j’ajoute
3 la fonction f(x) une fonction de classe Cq), dont Pintégrale est
suffisamment petite (comme dans le lemme 7 et la définition 2),
de facon que ces inégalités soient remplies amx points auxquels
Ia fonction f(z) elle-méme ne leur satisfait pas. Je pose

(11) FZ{V(‘”H?Cl}¢1+{}f(m)l>ca}@2:
(12) Fy={ /()| <a} L.

Tes ensembles F et F, sont fermés, non denses, conte-
mis dans [0,1] et FF,=0, car @ J=0, d’aprés Thypothése et
{1/(#)| < aH|f(w)|> e} = 0, puisque ¢;>a. 11 existe donc des ensembles
ouverts @, @, (vides ou non) contenus dans (—1, 2) et tels que

FCE, F,Ce,,
(13) GG, =0.

Fundementa Mathematicae, T. XXXIV. 14
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Soit >0 un nombre tel que, lorsque [x,,}C [—1,2],
} a Co—a '
(14)  [flr)—f(zs)| < min (5* 51 T) pour tout |z, —a,| <,

Je pose

(18) 4, =min(4, 5, 1, d) avec d= %—)

lorsque @, =0,

et d=1 lorsque @,= 0. Suivant le lemme 5 on peut associer i I'en-
semble S={[f(z)]>a}{0,1] ensemble ouvert (8,8, DS, dont les
points sont & distances <4, des points de 8, £(8,8,) C (—d,1+4,)
tel que les ensembles N;=F (8,6, et No=F—£2(8,6,) sont fer-
més, non denses et F,—Q(8,0,)=F,—2(8,6,). Par suite on dé-
duit de (14), (15): .

g ¢—
6’ 4

(16) {f(= ]>a~—mm( ), |f(z) |> - pour tout @ e£(8, ).

(16*)  Dans tout intervalle contenu dans (S,6,) la fonction f(x)
ne change pas de signe. o

Je désigne les ensembles ouverts Go~!1(é 8y), Gof(8,0;) re-
spectivement par @, et (4. Comme '
Nyt Ny=F, C by, N1C Q(8,8,), N, CR—2(8,0y),
on a .
N, CGy,y Ny,Ch,

Il résulte de la définition de @, et @, et de (18) que les en-
sembles @, Gy, ¢, sont disjoints deux & deux. Je pose

a7 E=qa+ ¢+ max [f(z)].
ey
: Selon le lemme 7 on peut faire correspondre aux nombres K, &
&
t 5 & i Densemble fermé non dense N, C @ (vesp. N, C G, FCGE)
et & lensemble fermé non dense @, un systéme fini d’intervalles
dlS]OlIlth (tsy00) CGy, (s0y1)) CGy, (L)) CEy s=1,2,...,m, i=1,2.sk,

7—' oMy [-“-S; S]C(“s;")s) [911 JC(S;J{) [lj,’mﬂc lj,'mj) de 10]1-
guem <c51, tel que
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m x
@] 3 (Do + Loty el + 3 (o] [t )+
(18) =t i =
DLy 11+ DnymD)] =0,
=
(19) Ny C X (wy3), IV, CZ Siy by FCy (T, ),
s==1 5

Ny(us,vh) =0 lorsque Ny==0, Ny(sh,#)+0 lorsque N,=+0,
P(l,mj)==0 lorsque F =0,

pour tout s,4,f, et qu'a tout systéme de nombres a; ;, dont les
valeurs absolues ne surpassent pag K, -correspondent deux fonctions

h[xy Ny, @y, G,y K, 617 8’ iy (S0 l)} h [-’]S’, F, @y, G, K, 6, §$ by, ,(Z]:mj)] .
Lorsque =0, tout intervalle (I;,m;) contient les points de
T'ensemble ¥, par suite de @, ou de @;, d’aprés (11). La numération
étant effectuée convenablement, supposons que les p premiers
parmi eux et ceux seulement contiennent les points de @;. Comme
lintervalle [l;,m;] est de longueur inférieure & ¢, et, a fortiori, &
dist (@4, 1)
3
pas simultanément les points des ensembles &, et I; par suite

, d’aprés (15), lorsque @, n’est pas vide, il ne contient

(20) [, mj]I=0 pour j=0,1,2,...,p.

(Les formules correspondant & j=1,2,...,p sont superflues — et
dépourvues de sens — lorsqu’aucun des segments (tj;my) ne contient
des points de @y). Je pose

1)@= —f(s) + 2L 40, =0 quand Np=0,
— ) pour j=1,2,...,p quand F==0,
(22 b by=0 quand F=0
“.A) = 1 (JL—.—c2 pour j=p +1, p+2,...,n quand F==0,
—fi)+ b;=0 quand F=0.

Les nombres |, [bi[, satisfont & Dinégalité <X, selon (17);

je pose
) = him, Noyeoey iy (Si,ti)]""h'[m: F, wy by (T my)] Lax
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pour les valeurs (21), (22) de a;, by. Daprés (6)—(8), 6, on

k n

(23) R(w)=0 pour tout @&y (sat)+ > (hymy),

’ i=1 j=1
(24)  R(x)=—f(s:)+ 2 pour tout ze[shi], 1=1 <Ky N0,

o tt—l— Cy ¢ e o
(25) hx)=—H)+ pour ze[lyml, j=p+1, p+2,...,n, 0,
(26)  R(z) = —f(l;) pour tout ®e[l,my], j=1,2,..,p, F=0,

*3

- &

(27) !fh(t)dtl<§ pour tout (%,%,).
i

La fonetion k{w, us, vs, us, v, O, f(#)] (définition 2), ol
(28) O= mm(g,;) quand N;#0, 6=0 quand N,;=0,

sera désignée par k(z). Une telle fonction existe, car en vertu de le
relation (us,vs) CGCLO(8,8,) et de (16*), la fonction f(x) ne change
pas de signe aux (us,). De (5) et (28) résulte

Xy
(29) . ]fk(t)dtl<g--3 ::;— pour tout (wy,x,).
3

Je pose

9(z) = (@) + M) + k(x)

et je vais démontrer que g(w) satisfait & toutes les conditions du
lemme 8. La différence g(x)—f(x) est de classe Cy), comme somme
de deux fonctions de classe C(y. De (27), (29) on déduit aussitos (10).
L’inégalité (8) a lien évidemment pour les valeurs de « telles que
h(z)=Fk(x)=0, donc en dehors des intervalles ($uyti)y (Lymy)y (tayvs).
Les intervalles (I;,m;) contiennent les points de I'ensemble &, lorsqu'il
n'est pas vide, et comme selon (15) ils sont de longueur <4, ils
appartiennent & l’ensemble {dist (z,0,)<0}=R—W; il n’y done
pas besoin que l'inégalité (8) soit remplie pour xz appartenant
a ces intervalles. Lorsque @, est vide, h(z)= k(@)= 0 pour toub
xe(lymy) et l'inégalité (8) est remplie. Comme

S={f(=)|> a} [0,1] C 2(8,4,),
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pour xeQ(8,0) et en particulier pour me(sl,ti)CGZCR——ﬁ(S,élk
iln'y a pas besoin que l'inégalité (8) soit remplie. Il ne reste donc qu’a
stablir (8) pour ze(us,v;). Selon (23), (1) (avec f(z) au lieu de F(x))‘
on a alors h(x)=0, k(x) et f(x) n'ont pas de signes opposés, donc
[9(@)|= [f(@) -+ F(z) l— [f(s [+]k x)[>=|f(w)], c’est-a-dire (8) a lieu.

Les inégalités (6), (7), (9) seront démontrées séparément
pour # apvartenant a

R g ll’ ”U +2 Si; +£ 'us:
et pour v e R—V. Dans le dernier cas, je ne considére que les points
zed, veDy xeDyl, donc appartenant & D,; selon (18) z se
trouve en dehors des intervalles (I,my), (8;%), (Us,vs); par suite
hw)=k(z)=0. Done ¢(») satisfait aux inégalités (6), (7), (9), puis-
que f(x)=g(x) leur satisfait (car 'ensemble de tous les points z e,
resp. @y, @1, auxquels f(x) ne satisfait pas & ces inégalités, est selon
(11), (12), (19), Lensemble F-Fy=TF+N,+N,CV, mais dans le
cas considéré x€V). Les inégalités (6)—(10) sont ainsi démontrées
pour xeR—V.

D’autre part, pour [#,4"]( CV (en particulier z'=s;, resp. )
les composantes de I'ensemble 7V étant de longueur inférieure & 6,
et d’aprés (15), a fortiori, & 7, on a |a”"—a’| <7 et il résulte de (25),
(14), (24), (26), (3), (4) que

60) gl —g] = Ife)—fle" )| < maim e s a9,
(31) gls) = + % pour 1,'—1 2y by Nae0,
{82) y(lj)=CH; 2 pour j=p+1, p+2,.ym F0,
(33) gfl)=0 pour j=1,2,..,p, F+0.

De (32), (30), (31) on déduit pour 1\*24:0, F =0, que

¢ pour tout a;eZ [sh,t] +2 [Lmil;
=1 - =t

en parhcuhel on a (7) lorsque red, et on a (9) lorsque redyl.

Dans le cas congidéré z ne peut pas appartenir & &,, car j>p.

De (30), (33) on déduit pour F =40 que

P
|g(#)| < min (ey,¢,) pour tout we >, [,mil;
=t
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en particulier (6), (7) ont lieu, lorsque 2 €@, @,. 11 résulte de (20)
que zel, donc il n’y a pas besoin que l'inégalité (9) soit remplie.
Enfin de (3), (1), (23), (16), (28) on déduit pour Ny = 0:
o= 1f)] + >a—min 5, %) +0=a
(34) m
pour tout we Y [ud,v:] CR(8,8)

=1
(il suffit de considérer le cas N,=<0). Comme lintervalle [us,v,]
dist (@, I)
i 3
pour @,=0, selon (15), cet intervalle ne contient pas de points de
@, et il n’y a pas besoin que l'inégalité (6) soit remplie; d’autre part,
pour xeP,1, de (34) résulte I'inégalité (9): Comme [us,vs] contient
un point x, de l'ensemble N;CFy, et d’apres (12) on a |f(xy)|<a,
il résulte de (8), (28), (30) que

contient les points de @,I et sa longneur est inférieure &

Co— @t
7

l9(z0) | = /(o) + 0 <a+ 2

lg(a)] <lg(@o)l + == <a + 22 pour tout we 3 [u},4]

. s==1

et en particulier on a (7) lorsque ze®,, c. q.f. d.

Nous avons établi les inégalités (6), (7) et (9) pour xeV dans
I'hypothése que N; =0, Ny==0 et que F==0. Sil'un de ces ensembles
est vide, il résulte de (21), (22) et (28) que @=0, a;=0, respecti-
vement que b;=0; dans l'intervalle considéré: (us,v)CV, (s,t)CV,
resp. (4iymj) CV, on a Mz)+k{z)=0, g(z)=7F(z). Mais alors la fonc-
tion f(x) remplit les inégalités (6), (7) et (9) dans ces intervalles,
car Pensemble de tous les points we®; (resp. Do, &;I) dans (I, my)
(par exemple) auxquels f(x) ne remplit pas ces inégalités est selon (11)
et (12) lensemble (I, m))(F + Ny +Ny)= (I, m)) F=0; car (I, m))C&
NiClyy NoChyy GGi=GGy=0, d'ont (U,m)N;=(ljm})Ny=0; F=0
par hypothése. Pour (sj,t), (us,vs) la démonstration est analogue.

Lemme 9. A iout systéme dintervalles (a—1,a), (a,b),(b,b+1)
& aux constanies @, e, M, M, positives, on peut faire correspondre
une fonction blx, M, My, a,b,1,0) de classe Cuy, telle que

(85) |b(®)|> M ou [b'(z)] > M, pour tout we[a,b],
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(36) [b(@)| <O pour tout »e[a—1,a)+ (bb+1],
(37) b(x)=0 pour tout xe(a—1,51),
S _tz
38) ’fb(t)dti<a pour tout (g, ay).
*1

En outre, b(x) ne change pas de signe dans [a—1,a] et [b,b-+1],
ce signe clant donné d’avance. J'emploie le symbole b(x) an liew
de b(z, M,...).

Démonstration. Si b(x) satisfait aux conditions (85)-—(38)
la fonction —b(z) leur satisfait aussi. Il suffit done de construire
deux fonctions satisfaisant & ces conditions, & savoir, b,(z) ayant
le signe + dans [a—I,a] et [b,b41], et by(x) ayant le signe —+
dans [a—I,a] et — dans [b,b+1]. Je vais les construire comme les
fonctions dont les graphiques (fig. 3) se composent d’un nombre

4 C=a D=} I=q J=b
B=q—1 BE=b+4+l H=a1 E=b+T
A=a—l FP=b+1 G=a—l L=b+1
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fini d’ares de circonférences et de segments de droites (ou de demi-
droites sur I'axe des &), & savoir, des cotés égaux des triangles isocéles
égaux, dont les bases n’impittent paset se trouvent sur I'axe des g,
et les sommets sont situés alternativement au-dessus et au-dessous
de I'axe des #; la somme des bases formant un intervalle

[a—T,b+11C (a—Lb+1), U>0.

Je remplace les tranchants aux sommets des triangles par leg
arcs des circonférences égales, tangentes aux cotés, et les tranchants
aux points d’intersection des eOtés du premier et du dernier triangles
avec 1'axe des © par deux arcs d’autres circonférences, tangentes
4 Paxe des @ et & ces cOtés. Je désigne par n le nombre des triangles;
pour I'hauteur des triangles je choisis M 41, tandis que les ares
remplagant les portions aux sommets sont choisis assez petits pour
qu’ils soient situés en dehors de la région —M<y<KM. Pour a
assez grand le coefficient angulaire des cotés est arbitrairement
grand et dans (a—¥,b--1') la dérivée n'est inférienre & ce coefficient
(en valeur absolue) gqu’aux points 2 situés dans la projection des
arcs tangents aux cotés. A ces points les valeurs de la fonetion
sont, en valeur absolue, supérieures & M (sauf les parties initiales
et finales du segment (a—1',b+17'), qui peuvent étre supposées
suffisamment petites pour étre situés en dehors de [a,b]). En dehors
du segment [a,b] saillit seulement la projection des parties des cotés
du premier et du dernier triangle, tels gue les ordonnées des points
de ces parties sont en valeur absolue intérieures & @. L’arc remp-
lagant le tranchant entre le c6té et I'axe des o est choisi de fagon
qu’il soit tangent an c6té dans cette partie, et le point a—1'" dela
tangence avee l'axe des x est sitné dans (a—I, a—1I') ou bien
bV’ est situé dans (b+V,b5-1). La fonetion b,(x), respective-
ment by(z), ainsi définie, est de signe constant et est mono-
tone dans [a—I,a] et [b,b+1], et y satisfait & (36), et pour » suf-
fisamment grand & (36). Je choisis le premier triangle & gauche
au-dessus de l'axe des z; pour n pair le dernier triangle est situé
alors au-dessous de 'axe des w, pour n impair le premier et le
dernier triangle sont situés au-dessus de I’axe des @, ¢. & d. pour by(a@)
il fant choisir # pair, pour b () impair. Lorsqu’on désigne par p la
longueur de la base et ©'= min (M,0) et qu’on exige que l'aire
du triangle soit < z, on obtient:

o b—a~+ 21 =np,
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(39) 2 Y+l I'=06',
(40) g M1 >0,
(41) < g, (42) r<l,
(43) Bar+1)<s S

Ces conditions permettent de déterminer I’,p en fonctions
de n, @', a, b, M, en posant
_1 (b—a)o’ _(b—a) (M A1)
Timrim—0 PT M 1n—0

(44) 14
L’inégalité (41) a done lieu. En substituant (44), j'obtiens
d'aprés (40), (43) et (42): -

o (M +1)n—0’
° b—a

(b—a)6"’ (b—a)(M+1P e
=0 <% It 1n—6" <2’

My(b—a) (b—a)@' 2(b—a) (M+1)}],

2 ' o2 € ’
ce qui est toujours possible (pour tout n>=n,); en particulier on peut
choigir » pair ou impair. Je choisis les ares des eirconférences tan-
gentes au premier et dernier coté et & l'axe des # de facon que le
&
2
étre, des aires contenues entre ces arcs, 'axe des x et les cOtés des
triangles extrémes, les aires positives et négatives b l'intérieur de
Iintervalle d’intégration, contenant plus que deux bases des triangles,
se détruisent, nous obtenons pour la limitation de T’intégrale la

£ N .
gomme des aires des deux triangles, angmentée de 59 c'est-a-dire,

>M,,

¢’est-d-dire(M+1)n—O">max

changement de 1’aire soit inférieur & ;. Comme, & 1’exception, peut-

en vertu de (43) cette intégrale est <e. En posant b(z)=0 pour
tout e (a—1",b-+1""), j’obtiens la fonction satisfaisant & toutes
les conditions du lemme, 4 savoir (36) résulte de (39), (38) résulte
de (43); en tenant compte de (40), on 2 (86) et évidemment (37).

8. Lemme 10. A tout sysiéme composé: de mombres positifs
a, b, ¢y gy 0, &, 0, tels que cy>a, des ensembles fermés non denses
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D,CP, CP,C[0,1], d'un segment fermé I C[0,1]— Dy et d'une fonction.
fx) de classe Oy, — on peut faire (’oomspondre un polynéme g(z)
tel que:

(1) lg@)|>a>a ou |g'(x)|>b">b pour tout xel,

(2) lg(x)|<e, pour tout & e®yy

(3) : lglie)|<co pour tout m e Dy,

4 l9()|>f(2)] —e pour tout x &{|f(2)| >a}W[0,1],

ot W={dist (z,B,) > 6} lorsque D=0 et W= R lorsque $,==0,

(5) [g(z)|>a pour tout rePsI,

3
(6) [ / [g(t)-]‘(t)]dtl<e pour tout (iy,2,) C (0,1).
1

Démonstration. En vertu du lemme 8, il existe une
fonction g,(x) de classe Cy telle gue:

(7) (@ )]<ci<<éy pour tout. v e Py,

(8) |g2(w)| <er<<e, pour tout zed,, »

(9) |9:(%}] = ()] pour tout x e {|f(x)|>a}W[0,1],
(10) ) ln(®)|>=a, >a pour tout ze®,I,

1) — ()]t |< % pour toub (,2,).

L’existence des nombres cj, 5, ¢, résulte du fait, que la fonction
continue [g;(x)| atteind sur les ensembles fermés @,, &,, D,I sa
borne inférieure et supérieure. Lorsque pour tout we I on a |g,(2)] >a,
je pose go(z)=g,(x). Dans le cas contraire, ’ensemble

(12) , L=I{|g.(a)|<a}

se compose d’un nombre fini d’intervalles fermés et disjoints [p,q;]
(i=1,2,...,5) et d'un nombre fini de points isolés a,, ,, vy (CAT gy(2)
est de classe Cyy). Aux points 2; on a

(13) |gaf )| = a.

icm
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Dela continuité de g (@) résulte que le signe de g, () est constant
dans un voisinage de ;. D’autre part, dans un voisinage & gauche
de p; et & droite de g;, le signe de gy(x) est constant, comme gy(x)
est de classe Cqp. Il existe done I>0 assez petit pour que les inter-
valles [pi—1, ¢+ 11 et [2—1, &, 1] soient disjoints et qu'on puisse
définir le signe de gy(x) sur [p—1,p], [¢5q:+1] et [i—-Ta+1];
en outre, suffisamment petit pour que, en designant

oftr—el ea—ch
(14) # = min (—3— K ),
on ait
&
(15) 20l < 2.

. &
Selon le lemme 9 on peut associer aux nombres: 9, 35
M= 3a, M,, ol
(16) M, =1+ b+ max gi(z),
[(FeTe!

une fonction b(z, M, My, piy gy 1, 9), qui sera désignée par bix),
telle que

(17) |b{@)| > 3a oun |bix)|>M, pour tout ze[p;ql,

(18) bi{®)gy(z) =0 pour toub z [pi—1, pd+{g» ¢:+1l,

(19) |bi()| << @ pour tout ze[p—1,pd+ [qne:+1],

(20) bizx)= 0 pour tout xe(pi—I, ¢:-+1),

(21) ‘ [bi t)dt | << 5— - pour tont (a,,x,).

Je pose:

(22) H(w) = ko, 2— l o+ 2y iy &y gl ]+2bi('2‘

i=1

(définition 2). On a done

(23) ‘ | H(z)| =15 pouxr i=1,2,...,n,
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i=1 =1

(24) H(z)=0 pour tout &> (m—l,a+ 1)+ 5 (pi—b ¢+1),

(25) [H{x)[ <9 pour tout 2 (ps ),
=
{26) H(w)gy(x)>0 pour tout x> (puas),

i=1

dapres (8)7, (4)7, (2)7, (1)7, (20), (19), (18). Je pose

(27) 9:{@) = gu(w) + H(=),

g:(@) est done une fonction de classe Gy et, en outre:

xy *2
| [ttty —gutiae| <| [ Ht, o—1,...108 |+
x1 XI

{23) . m
& & & &
+;=2;Lfb‘(”dt‘<2l'"'ﬁ+8'§§<§+§' i
pour tout (z,x,) d’aprés (21), (5)7, (22), (18), (27). Je vais démon-
trer que la fonction g,(x) (qui n’est pas en général un polyndme)
satisfait aux inégalités (1)—(6). Il suffit, pour la démonstration
des inégalités (2)—(D), de supposer que zel, car on a:

(20) @,C R—I,

(30) ®,C R—1I,

@1 {If(@)| > a} W[0,1]C R—L,
(32) ®,1 CR—L.

La fhormule (12) donne en effet
(33) R—L={|g(x)|>a}+ (R—I).

Lorsque ze®, ou ze®,, il vient zed,, c'est-d-dire xeDyl
ou wePy(R—I); daps le second cas on a done, selon (33), x e R—L,
et de méme dards le premier cas, car d’aprés (10) on a |g ()| >a.
Lorsque =z e{[f(#)|>a}W[0,1], on a daprés (9) |g (@) =|f(=)|>a
done selon (33), z e R—L.
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Quand #eL, on a JJEZI’ [p—1q:4-1] +j[1‘i—l’-’ri+l} ou bien
= &
o:'e‘_);; (lp—Lp)+ (qi,qi+l])+21 ([wi_l’wl‘i-”—[wij); car L "j [psad+
i= = it=]

+ Zn’ [@:].
=1

Dans le premier cas, H(x)=0 d’aprés (24), dans le second
[H(x)| <& d’aprés (25), et le signe de H(x) est le méme gue celui
de g,(x) d’aprés (26); par suite

(34) |ga(@)—ga(2)| <# pour tout 2L,
(35)  loale)| =la(@)]| +H(@)]> |gs(o)| pour tout we L.
11 résulte de (9), (31), (35) que
(36) g2(2)| = [{(2)] pour tout ze{|f(2)|>a}W[0,1];
de méme, il vésulte de (7), (8), (10), (29), (30), (32), (34), (35), que

(37 |g2(2)| = @y > pour tout zed,1,
(38) [g2(%)| K 61+ P <<, pour tout zedy,
(39) [g95(®)| < ca+ D <<y, pour tout zed,.

Je vais démontrer I'inégalité (1) (avec go(x) au lieu g(z)). Aux
points #; on a

(40) ga(@i)| = |gs(@) |+ H(z) | = a+ 9 >a

d’aprés (23), (26), (13); lorsque ze[psgd, on a [H(z)|>3a ou
|H' ()| >M,, d’apres (17), (22) et |g(x)| <a d’apres (12) (car zeL);

S
par suite, on 2 en vertu de (27) et (16), pour tout -’Esl,zl[pi,qf]i

(11)  lge)]>Ba— (@)= B0—a ou |gi@)|>My—lgi(a)|>b+1
et

(42) |go(2)] >a ou |gs(w)|>b-1 pour tout zeL=IL,

Q’aprés (41) et (40). Comrne I{R—L)=1I{|g(x)|>a} selon (33), on
a d’aprés (35) pour x e I(R—L)

[92(®)| = [ga(@) | > a5
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on en déduit, en tenant compte de (42), que
(13) lga(@)>a ou |ga(2)] >b4-1 pour tout zel.

Suivant le théoréme de Weierstrass, la fonetion continue
lgo{e)} atteind la bornme inférieure sur Pensemble fermé et borng
I{|gi(z)| < b+1} et selon (43) cette horme est a’>a. On 'a par
conséquent

(14)  lgelm) = a > a ou |ga(e)[>b +1>b pour tout zel,
c. i d. (1) avec go() au lieu de g(z).
En vertu du théoréme de Weierstrass, & la fonction conti-
nue gi(x) corresponid un polyndme g'(x) tel que, pour tout z<[0,1],
, . ;€ a''—a 1 .
s lg@—g@l<nin(e,d, £, a—e 50 ) e
Je pose
x
9@y =g:(0)+ [g'0)a
0

1 vient, pour tout »¢[0,1],

(16) |g(@)--gul fi/y(t )t — (g2(@)— g0 }Hfg Dt [ gtey |
0

x

=|[lro—sc ]dt]<f|9

g5(t) ) di<en<e.

et

x;

f[ gg(t)]dt|<(m

Le polynéme g(x) satisfait 4 toutes les couditions du lemme,
a savolr (6) résulte de (47), (28), (11); (B) de (37) et (46), car selon (45)
on a e<a;—a; (4) de (36) et (46), car selon (45) on a &< p; (2)
et (3) de (38), (39), (46), car selon (45) on a &<(¥, d’aprés (14)
29 =min (e,—¢1,60—0c3); (1) résulte de (44), (46), (45), car selon (45),,

1
" —a ] a'' -+ 1
e, €<, done a'= —5—, V'=04 3.
< ad =

—x1)3'<2 pour tout [xy,2,] C[0,1].
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Lemme 11. A iout systéme @intervalles (s, by), 1==1,2,...,n,
. n m

(e d)y 1=1,2, ..., m non empidiants, tels que 2 [aibi] + 3 Tejdi]=1[0,11,
=1

& toute fonction w(x) continue dans [0,1] telle que
xp
. & ay
(48) "/u(t)(lt|<m pour toul (2y,2,) C (¢j,d)), j=1,2,...,m,
Xy 3

et & tous mombre >0 correspond un polyndme v(x) tel que

; . %y
(49) '/ [u(t)+1w(t)]dtl<e pour tout (xy,x,) C (0,1),
x

[o(e)| <, [o"(2)| <9 pour tout ze ﬁ(c.,dj),
o ﬂ(oﬁdj) désigne le rhombe ouvert situé dans le plan de la variable

complexe avee Vangle aigu g et la plus grande diagonale (cj,d)).

Démonstration. En désignant par M le maximum de ju(x)]
dans [0,1], on peut choisir daus les intervalles [a;b;] des points
rationnels a;< b; de facon que les distances ay—a; et b—b; soient

&
<320n
peut les diviser en intervalles de longueur 29 arbitrairement petite;
en particulier, on peut choisir

Les intervalles [ai,b;] sont alors commensurables et on

&

(50) ' 20< 3557

assez pem‘r de facon que pour », €[0,17, z,€[0,1],
(51) Jufey)—uly ]< 101sque a0yt | < 26.

En désignant les centres de ces intervalles par @y, k=1,2,...,7,
les intervalles enx-mémes deviennent [@—0, x4 06]. Je définis la
fonetion w(z) comme égale aux constantes hy dam (zx—90, xz+ 0)
et nulle en dehors de ces mtervalles les contantes ks seront

xpt-d ‘xptd
zéhk—-"—'/ u{t)dt, ¢. b d. f[u +op(t)]di=0 pour tout k=1,2,...,7.

xp—o x=0
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Comme max u(z) > —hi> min u(z), la- fonction w(x)+w(z)=
[xp—dxp 0] [xp—8yxp+01

=a(x)+he dans (mp—0, 3x-+0) est en valeur absolue inférieure

A max —min «(z), par suite, en vertu de (51), & 1 et on a
[x},—d,xk—;—d] E

(52) } [rut+ m] - (#—=m), ot I'= [m,~]2 [@r— 8, @4+ 8];

r .
w(z) + () =u(z) dans [e;,d;] et dans [ayail, [bib] et en outre
au nombre fini de points @mx—06, 2x+d. La somme de longueurs

o £ e
de [ayaf] et de [b},b:] est inferieure & 2-m - Y 16M

(63) | [ Tut)+w@d]< [ lue)+owid=[lu®)]d< M= 1
H ) q K .

oir H=[,2] 2([ai,a}]—i—[b},bz]}, E=) ([ai, a;}-%[b:-,b.-]);

=1 =1

dans (¢ d;) on a (48), done

(54) U[u(t)'-'rw(t)}dz]: |3 fuwa]<m- L=,
; A om 2
olt L= [-1'73]2 (c]sdj), Lj=[z,z2] (C‘jidj)'
=1

11 résulte de (54), (53) et (52) que, pour tout (,2)C (0,1),

€

z ' 13
(55) |/ [ult) + o ()i < 7 (e—2)+ 754 §< e

c. hd. (49) avee w(t) au lieu de o(t). Si hy=0 pour chaque k, je
pose (x) =w(x)=0. Dans le cas coniraire, je pose

Ohy

6 2
JCR
6

2

(56) (@)= fue TR, =
k=1
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a>0 étant choisi suffisamment grand pour que

67 / —“""dac>vT
0
(58) 2 Z, i s 5F < min(E Y
B £ 2’ Va 16’ 2)"

Ceci est toujours possible, car en tenant compte de

on & pour ad suffisamment grand

ad
.
Of a>"z

Les inégalités (58) sont aussi remplies pour tout a suffisamment
grand. Je pose

&

(59)  uhe)= { Bae” "7 pour tout @ e (oy—8,25-+9)
0 n v  BE(Tp—0,xr+5),
ey |0 pour tout e (zp—d,2x-+0)
le(x') = ﬂke—gﬂ(x——x}y N Y e (50];-*(5,%’1;—!- 5) .
I1 vient
v}(2) +vi(@) =fre T
(60) w)——z,'@ (m)+20k(w)
k=1 k=1
£/ s sh 5 e
(61) [ope) di=p, [ e f‘dt——_—aﬁ—-ﬂfe"‘ it =
x,8 3 J’ i [
xp-i-d xp L
=20h,= [yit=[ 3ok,
xp—*é xp~—6 k=1

car dans (z,—d,2,4+6) on a jq;;;(t)zq;;(t), v3(t) et w(t)=h, sont
k=1

des mémes signes et ces signes sont constants; done d’'aprés (50)
Pundamenta Mathematicae, T. XXXIV. 15
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pour tout (ay,2,) C(0,1),

€

[[2 vt —o(t ](1t\<za/;k,4 26y <AOM < 2 M e ‘)M i

1

(62)

car lintégrale s’annule dans les intervalles [w,—&,2p+ 6]C [2y,2,)]
@apres (61); en dehors des intervalles (wx—0,2x40) la fonetion
intégrée est nulle en vertu de (59) et de la définition de w(z); dans
deux (au plus) intervalles (wp— 0,2+ 0), (wpr— 0,24+ 0) empiétants
partiellement sur (xy,%,), cette intégrale ne g’annule pas et alors
elle ne surpasse pas la plus grande des aires

foL (t)de et f t)dt,

D k=1

oll D= (xp—0,ax + 0) (21, 2,) 00 (Bpr—0,Lp7+ 0) (21,%), (comme leur
différence) et aucune d’elles n’est supérieure 4 I'aire correspondante
& Vintervalle (zy—90,ap -+ 0) Tesp. (#xr— 0,2+ 6) tout entier, égale
selon (61) 2 20hy, resp. 20k, done, en tenant compte de I'inégalité
]hk}<M pour tout &, on a (62). Comme

max [vi(w) | = | fx] A
—co< x40

et on a {ﬁk[<f/—ﬂ_{-4a-, d’aprés (56), (57), done en vertu de (58),
14

max [vi(e) |<ﬁ{4a P
—coa< oo V=

: a
<f£5Me“Ed'<}min i,ﬁ ,
V= 7 16°2

r 2 r
(63) [Zw;(m)k%, ]va;(z)dzkI% pour tout (ay,%,)C (0,1).
k=1 x) k=l
Les formules (63), (62) et (60) donnent
xp
64 | [ [wit)—
*1

Tous les thombes dont la plus grande diagonale est situé sur

(t)]o'h?!<8i pour tout (z,x,)C(0,1).

Pintervalle [0,1] et dont I'angle aigu est g, sont situés dans le
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cercle de rayon 1, dont le centre est 2;; on a donc dans eces rhombes
je—| <1, et d’aprés (56), (57),

<o,

e‘aﬂ(z-—xk)’ .
2

d —a(z—xp)*
—fre
’ dz P

_ ’_2112;3 (2etty)

Soit

o=@ =067, (2—xy)? = g2(cos 2p + i sin 2g), | @ E0 | = gy

Dans le domaine angulaire —g<tp<::—,—, gn<(p<t‘—in on g
1
LOb.‘(f/“, donc
—. 8a* ) 4 zemxer)? &
ﬁke | < S ST | e < A8 spr e
Vn V=

Les seconds membres de ces inégalités sont des fonctions dé-
croissantes de g; en particulier, selon (58) on a:

< 1nnn ( 17)

d —a(z—xp)? i —ai(z—xp)?
— fre <5 € &
‘dzﬁ"p <gp | 16’2

exténeur
du celele [z——ac,,[ 6 sont situés, en particulier, tous 1es rhombes
mentionnés dans le lemme, dont les diagonales n’ont pas de points
communs avec (z;—58,x;+6), par ex. dont la plus grande diagonale
est [¢, d;]. Par suite

o) =| 3w
= dz

1 L/ n » 2 » -
o) <r- 'mm(lﬁ 2)<2

<'r-2i 2 pour tout zeZéR(c 5

La fonection v,(z) étant une fonetion entiére, il existe dans le
cercle [2|<<2 un polyndéme
A n
o(e) = 3o (0) =
n=0
(la somme des N -+ 1 termes du développement de »y(2) en série

de puissances), tel que
15%
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(65) |v(2) —vy(2)] < min (i%’ g), [v(2)—vi(2)| < g pour tout |z] <2,

o [v(z)| <7, |v'(2)]<n pour tout zsﬁ(cj,dj). Il résulte de (55),
(64) et (65) que,pour tout (xy,x,)C(0,1),

sz[u(z) +o(t)] dt | < ,fz[u(t) +ot)] clt[ + I/'Z[vl(t)—w(t)] dt |+ :
Xy Xy Xy !

xp
+| [ [ty —wt)] at| < % e+ S+ 15 (B—a) <,

*1

e. a d. o(w) satisfait & toutes les conditions du lemme 11.

Lemme 12. A tout systéme de nombres POSitifs a,b, ¢, cy, 86,0
tels que ¢, >a, des ensembles fermés disjoints BC[—d, dl, TC[—d,a),
composés d'un mombre fini de segmenis fermés ou vides, des ensembles
fermés non denses ®,CP,CP,CB, & un segment ferme IC [—d,q) tel
que D1 I=0 et & tout polyndme f(x), correspond un polyndme g(z) tel
que : .

(66) l9()|>a ou |g'(@)|>b pour tout x<IB,
(67) lg(@)| < ¢y pour tout @ <Dy,

(68) l9(@)| < e, pour tout x e,

(69) lg(2)|>1f(2)|—e pour tout @ BW{|j(x)| >aj},

avec W={dist (v, D,) >3} lorsque Op=:0, et W=R lorsque @, =0,
(70) l9()] >a pour tout & ed, 1T,

(71) l9(z)—1(2)| <& pour tout ze R,,

(v2) If-[g(t)*#(t)] dt‘<e pour tout (dy,%,) C (—d, d),

R, désignant la somme des rhombes avee Vangle aigu ;—Z et dont la

plus grande diagonale est située sur 1.
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Bn particulier, on peut admetire que pour tout n entier positif,
on ait, avec les motations du lemme 3,

B=B1U T:T'U d"—“dny 4)3::@,,,”, @2:-.Q)n, @3:(pn+1, I:I’"n'kn

(car en tenant compte de la relation m,<n, (8)6, on a @, Cd,
b A "
et Q)m,, ’ Im,,.k,,z 0 d’apreés (6) 5)

. L z+d
Démonstration. La transformation y*=y, 2% ="1- trans-

2
forme l'ensemble [—i,d] en [0,1], les ensembles B, T, @ I, en
B*, T*, ®f, I* le polynéme y =f(2) en f*(a*)=f2dz*—d), I'en-
semble {|f(@)|>a} en {|f*(a%)| >a}, {If'(a)>b} en {f*(a*)]>2ab},

{dist(s,0,) >0} en {aist (2%, 08> 2%}’ Ry en R,.. Wil existe

0 . [ e
pour les valeurs a*=a, b*=2db, ¢t =¢y, ci=c,, ‘5*2‘27,37 gF=min 53¢

o* = un polyndme g*(x*) satisfaisant aux conditions du lemme ainsi
transformées, le polynéme g(x) =g* (‘E;;d) satisfait alors aux con-
ditions (66)—(72). Par suite on peut remplacer dans la démonstra-
tion [—d,d] par [0,1]). Je désigne par m le nombre d’intervalles
fermés de I’ensemble B+7. D'aprés le lemme 10, au systéme de

d’ensembles @y, D,, D, I et au poly-

E ¢
’ m: gv
néme f(x) correspond un polynéme g(z) tel que:

nombres a, b, ¢y, ¢y, 6

{73) lgu(m)| >a">a ou |gi(x)| >b'>b pour tout wel,
(74) [g92(2) | < 61 <<e, pour tout zedy,
{7B) lgu(2)| < ca<t e, pOUT toUb TPy,

(1) |gu(@)|>[f(@)— § pour tout &' {[f(x) >a} W0, 1],
(17) |g2(w)| >a, >a pour tout zePyl,
*3
@) | [ [a)—#)] @ < = pour tout () C (0,1).
*

Les rhombes :ﬁB et fﬁT peuvent étre placés dans m rhombes
ouverts, dont les fermetures sont disjointes. D’apres le théoréme
de Runge il existe un polynéme gy(z) tel que
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(79) o —5(& <Z, 1gie)—0i(x)| <3 powrtout zeR,,
(80) lga(%)— z)]<§ pour tout, ze R,,

ou

. 0
(81) ny=min (a,’~a, a—a, V'—b, & o—el, co—ch, —°
) ] 51 (17 C1y Cp—Cgy 7 .
7 247 V2 23 B’ln—l—l

Le polyndme g,(2) satisfait d’aprés (30) & la condition

(82)

d,;l< ”“'I/'l)g_z pour fout (uy,2,) CTC[0,1]

et d’aprés (79) et (78), pour tout (xy,u,) CBC[O,]J,

*2
83 ¢ 4 SR
(83) 1[[92( )—1) dt|<1m+ 3 Fm) < \4m + ’
Il résulte de (82) 53) et de I'inégalité » < , qui suit de (81),
que

X9

[ [~ ]dt‘<

*1

pour tout (ay,x,) CB+T.

.En verty du lemme 11, aux segments de l’ensemble B+T,
aux intervalles du complémenta,ire de B4+T & (0,1), au polynéme
o()—f(x) et au nombre 2 5’ on peub faire correspondre un polynéme
v(z) tel que -

(84) f[u )+ 9o(t)—F(2) (Zt!<s pour tout (wy,x,)C(0,1),
Q 7 7
(85) ]vv(z){<§f, [@f(z)|<g pour tout ze Ry, p-

Je pose
9(@) = ga(w) + v(w).
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Le polynéme g(x) satisfait & toutes les conditions du lemme 132,
4 savoir, la condition (84) équivaut & (72) avee (0,1) au lien [—d,d];
les conditions (80), (85) entrainent (71), car d’aprés (81) n<Ce; de
(85), (79), (77) résulte (70), car P, ICB et d’apres (81) ay—az=1;
de (85), (79), (76) résulte (69), car d’aprés (81) 7 ); de (85), (79),
(74), (75) résulte (67) et (68), car @, CP,CB et d’apres (81) n< e —éil,
< e—aca; de (85), (79), (73) résulte (66), car d’apreés (81) y<a'—a,
b’ —b.

9, Théoréme 4, i les ensembles P et C de poinis de Uaze
des x satisfont & la condition (¥**): P est un Gs, C est un Fq de I-e ca-

tégorie, PC=0, P+ 0= P+ C, il ewiste alors une fonciion f(z) de
classe Co telle que P est Uensemble de tous les points singuliers (P)
pour f(z), C est Vensemble de tous les points singuliers (C), et R—(C+P)
est Uensemble de tous les points régulicrs.

Démonstration. (Pour la condifion (*) équivalente selon
lemme 2). Aux nombres a=2=111'4 ], b=9=2! b +1 ot
bzzmax(*m,l,mz) max (1,2)=2, ¢=2=1! 3—1, e=3=1! 41,

0=6=1, 81::1'7, o=1, aux ensembles By, T,, &,CP,CD,C By,
1

an segment Iy; (avec les notations du lemme 3) et au polynéme
arbitraire wi(x) (par ex. wy(z)=0), correspond, selon le lemme 12
un polyndéme wy(z) tel que: :

v Jwo()]>2 ou |wa(z)|>9 pour tout el By,
Jw,(x)]| << 2 pour tout zed;,
Jwo()| <3 pour tout wedy,
Jwy(m) | > |wi(w)|—1 pour tout » e By Wy {jwi(x)| > 2},
oit W, = {dist (z,®;)>1} lorsque P, =0, W,=R lorsque @,=0,

[wo()] >2 pour tout @ ePylv,

|twa(2)—wi( z)[< - pour tout ze e?ﬁ

Xg
[ [watt)—wite)] | < g our tout (25,22)C (—diy ).
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Je considére les engembles correspondants & l’ensgmble donné p
du type G; du lemme 3 et, pour appliquer I'induction, je suppose
que pour une valeur de % on ait déterminé les polyndmes w,(x), Waty(1)
et un nombre positif §, satisfaisant aux conditions: ’

[t0nga(@)| > nl ma+ 1 0w Jwpre(#)]> (0-1)! BETE4-1

@

: pour tout & eBnln, .,

(2) [tnt1(@)| <m! 8"—1 pour tout wed,,,

3) [wna(@)] <2l (ma+3)"—1 pour tout x ed,,

(1) fensala)] > [wa)|— g Bour tout @ ByWaflw(@)| >l mi-+1),

ol W= {dist (%, @) > 0} lorsque P,=0, W,=R lorsque &,= ,

(3) fwnpa(z)| > n! mp4-1 pour tout ZePui1lnm, 1,
(6) [00n1(2)—2wn(2)| < 1 pour tout e R,
-1 n 4:"(1',‘, Tn’
x 1
™ [wnrs(t)—wn(t) ] at J_< i DOUT tout (3, w)C(—dnydy),
xl n

Ol bpp1= MAX (Mpy Mptq). Ces conditions sont remplies pour n=1,
Je définis 6,44 comme il suit: §'il existe des points % ePDnyq n'apparte-
nant pas & In,a, je pose 4,=(—d,~1,d +1) — Loty dans
le cas contraire A,= 0. .

Pt C At (—dn—1,dn+ 1) {0n41(w) | > nl w2+ 1} = Dy,

ear Ppy1—Im, 1, CA,, pour o €D Iy, 00 8 @ € {[Wnpy (@) | >m! mp-+1}
d’apres (5), en outre P 1 C [ty @} C(—dn—1, d,y - 1) d’aprés (11) 5,
(10)5. L'ensemble D, est ouvert, borné ou vide. Dans le cas ou
Pry1+0, sa distance & la frontitre de D, est positive; en désignant
82 Moitié par 8,41, on a done

(8) {diSt (‘7/'7 ¢n+1) < 6n+l} CDn .

51 @ny=0, je pose 8,y =1. D'aprés le lemme 12, anx nombres
positifs
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a=(n+1)!mpfi+1, b=(n+2)! b2+ 1,
ol Dnto = MAX (M1, Mpia), €= (- 1)k 3"+1—1,
o= (0+1)! (Mg +3)"H—1, 5= - =1
2= s\ » 0= 0Oniy, '9,“4,,.Hd,,+1y 2= q
. . ‘n+1 ~
satisfaisant & la condition ¢,>a, ¢’est-i-dire que
(4 1)t [+ 3 ] > 2 ,

aux ensembles By, Totty Py CPnya1CPry2CBryi, Loy by, AU
lemme 3, contenus dans [—dpt1,d.a] €t au polynéme wyy(z), cor-
respond un polyndéme w,ys(z) satisfaisant aux conditions (1)—(7)
pour n-1 au lieu de n; par suite les polynémes wn(x) sont déter-
minés par induction pour toute valeur de n. Je pose:

9) Wn,o{ ) = wn(),

(10) W, i1(%) =10p—1,/(0) + f n, (1) dt,
.0

{11) wn(r) = Wan-1(2)3

par suite wﬁ,k)(m) = Wn,n—p—1(x) poUr k <n. La suite wff)(a:), k=const.,

est uniformément convergente dans tout segment fini I.

En effet, selon (7), (9) et (10) on a

[1001,1()—100,0() | = [20,0(0) + [ 2t 1,0(t) At —101, ()| =
0
a2)

:'ﬂ[w,.-u(t)—w:*(t)] dt!<4nld" pour tout |o] <dg.

Supposons qu’il existe un i 0 tel que

; A
e, 141(0) 0, (2)| < Ty DOUE tOUE € [—dny L
‘n
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on a alors

(13)  [0nts, ep2(®)— Wn, ip1(2) | = [, 141(0) + f Wrett, o41(8) A —wp, 1y ()]
0

= ;./’f[w,z-i-l,i-l—l(t)_ wh, t+1(t>] a ‘: } ./:v[wn—i—l,i+1(t)_w""'(t):|dtl
i

x| 1 "
'dn~l< == tout |o| << da,
c. ad. I'inégalité est vraie aussi pour ¢+ 1; elle se trouve ainsi établie
par induction pour tout ¢; en particulier, pour ¢=mn—k—1, ¢.2d.
d’apres (11):

(14)  JoP @) —oP(z)| < pour tout @ e[-—dn,dy], n> k.

1
4:ndk:)—_i
n
Puisque pour # suffisamment grand l'intervalle [—d,,d,] con-
tient le segment fini I, la convergence y est uniforme. Posons

Q@) = lim P (z);
n»00

wn (¢}, il résulte de la convergence uniforme

(1) 4 @
comme
on (@)= dz

que ()= ( )3 POSONS
Q(z) =Q4(x), done Q4x)=0%(),

¢ ad. Qz) appartient & classe Coo. D'aprés (14) on a:

»
(&) (k) 1 <
[wpta(2)—wiia (2 |<2 an lk+1 \dk+1 ‘2 4
n=f+1 kg1 T
pour toub & e[—py1,dut1l; AT [—dny dn] D[—dpp1, dips] poOUT 2 >E,
(10)5. En passant & la limite pour p-»oo, il vient

(==}
0 ) 1 <! '
}Q()(m)—wﬂ1($)]< P 2/ = pour tout z e[ —dpsa, depal-
Crit 2oyt
Comme roﬁfi;).1(w)=u*k+1;o(.'v): Wita{@), j'obtiens, en changeant
Pindice % en n:

- J1, - ] ].
(13) ]Q( )(m)—uv,,+1(w)] < 7 2 - < }; pour tout & e[—dnt1, dnti]
'n-+-1 p— 4 4
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Chaque point zeR—P est situé, d’aprés (14) 5, & Vintérieur

d’un rhombe éiETn (ont n, dépend de ). Selon (16)5 la suite des

rhombes C‘RT’[ est mon décroissante. Je vais démontrer que dans
les thombes ,%T" la fonetion Q(z) est holomorphe.

C’est une notation inexacte pour les prolongements analytiques de Q(x)
sux domaines 5‘27, , dont je me sers afin de simplifier le raisonnement; il n’y a

Qailleurs aucun danger Cambiguité. En réalité, on ne sais pas si les fonctions . (2)
convergent vers la méme fonction analytique dans des différents ,9?7,

Dans les rhombes £, on a

Tn

1

[Wntt, i (2)— W, i(2) ]| << g

pour tout ¢ 2 0; la démonstration s’effectue comme dans le cas de I'iné-
galité (12) et (13), c. & d. elle consiste en des limitations des inté-
z z
grales / [1¢’n+1(t)——'w},(t)]dt, f [w,.H,,-+1(t)——»u',,,i\t)]dt le long de la
6 0

ligne brisée, composée d'un intervalle de ’axe réel et d’un segment
perpendiculaire a cet axe, situé dans un rhombe de ﬁTn. 11 est

aisé de voir que la ligne d’intégration a la longueur <d, La l-
mitation de la premiére intégrale étendue au segment de I'axe
réel s’obtient d’apres (7); dans le rhombe — d’aprés (6); dans la
suite de la démonstration on applique linduction. En particulier,
pour i=n—1, il vient

1
]Q,,+1(z)~—w,l(z)[<ﬁ_ " pour tout zeﬂ\’Tn,
done pour tout ze R, et n=n,; la suite w,(2) est done uniformeé-
ny

ment convergente dans R, ef sa limite Q(2) est holomorphe dans

R, . Par conséquent:
ny
tout point e R—P est régulier pour Q().
Soit 2 e PBylm,,n, €t

(16) [t0nga(2) ] <! mn4-1.
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La condition (1) donne alors
(17) [tnis(@)|> (1) BEEH- 1> (n 4+ 1)l mpfi 41,
et, ’apres (12) 8, @€ Bny1 D Pl— dnt;dnial, car @e Pet e ByCl~d,, d,].

11 est impossible que 1'on ait €D, car zel,,z, entraine ed ;
de méme, d’aprés (16), @& {{wngi(a)]|> n! my4-1}; done, d’aprés (g)

dist (%, Pny1) > Ongy lorsque @,yy==0,
coad.
@ € Bugs Wt {{wnsa()| > (n-+1)! ] +1}
selon (17). Lorsque @pp1=0, on 2 d,p1=1, Wyry=R et l'on 3
€ Bt W a{[tbnpa(m)| > (1) 110,

On déduit de (4), en remplagant » par n-1:

[0n42(@)] > [20p41() | — %><n+1)! bnfi+ 1—$> (n+1)t mpt 4 1~5;,

Q’aprés (17), et comme bniy = MAX (Mg, Mats) > Mn, €. & d. se-
lon (16): pour tout we PB,In, kpy O &

[wnis(@)| >nt mg-+1 on [wn+z(w)l>(n‘+1)! m2+1+1——21—n;
pour les mémes %, on a

[)('1) 1 _l_ (n+1) 41 1 1
|2 (@)| > n! ma+1 o 2" @) | > (n+-1)! mp Jfl’”g—n_;;m’

d’aprés les conditions (15) et [—dpte, dnya] D[—dy +1y@na] DB, e bd.

n n+1

[oU IQ("'H)
___ >m, ou - 1)' >on" pour tout xePB,zL,lmkk,
l / B
(}n(w) = sup M_] > My .
® l,_! ’ N 1y b

pour tout n. On en déduit, en vertu du 1emme 4, I (en Pemplagant
F(z) par ¢(») et en posant s(z)= %)

‘
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wy
g(x) = bupn 400, €. ad. hmsupl/]'Q x)[_-}- m) 0

koo

pour tout @ e P (singularité (P)). Les formules (2), (3) et (15) donnent

1
|@P @) <nt 3"—1+ T pour tout @ e,

|09 @) < 0! (1 + 3)"7—1—;—% pour tout ze®,,

n - n
(n) ),
l/ Mll <3 pour tout zedp,, I/I“ir(i)] < Mp+3 pour tout xed,,
n! n!

et tout n, et en vertu du lemme 4, IT (o C=3, les fonctions finies

(n)
gy=x-+3, 1, I/ID !) on 2 ¢(z) <+ oo pour tout zeP—P,

¢. 4 d. r(z) >0. Comme élément de P, x ne peut pas &tre régulier,
et par suite il est singulier (C). Ainsi le théoréme est démontré
lorsque @=0 (lem. 2, cond. (*)). )

Dans le cas général, lorsque. C=P—P-+Q(R—P), @0, je
désigne par ¥(z) la fonction ne possédant que les singularités (C)
aux points de et régulitre aux points de R—@; cette fonetion
existe d’aprés le théoréme 3. La fonction

flz) = Q(x)+ ¥(w)

satisfait & toutes les conditions du théoréme 4. Je désigne rfa),
ro(x), ru(x) respectivement par r(x), 14(x), 72(z). On a 7{,) >0 lors-
que #,(xy) >0, 7,(®,) >0, car le rayon de convergence est déterminé
par les dérivées, qui sont les mémes que celles des fonctions
!—J(w),?(m), F(x), déterminées par les séries To(@,,0—o), Twly, 2—y),
Th@g,0—xy), Ty=To+ Tw, et Q(z), P(z) étant holomorphes, on a
7(2) >0 pour la fonection holomorphe f =Q(x )+!I’(w)._En a,pgh-
quant un raisonnement analogue % la différence Fla)—¥(2) =0Q(z)
et en réduisant 3 la contradiction, on démontre que r(x)=0 lors-
que 7,(x)=0, c. & d. les pomts de Iensemble P et ceux senlement
sont singuliers (P) pour f(z), donc les points de P—P sout singu-
liers (0). Les points de lensemble Q—P=Q(R—P) sont aussi
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singuliers (C), car ¥(») v posséde les singularités (C) (?(m)*l]f(w))
et Q(x) est régulitre (2(w) = 2(x)); par suite f(x) = 2(x) + ?(m)#.@(m) +
+ ¥Y(x)=f(x) pour un certain » dans tout voisinage de 2,¢Q—P,
Enfin aux points de I'ensemble B— (P4 €)= (K—P) (R--) les fone-
tions Q(x), ¥(x) sont holomorphes; par suite ces points sont régu-
liers pour f(z), c. q. f. d.

Coroltaire 1. Tout ensemble G est Uensemble de tous les Ppoints
singuliers (P) pour une fonction de classe Coo.

Corollaire 2. Tout ensemble Fy de I-e catégorie est Vensemble
de tous les points singuliers (C) pour une fonction de classe (oo
Cela résulte du th. 4 et du lemme 2.

Corollaire 3. Le probléme de M. Ulam se résoud positive-
ment.

En etfet, soit P=R, c¢.&d. 7(z)=0 pour la fonction f(z). Je
vais démontrer que, g(#) étant une fonetion analytigue, 1’ensemble
des solutions de l’équation

est isolé dans le domaine de la régularité de g(z). Supposons par
contre, que &, est un point d’accumulation de {g(z)= f(x)} et que z,
est un point régulier pour g(z); on a donc

(18) 74(g) > 0.

11 résulte facilement du théoréme de Rolle (par induction)
que z, est aussi un point d’accumulation des solutions de I'équation

9"(@)=1"(a)

pour tout m. Par suite de la continuité de g™(@) et f™(z) on dé-
duit que

7 @e) = F"=,) pour tout n=0,1,2,..,
et d’aprés la formule de Cauchy-Hadamard on a:
(%) = 14(2,),

contrairement & (18), car r;(z)=0.
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Une fonction analytique arbitraive f(z) posséde cette propriété relativement
2 toute fonction analytique g(2)== f(z).

Il est aisé de voir, en considérant la fonction asin = que, si Pon exige

dans le probléme de M. Ulam que Péquation g(z)=j(x) ait un nombre fini de
solutions, la réponse est négative.

Démonstration d’un théordme de A. Pringsheim.

10. I désignant le segment a<<w<bh, soit f(#) une fonction
admettant sur I les dérivées finies de tout ordre n=1,2,... (qui
peuvent étre unilatérales aux points a et b). On peut former alors
la série de Taylor

2 fn)
@by = ZW(;'”-) "
n=_

en chaque point @ ¢ I; soit #(#) son rayon de convergence.

Or, d’aprés un exemple de Cauchy, pour Pholomorphie de
la fonction f(#) sur I, la condition que I’on ait r(2)>0, quel que
s0it # e I, n’est pas suffisante. Cependant, selon un théoréme publié
par A. Pringsheim (I e. 1, p. 180),

(i) e fonction f(») est holomorphe sur le segment I,
lorsque )

(ii) 4l emiste un >0 tel que r{x)>=r, pour tout zel.

La démonstration de Pringsheim est inexacte. Je la répro-
duis ici: oo,
~Angenommen némlich, es convergire die Reihe quﬁi”:'(_t)w

0
fir 3,<<t<C?, und 7<ry, so hat man sicher fiir alle Werthepaare (z,7)
aus dem angegebenen Bereiche:

(r)
lim ?——Y(—t—) m=_
=0 B!

und daher insbesondere, wenn g die kleinere der beiden Grossen
(¢,—t,) und 7, bezeichnet:

(n) ),
9) lim Y200 g (0 <d <1).

=00 n!

Nun gilt aber mit Beniitzung der Lagrange’schen Restform
die Entwickelung: ‘
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n—1

o YO0 e 9O+ OR)
(10) Pt 1) = D' E_v#h n E’Jﬁ?i_l_)h

0

und man erkennt aus Gl (9), dass dieses Restglied fiir k<o mit
unendlich wachsendem 7 verschwindet, sodass also in der That
die Beziehung gilt:

o PO) .
(1) w1y =3 P, fir hcg®,
0

Llerreur du raisonnement consiste dans le passage par Pimpli-
cation directe de 1’égalité initiale (non numérotée), valable pour
¢ fixe, & Dégalité (9), ol t=to+Jp est variable et dépend, entre
autres, de » (en méme témps que & en dépend). Le reste de
Lagrange est

() (£ 4= Dl
En(tyy 1) =220 £ 08

n", 0<d.<1

ol Fn=">3(n,%y,k;p). Comme on voit, Pringsheim désigne 9, par

4 et t,=tyd,0 par t; cependant, pour que sa démonstration soit

exacte, il faut bien avoir ’égalité :
()

lim _"_”‘22 pn

Y]
) Or, les exemples fort simples de la convergence non uniforme
suffisent & montrer que cette égalité ne résulte pas de la sienne
du début: aingi, p.ex. pour F(t,n)=nt2%", on a lim B(t,n)=0

quel que soit ¢, tandis que lim P(t,,n)=e"10 lorsqnu=;° t,.=1/Wz-

) 11. Le but de ce chapitre est de donmer une démonstration
ngour\euse d.u théoréme de Pringsheim. Je vais établir un peu
plus, & savoir I'équivalence des trois propriétés: (i), (ii) et

(iii) quel que soit wel, on a "(x)>0, e quel que sott Vintervalle
c<Aw<d contenu dans I, Pholomorphie de (@) sur cet intervalle en-
tratne celle sur le segment ¢ <d.

L’implication (i) — (if) est connue des théordmes fondamentaux
sur les fonetions analytiques.

D’autre part, on a Pimplication (ii) — (iii), car en admettant (ii),
on. a #()>0 pour tout eI, et gila fonction f(») était holomorphe
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sur un intervalle e<<o<<d de I sans I’8tre sur le segment ¢ <w <d,
le point ¢ ou d serait un point singulier d’une fonction analytique,
et en conséquence r(x) convergerait vers 0 avec # tendant vers ce
point, contrairement & (ii). Reste donc & montrer que (iii)— (i).

En rappelant Phypothése faite au début du chap. 10 sur la
fonction f(x), ainsi que les définitions admises (chap. 1) et le
lemme 1, 'implication (iii)~>(i) en résulte comme il suit.

Soit H Densemble de tous les points el réguliers sur I,
c’est-a-dire dans l’entourage desquels la fonction f(») est holomorphe
sur I (au sens précisé dans 1). On voit aisément que H est un en-
semble ouvert dans I. Il s’agit de montrer que, en admettant (iii),
Pensemble fermé I—H est vide.

Remarquons d’abord que I—H est dépourvu des points isolés.
En effet, sip ¢ I—H en était un, on aurait, en raison de (iii), as=p=b
et p serait une extrémité commune de deux sous-intervalles con-
tigus de 7. La fonction f(x) étant holomorphe sur eux, elle le sexait
encore, en vertu de (iii), sur les deux segments eontigus en p qui
en sont les fermetures respectives. Les deux prolongements ana-
Iytiques de f(«) auraient en p, par suite de la continuité des dérivées,
les mémes dérivées de tout ordre n=1,2,..., de sorte qu’ils seraient
identiques et le point p serait régulier, donc appartiendrait & H,
contrairement & I’hypothese.

Comme ensemble fermé sans points isolés, I—H est donc un
ensemble parfait.

()
Considérons la fonction ¢(x) = sup l/w D’apres (1) 2, la

fonction ¢ est sur I de I-e classe de Baire.
Or, on a en vertu de (iii)

n

oy
Iim sup l/———lf( %(,m)l < - o0,

puisque 7(x)>0. Les dérivées f™(») étant finies par hypothése,

n
T
on a’ sup VUT('@J < + oo, cest-d-dire
n LI
n

()
(’1) ‘/UT@(T@_ngp(w)<+ oo’ pour tout xzel et poﬁr n=1,2,...
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Z. Zahorski:

Ceci établi, supposons que I—H=:0. En vertu du théoréme
de Baire, g(x) admet par rapport & I'ensemble parfait I—H une
infinité de points de continuité & e I—H. Choisissons-en un, 2,¢I—H,
situé & Dintérienr de I. Il en résulte en vertu de (1) l'existence
5 Dintérieur de I d’un segment ®,—& <& <& — désignons-le
par I, — tel que g(x) est une fonction bornée sur I,—H, c¢’est-a-dire
que l’on a en vertu de (1) pour un certain My>0:

(2) f( )( ‘<M pour n=1,2, et pour tout xel—H.

Considérons, parmi les intervalles de I qui sont des compo-
santes de I’ensemble (ouvert dans I) H—(a)—(b) et qui empiébent
sur I, tous cenx dont la longueur est >1/2.M,. Iln’y en a évidemment
qu’un nombre fini et comme ils sont formés de points de H, la fone-
tion f(x) est holomorphe sur eux, donc, en vertu de (iii), aussi sur
leurs fermetures Iy,I,,...,Jx En vertu du lemme 1, il existe donc
des constantes positives My, M,,..., M, telles que -

@ N1
3) l/'f @l 3,

n!

pour n=L,2,... et pour tout xeli ot 1=1,2,...,k.

Soit e<w<d un intervalle quelconque, composante de
H—(a)—(b), empiétant sur I,, mais dont la longueur ést <1/2M,.
Comme sous-ensemble de H, cet intervalle ne contient pas I, puisque
@y ely—H=+0; mais comme il empitte sur I,, on a soit cel,, soit
del, D’autre part, comme composante de H—(a)—(d), il a les
deux extrémités sur I—H+-(a)+-(b). Ainsi Pune d’elles au moins —
designons-la par z; —se trouve située sur I,—H--[ ()4 (b)]I,, done
sur I,—H, puisque le segment I, a été fixé & V'intérieur de I. On
a par conséquent en vertu de (2):

, [f(") )l

4) <M, pour n=12,..
Il en résulte en vertu de la formule de Cauchy-Hadamard

que (@) >1/M,. Comme par hypothése d—o<1/2M,, le segment

¢ <o <d — désignons-le par J — est contenu dans le cercle de con-

vergence de T'(x,h) de centre @, et 'on a |x—au,|<1/2M), pour tout

zed. L’holomorphle de f(x) sur Yintervalle <2< d entrainant en
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vertu de (iii) celle sur sa fermeture J, on ftire de la formule de
Taylor et de (4) pour n=1,2,... et pour tout zeJ:

-
) = 3Oy,

@) < Sl " mll i 3l My
@)l 2 (5—n) R 22]""Mj‘" (j—n)!

J=n

_Mnjv B d 1 g ! gt
=My (7»—%) 1 oi—n LRy 1—m|3‘:‘/3_ 0—(1_m)n+1 MV 323
J=n
d’ont '
(n) n
(5) I/IJ%,”” <M, )2 <4M,

pour n=1,2... et pour tout wed.
Or, on a par définition la décomposition suivante du segment I5:

k
Iy=I,—H+IH=I,—H+ ;I I+ 21J,

olt 2* g’étend sur tous les J de longueur d—e<<1/2M,. Les formu--
les (2), (3) et (5) donnent:

1f‘"’(ﬂ6 )|
< max (Mo MyMy..; MiydMy)=M< 400

pour n=1,2,... et pour tout @ eI, de sorte que, en vertu dulemme 1,
la’ fonction f( ) serait holomorphe sur le segiment I,. Cependant’
est impogsible, puisque, par hypothése, elle ne l'est pas au voiki-
nage du point #,el—H, intérieur & I, Ainsi ensemble parfait
I—H est bien vide, c. q. £. d.

Lréquivalence des propriétés (i), (ii) et (iii), gqui vient d’&tre’
établie, entraine en particulier Pimplcation (ii)— (i), qui'est pré-
cisément le théeréme en question de A, Pringsheim.

11 résulte facilement du th. de Pringsheim et du lemme 1
que I'.n a pour <1, si (ii) est rempli,

(n)
lim f (i) =

=06

la convergence étant uniforme pour tel, (b} < 7id.
16%
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7. Zahorski:

Pringsheim n'en donne pas de démonstration ni ne fait
aucune mention de Iuniformité. De plus, cette convergence uniforme
étant équivalente & ’holomorphie de la fonetion f(x) dans I, la dé-
monstration de Pringsheim contient une prémisse non démontrée
et équivalente & la thése du théoréme, de sorte qu’elle présente un.
Lcercle vicienx™,

J2ai rédigé ce travail en 19401941, en particulier: le probléme de M. Ulam
au moins de juin 1940, les chapitres 2 et 3 en septembre 1940, le théoréme de
Pringsheim en octobre 1941, les chapitres 4—8 en novembre 1941

Le théoréme de Pringsheim a été démontré par M. Boas (L. c.2); je
I"ai appris en octobre 1945 du compte-rendu dans Jahrh. Fortschr. Math. (de 1985),
sans pouvoir prendre connaissance de la Note de M. Boas, qui ne m’a pas été
accessible. Lauteur de ce compte rendu considére contrairement & l'avis de:
M. Boas et au mien la démonstration primitive de Pringsheim, qui est parti--
culiérement simple, comme complétement correcte.

Les problémes analogues.

12. 1) Caractériser les ensembles des points singuliers des
fonctions de plusieurs variables de classe Do ou Co (dans le cas
de deux variables ces classes ne sout pas identiques méme lorsque
Z=I1e vlan xy tout entier).

2) Quelles fonctions de II-e classe de Young peuvent ttre

considérées comme r(z) pour une fonction de classe Cu?

3) Le probleéme de M. Ulam pour les fonctions de la variable
complexe.

4) Fxiste-t-il une fenection continue f(x) telle que, g(z) étant

une fonction arbitraire de classe Cos (0U Cpn, D), Pensemble;

{f()=g(x)} est au plus dénombrable?

5) Est-ce qu’il existe une fonetion continue f(z) de la variable

réelle telle que, G étant un domaine (arbitaire) dans le plan de la-

variable complexe tel que GE soit non dénombrable et g(z) une
fonction analytique arbitraive dans @ telle qu’il existe g (x)=1im g(2)
X

pour tout we MCAR (M dépend de g(z) et &), l'ensemble
{f(z)=g(2)} C M soit: au plus dénombrable?

6) Est-ce qu’il existe une fonetion continue f(x) de la variable’

réelle, telle que g(z) étant une fonetion analytique arbitraire et I un
intervalle (arbitraire) tel que {f(z)>g(@)} [0 et {f(z)< g(z)}I==0,
Pensemble {f(z)= g_(m)}I soit de la Duissance du continu?
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MM. H. Steinhaus et B, Marezewski ont posé la. question,
:si pour une métrisation convenable de Yespace des fonctions de
classe Co, 'ensemble des fonetions telles que r(x)=0 est résiduel
(c.a d. est le complémentaire d'un ensemble de I-e catégorie)?
Plus encore: existe-t-il un ensemble fermé et non dense ¢ sur
l'axe X tel que I'ensemble des fonctions ayant én tout point de C
la singularité (C) soit résiduel?

Comme la fonetion Q(z) peut étre construite dans Tentourage
d’'un polynéme wi(a) arbitraire (cf. p. 231), cette hypothése - parait
trés vraisemblable.

Il me semble que la réponse aux .problémes 4) et 5) est né-
gative et gqu'au probléme 6) la réponse est positive.
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