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dorollary 18y, Let y=7f(®) be an arbitrary mapp-ing of & inte
o subset of Y and let I=F [y={f@)]. If Y is dense in itself, then:
xy

DEXY—I)=DEXY).

If in addition I possesses the property of Baire, it is of first ca-
tegory in EXY.

The question whether the theorems 1, 2 and 3 are true also
in the case where ¥ is an arbitrary metric space remains unsettled.
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Une mesurabilité moyenne pour les ensembles
de points.

Par

H. Hadwiger (Bern).

La note présente a pour 'objet de proposer en grandes lignes
une mesurabilité moyenne pour les ensembles de l’espace eucli-
dien R & k dimensions.

Avant d’aborder le développement méme de cefte théorie,
nous allons exposer d'une maniére approximative les intuitions
et les notions sur lesquelles repose essentiellement la définition
de la mesurabilité moyenne. En méme temps, guelques notions
auxiliaires et les notations seront intreduites.

P=P(&) désignant des points de R et & (i=1,2,...,k) leurs
coordonnées cartésiennes, soit W un cube (& % dimensions) formé
-des points P(&;) dont les coordonnées satisfont & la condition

I<é<o (1=1,2,...,k).

Nous entendrons par translation X de W en lui-méme toute
fransformation biunivoque de W=X(W) en lui-méme définie par

la formule
X[P(E)]=P(&i+ )

o toutes les additions de coordonnées sont entendues mod w. Les
nombres 7, fixes pour la translation X, s’appelleront composanies
de cette translation.

Or, soit ACW un sous-ensemble de W mesurable (L) de me-
sure L(4).

Par n translations X, (r=1,2,...,n) de W en lui-méme, on
-obtient de A n ensembles 4,=X,(4) qui en sont des images égales
A 1a fois ,translativement” et en mesure.
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Voiei la figure illustrant ce pro-
cédé, d’ailleurs fondamental pour la
théorie en question.

Les images 4, de A peuvent re-
couvrir W complétement, de sorte gue
Ton aif

WC A,
1

Les points P de W se trouvent en
général couverts par les A, plus d'une
fois; soient respectivement p(n) le plus grand et q(n) le plus petit
nombre de recouvrements des points P de W. BEn vertu des proprié-
tés fondamentales connues de la mesure (L), on déduit la relation:.

a(n)L(W) <nL(A) < p(m) L(W).

$%] existe une suite 4, (v=1,2,...) de tels ensembles transla--
tivement égaux, assujettie & la condition

pln)—g(n)=o(n) (1 —00),
on aura évidemment

i) _oopm) g 9(m)

7 BT
Cest 1a relation entre L(4) et L(W), établie par cette formule,
qui fournit Pidée essentielle de la définition qu’il s’agit d’énoncer
pour la mesurabilité moyenne. Cette définition exprime, au fond,
le postulat quun recouvrement dans le sens envisagé plus haut
goit possible — postulat que nous pouvons aussi caractériger & peu
prés comme il suit: il doit &tre possible de couvrir le cube W 4 l'aide
de # ensembles A, translativement égaux b ensemble & mesurer 4

de facon que la variation du nombre de recouvrements des points P

de W soit petite par rapport a n. .
En considérant une grandeur correspondant aw quotient des

mesures
O(4)=L{4A)[L(W),

on saisira aingi une mesure relative pour laquelle on aura

O(W)=1.
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Cette précaution est utile car, de cette manitre, aussi les en-
sembles non-bornés se. laissent forcément ranger dans la théorie
de la megsurabilité. A ce but, nous faisons Pespace R tout entier
jouer le rdle du cube W; aux translations de W en lui-méme viennent
alors correspondre les translations ordinaires.

Il est convenable d’introduire la fonction auxiliaire:

{ 1 pour G=0

ﬁEG]:\ 0 pour G=0,

qui se trouve ainsi définie pour tout ensemble GCR; le signe 0 re-
prégsente & la fois celui de l"ensemble vide.

En revenant sur les considérations de plus haut, on a évidem-
ment pour tout Pe W

g(n)< %?ﬂ[PA,]gp(n).

8i le postulat mentionné, concernant la possibilité du rve-
couvrement, est satisfait, on a

1~
D(A)= )];1_:;2—7;26[]?‘4»].

La mesure relative &(4A) apparait de cette maniére comme
valeur-limite de certaines valeurs moyennes; c’est, entre autres,
le motif pour la dénomination ,mesurable en moyenne”.

Comme le font voir ces remarques préliminaires, la théorie
de Ia mesurabilité moyenne repose seulement sur I'acte élémentaire
du recouvrement, et ce recouvrement a recours & I'ensemble méme
quil g’agit de mesurer. Par opposition & bon nombre d’autres
théories de la mesure, la définition de la mesurabilité ne suppose
aucune autre mesure (p.exX. élémentaire), mais il est & observer
que la megure moyenne cherchée n’a qu’un caractére relatif. Nous
avons déjd vu que ce caractére relatif permet, d’autre part, de me-
gurer les ensembles bornés et mon-bornés par le méme genre de
procédé.

Enfin, il est & remarquer que la mesuarabilité moyenne, pro-
posée ici pour les ensembles de points de Pespace euclidien, se laisse
transporter dans ses traits essentiels aux groupes abstraits arbi-
traires. Dans cette note, nous ne pouvons pas envisager de plus
prés ces connexions générales.
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Les matidres des considérations qui suivent seront rangées
comme voici: dans I, les définitions de la mesurabilité moyenne
et de la mesure moyenne seront données pour les ensembles bornés
et non-bornés de R; dans IT, les théordmes distincts seront recueillis
dans leur connexion sans démonstrations; dans ITT, nous les ferong
suivre de leurs démonstrations respectives, d’abord omises.

1.

Soient: R Despace euclidien & k& dimensions, W le cube

0 E o (i=1,2,...,k) et
{1 pour G=0
1S\EGJ_{ 0 pour G =0

1a fonection auxiliaire, définie pour tout ensemble GCR. Une trans-
lation X de W en Iui-méme étant donnée, soit X(A4) Pensemble
obtenu par X de ’ensemble ACW.

Définition. Un ensemble A CW s’appelle mesurable en moyenne
relativement & W, ou mesurable en moyenne tout court, lorsqu’il
exigte un nombre « tel que, pour chague >0, il existe un nombre
fini de translations X, (»=1,2,...,n) de W en lui-méme assujetties
pour tout point P e W & la condition:

1~
(d) o Zﬁ[PX.,(A)]\ <e.
1
Le nombre o sera dit une mesure moyemne de A relativement
& W, ou tout court mesure relative de A, et on écrira:

a=0(4).

Remarque. Dans la définition qui préectde, W peut &tre
remplacé par R; les translations de W en lui-méme sont alors & rem-
placer par les translations ordinaires dans R.

L’ensemble de tous les ensembles ACW qui sont mesurables
en moyenne relativement & W sera désigné par My,; celui de tous
les engembles ACR qui sont mesurables en moyenne relativement
4 R aura pour signe Mw.. Dans les propositions o il est superflu
de distinguer entre M., et Mw, b savoir qui sont valables dans
les deux cas, nous écrirons 9 tout court.
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Bvidemment, il n’y a. dans M, que des ensembles bornés,
tandis qu’d Mo peuvent appartenir aussi bien les ensembles bornés
«que non-bornés. Un ensemble borné A peut naturellement apparte-
nir & plusieurs M, (avec o différents). Une réponse plug exacte
4 la question qui s’impose & ce propos doit étre fournie par la
théorie.

II.

Les propriétés fondamentales de Popérateur de mesure moyenne
sont énoncées dans les théorémes qui suivent.

T 1. Pour tout A eIM, la valeur O(A) est déterminde d’unme
fagon umivogque.

T 2. Pour tout A ¢ M, on a (4)=0.

T 3. Pour tout AeM, on a X(A)eMWM et O[X(A)]=D(4)
quelle que soit la translation X.

T4 8 Ac, BeM et AB=0, on'a A+-BecM el
D(A+B)=@(4)+D(B).

Ces quatre premiers théorémes montrent que I'opérateur @
.de mesure moyenne est, dans le domaine Pt de sa définition, une
fonctionnelle univoque, non-négative, invariante per rapport auw
translations et simplement additive.

T 5. On a respectivement W e, O(W)=1 et ReMe,
O(R)=1.

Pour Pensemble vide 0, on a 0e M et D(0)=0.

Pour tout ensemble A e M, on a 0<LP(4)<1

Aingi Popérateur de mesure moyenne est normé de fagon que
Tespace de reférence soit pourvu de la mesure 1.

T 6. Si AeBt, BeM et BCA, on o aussi A—BeM o
D(A)—D(B) =P(A—B).

T% S AcW BeMt et BCA, on a &(4)>9(B).

Les deux derniers théorémes expriment que Topérateur de
mesure moyenne est subtractif et monotone.

T8 Si Aell, Bet &t AB e M, on a aussi A+B59Jt et
D4+ B) =0(4)+P(B)—PAB).
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il est & Temarquer que les seules relations 4 e M et Be M

Tei,
de sorte que M n'est pas

n’impliquent guére la relation AB e,
nécessairement un corps d’ensembles.
79 8 AeW, on a W—A D, et O(W—A)=1—0(4).
Si A€M, o0 ¢ R—A e Mo 1 D(R—A)=1—D(4).
7 10. Si Pensemble A e Mt est somane de s msehzblcs disjoints
et translativement égaum:

Dl

A= Ai}

1 .
alors on a A;e M et @(A,)z;di(zl) pour j=1,2,..,s.

Soit CCW ou CCR respectivement un ensemble quelcongue.
Désignons par A(C) Pensemble de tous les A qui couvrent O, c’est
3 dire tels que CCA, et par B(C) celui de tous les B qui sont_cou-
verts par C, c’est & dire tels que BCC.

Les deux parfies communes MA(C) et MB(C) sont évidemment
non-vides, car la premiére contient fout au moins W ou R respecti-
vement, et 1a seconde au moins Vensemble vide 0.

En vertu de 7' 5, il existe done les valeurs finies:

¢(C)=1tininf @(4) pour 4 e MAC),
¢(C)=fin sup ¢(B) pour B e MB(O).
T 11. Pour tout CCW et OCR, on a ¢(C)=¢(C).
T 12. L'égalité ¢(0)=g¢(C)=7y se présenie toujours si C et
el seulement dans ce cas; on a alors O(C)=1y.
La dernidre proposition renferme le résultat snivant, important
pour certaines applications: tout ensemble qui peut étre intercalé

entre deux ensembles mesurables en moyenne et qui sont de mesure
presque égale est lui-méme mesurable en moyenne.

Enfin, nous allong esquisser bridvement les rapports entre
1la. mesurabilité moyenne d*une part et celle au sens respectivement
de Peano-Jordan et de Lebesgue d’autre part; pour abréger,
nous appellerons les derniéres mesurabilité (J) et (L) respeetiveme’nt.

T°18. Pour tout ensemble ACW mesurable (J), on a A eMa
et D(A)=J(A)[J(W).

T 14. Il y a des ensembles A € M, non-mesurables (J).
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Ces résultats montrent qu'en tout cas la mesurabilité moyenne
embrasse la mesurabilité (J). Il n’en est pas ainsi pour la mesu-
rabilité (L), mais on établit le théoréme suivant:

T 15. 8i 4 eMy est mesurable (L), on a O(A)=L{4)/L(W).

Ici, on peut observer que le dernier résultat se laisse déduire
de la méme maniére pour n'importe quel opérateur de mesure L*(4}
qui est univoque, non-négatif, simplement additif, invariant par rap-
port aux translations, normé et défini dans un systéme de sous-en-
sembles de W; pour s’en convaincre, il suffit de constater que 1a dé-
monstration de 7 15 ne fait intervenir que les propriétés de la me-
surabilité (L) énumérées tout & heure. Or, comme suivant la solution.
due & S. Banach?') d'un probléme de S. Ruziewicz, il existe des
opérateurs de mesure L*(4) de ce genre?) tels que I'on a ’inégalité
L*(A")==L{(A’) pour certains ensembles 4’ mesurables (L), une
comparaison facile avec la généralisation qui vient d’étre mentionnée
permet de conclure sur l’existence des ensembles qui sont mesura-
bles (L) sans étre megurables en moyenne, Par contre, on a encore:
le théoreme

T 16. Il y o des ensembles A € Mo qui ne sont pas mesura-
bles (L),

w

- IIL

Nous donnons dans la suite les 16 démonstrations, numérotées.
comme les théorémes correspondants. Nous commencons par établir
un lemme qui pourra &tre utilisé dans plusieurs démonstrations..

Lemane. 8l existe pour A ¢ W un systéme X, (»=1,2,...,n)
et pour B e W un sysiéme ¥, (n=1,2,...,m) de translations de W en
lui-méme telles que, pour deux nombres fizes a et 8 et pour tout point
PecW, on a les deuw relations:

n

(@ ot SHPT(A)]|<e,
1

(b) |55 3 0T <e,
1

1) 8. Banach, Sur le probléme de la mesure, Fund. Math. 4 (1923), p. 7-33..

%) Notons que ‘seule I'invariance par rapport aux translations, et non pas-
celle par rapport aux déplacements quelconques, a été supposée; en admettant
la derniére hypothése, qui est plus restrictive, la validité de la solution de Ba--
nach se réduit — comme on sait —aux dimensions k=1 et k= 2.
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i1 ewiste aussi un systéme Zz (A=1,2,..,1) de translations telles que

pour tout point P e W on a simulianément:

14 1
@ |a—t 2ﬁ[PZAA)J|f<a et Eﬁ—% Zﬁ‘[PZ;,(B)]}<a.
1 ! 1

Cet énoncé subsiste cn remplagant partout W par R et les transla-
tions de W en lui-méme par celles ordinaives dans R.

Démonstration. dw lemme, Nous remplacons le point P
dans (a) successivement par les points Y,Il(P) ol u=1,2,...,m et
dans (b) par les points X, (P) ot »=1,2,...,n. Il vient évidemment:

A Y (P)X(A)]=S[PY, X, (4)],
I (P)Y (B)]=H[PX, Y u(B)],
de sorte que nous obtenons le systéme d’inégalités:

1%
(l-‘"ﬁz ﬁ[PYyXu(-A)]’<5 (‘ltfll,27n.,ﬂl~),

v=1

»

1,3—;1@—219[PX.,YH(B)] |<g

p#=1

(v=1,2,...,m).
On en tire par addition:

l m f‘
ma—= 22 HPY X, (A)] l <me,

p=1 v==1

n m

!nﬁ_ %ZZ‘a[m Yu(B)] ‘<m

=1 u=1

En posant maintenant X,Y,=Z; ot 1=1,2,...,1, les nm=1
produits & gauche étant rénumérotés de n’importe quelle manicre,
les deux derniéres inégalités, divisées par m et » respectivement,
donnent les deux relations simultanédes (¢), quil §’agissait de dé-
montrer.

Passons aux démonstrations des théorémes T 1 — T 16.
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D 1. a et § étant deux nombzres tels que a =P(4) et f==B(4),
il existe par définition, d’aprés la condition (d), pour tout &>0,
deux systémes de translations X, et ¥, pour lesquels les relations (a)
et (b) du lemme se trouvent avérées avee 4=B. On a par consé-
quent (¢) et on en tire ja—p|<2e d'ot a=§, c. g.f. d.

D 2. 11 existe par définition, d’aprés la condition (d), pour
tout &>0, des nombres a,>>0 tels gue 'on & |a—aa|<e; il en ré-
sulte que a0, c. g. f. d.

D 3. En remplacant P par X7Y(P) dans la condition (d) de
la définition, on en déduit en vertu de I'égalité

I[ X (P)X.(A)]=#[PX,X(4)]
que (&) subsiste encore si I'on y remplace 4 par X(4). Ceci entraine

la theése g. f. d.

D 4, Suivant la condition (d) de la définition et en vertu du
lemme, il existe un systéme de tramslations Z, satisfaisant aux
relations (¢) du lemme. Ajoutées membre & membre, ces relationg
donnent en vertu de 'égalité

O[PZ(A)]+O[PZ.(B)]=8[PZi(A+ B)]
1a relation

1
at b7 > OPZa(A+B))| <2,
1

qui entraine la thése & établir.

D 5. On a 9[PW]=1 et 9[PR]=1 pour tout PeWet PeR
respectivement. La condition (d) de la définition est remplie pour
n=1, X =identité, a=1 et AW ou 4 ¢ R respectivement. Pour
Pengemble vide 0, le raisonnement est analogue avec H[P0]=0.
Quel que soit I'ensemble 4 € 9, il existe selon (d) pour tout >0
des nombres o, tels que 0< <1 et Jap,—a|<<e. Il en résulte que
0<agl, ¢ g. . d.

D 6. Suivant la condition (d) de Ia définition et en vertu du
lemme, il existe un systéme de translations Z; satisfaisant aux
relations (¢) du lemme. Comme on 2 POuUr BCA

S[PZA(A)]—P[PZs(B)]=0[PZ2(4—B)],
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1a soustraction des relations (¢) membre & membre donne la re-
lation

1
a_ﬁ—%z'ﬁ[PZ;,(A—~B)} <2,
1

qui entraine la thése i établir.

D 7. BCA équivaut & A=B-+(4—B). On n’a qu’a appli-
quer T 6, puis 7 4 et enfin T 2, pour obtenir la thése q.f. d.

D 8 Vu lidentité
A+B=(A—A4B)+(B—AB)-+ 4B,
on n’a qu'h appliquer T 6 et 7' 4 d’une maniére convenable.
D 9. Le théoréme est un simple corollaire de Z' 6 et T 5.

D 10. Pour un A, convenable et pour s translations ¥,
dtment choisies, on pent éecrire 4,=Y,(4y) ot p=1,2,..,s, donc
aussi

En le substituant dans la condition (d) de la définition, on

obtient d’abord
1 w2 O o
o2 Sofb 3 xm,0a0] <

va=1 =1

ou

a— %Zz‘ﬁ[m; T (Ao |<e

w=1 p=1

En posant X,Y,=2Z, ou i=1,2,..,1, les ns=1 produibs
A gauche étant numérotés comme on veut, on peut éerire

&
<7z
s

dott Age M et, en vertu de I 3, la thése g.1f. d.

D 11. Pour deux ensembles quelconques A eIMA(C) eb
B eMB(0), on aen vertu de T 7, vu que BC 4, larelation &(4)>P(B),
d’ot1 1a thése q. f. d.
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D 12. Soit d’abord CeM et O(C)=y; on a évidemment
P(O)<y et p(C)=v;en vertn de T'11,il en résulte que p(0)=g¢(C) =y,
c g f.d. -

Soit, réciproquement, F(C)=¢(C)=y; il existe alors pour
tout ¢>0 deux ensembles A Mt et Be W tels que BCCOCA et
gu'en posant a=®(4) et f=0(B), on ait

y—e< fy<a<yte

Suivant la condition (d) de la définition et en vertu du lemme,
il existe un systéme de translations Z, tel que I'on a les relations:

! 1
.a_%zlwﬁ[PZ;_(A)]1<a, %ﬂ—%;ﬁ[PZz(B)]{<8-

Evidemment:
14

14 1
DPZUBIS D HPLAOI D O [PZa(4)],
i 1

1

ce qui donne en raison de toutes les inégalités mentionnées
1
1 7
‘ iy ﬂ[PAz(C)]l<Za,
1

doir CeM et P(0)=y, c. q. L. 4.
D 13. Considérons d’abord le cube partiel 0< §i<%

(6=1,2,...,k) de W ol p>>1. Désignons-le par Wp.

Le cube total W peut étre décomposé en s——’)” cubes par-
tiels disjoints et translativement égaux 4 Wp. En vertu de 7' 10
et I'5, on a W,e M et O(Wp)=1/2"

Pour une réunion A, de u cubes disjoints et translativement
égaux & W,, on a en vertu de T £ aussi 4, M eb

A étant mesurable (J), il existe pour tout £>0 un p=>1 et;
deux ensembles A, et A, du type envisagé tout & I'heure tels que
A,CACA, et

J(A)— e (W) <J (Ao} < I (A)<T (An)<T (4) +2T (W)
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En posant encore

on peut écrire
y—e<< P(4,) <y <P(4u)<yp+te

On en conclut que q}(A):q_o(A)::y, ce qui entraine en vertu
de ' 12 la these q. f. d.

D 14. Soit A Dlensemble des points P(&) e W oll &=ory,
0<<r<< 1, 7; étant rationnel (¢=1,2,...,k). Comme on sait, 4 n’est
pas mesurable (J). Or, il existe une suite 0, (v=1,2,...) de nombres
irrationnels telle que 6,—0, (mod1) est toujours irrationnel pour

= U

Considérons la suite des translations. X,=X.(z}) ol z7=40,
(t=1,2,..,k). On a évidemment X,(4)X,(4)=0 pour w=u; par
conséquent, on aura pour tous les P

0< > LPX,(4)]<1,
1
ce qui donne pour n suffisamment grand
1w
‘%2 HPX,(4)] ’ <e.
1

On a donc 4 e M et D(4)=0, d’ou la these q. f. d.

D 15. On a en vertu de la condition (d) de la définition

1 nv
a—zz H[PX.(4)] ’<£.
1
Posons pour P=P(&;) variable dang W
1 .’_l
(&) =a—r D IHP(E) Xa(A)].
1
Cette fonction est intégrable (L), car il en est aingi des fonetions

qui y figurent comme sommandes: on a en effet

@ ©

[ [BLP(E) Xo(A)]dE, ... dEx=IL(4),
0 0 .
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la fonction & intégrer étant lainsi dite fonction ecaractéristique
de Pensemble X,(4). II g’en suit aingi que

@ ©

f..‘/A(&)d&l..‘d_&,zaL(W)—L(A),
[ 0

de sorte que l'on obtient |aL(W)—L(4)|<eL(W), c'est & dire

On a donc a=L(4)/I{W), c. q. . d.

D 16, L’ensemble, W peut étre décomposé d’une maniére
connue ®) en une infinité dénombrable d’ensembles disjoints et -
translativement égaux:

W= 4,.
0

On prouve pai un raisonnement analogue & celui de D 14
que A,e M, et O(4,)=0. L’ensemble 4, est naturellement non-
mesurable (L)!

s) Cf. p.ex. W. Alexandrow, Blementare Grundlagen fiir die Theorie
des Masses, Thése, Zirich 1916, Anhang.

Fundamenta Mathematicae. T. XXXIV.
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