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Sur la dimension module m.
Par’
M. Bockstein (Moskwa).

Soit 4 un ensemble fermé d’un espace euclidien F®, ou, plus
- généralement, un espace métrique compact, et soit m un entier >2.
On appelle dimension homologique de A module m, And, le plus
grand nombre entier ¢ avec la propriété suivante: il existe un sous-
ensemble fermé B de 'ensemble (de 'espace) 4 pour lequel ou peut
trouver un nombre positif & tel que, quel que soit 6>0, i y a
dans 4 un s-cycle g-dimensionnel module m relativement & B qui,
relativement & B, n’est pas s-homologue & zéro mod m ).

Le but de cet article est de montrer que pour calculer la di-
mension homologique module # de A pour toutes les valeurs
de m (m3>2) il suffit de la connaitre par rapport aux modules
premiers.

10 Soit m=mym,, (Mymy)=1. On ¢

{1) Apd =max (Am 4, AnA).

1) Cf. P. Alexandroff, Dimensionstheorie, Math. Ann. 106 (1932), pp. 161—
238, n® 50. Une chaine & g dimensions (c’est-a-dire une combinaison linéaire de
simplexes g-dimensionnels aux coefficients entiers) est dite située dans Pensemble 4
si les sommets de tous ses simplexes appartiennent & 4. Elle est appelée 6-chaine
siles diamétres de ses simplexes ne dépassent pas d. Une d-chaine 29 & ¢ dimensions
est appelée é-cycle module m relativement & B si I'on a pour la frontiére &7 de 29

M= mgg“i -]—qg_i,
§g~1 et w;g“‘ étant des o-chaines & ¢—1 dimensions, dont la seconde est située
dans B.
27 est dite e-homologue & zéro module m relativement & B si l'on a
=11t +myd + g7,

79! ¢tant une e-chaine et g9 étant situé dans B.
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En effet, soit 4, 4=¢,, et soient B un sous-ensemble fermé
de 4, ¢ et § deux nombres positifs et zZil un d-cycle 4 ¢, dimensions
module m, relativement & B qui, relativement & B, n’est pas &-ho-
mologue & zéro mod m,. Alors myl est un d-cycle & g dimensions
module m=m;m, relativement & B. On a

o 2 3
Mo £ 0 2) (rel. & B mod m),
z
car le contraire voudrait -dire que

gy, =1 my ™+ g%,

I gtant une s-chaine et % étant situé dans B; comme en vertn
de (my,m,)=1 il existe des entiers A et u tels que
1 =2y + ums,

on aurait done, en contradiction avec le choix de 2%,
- g g i )
&, == A, oy, = wl' A+ ma{pmgy® + Jefi) + pfT 5 0

{rel. & B mod m).
D’aprés la définition de la dimension homologigue il en résulte
que

(2) AmAzq=AnA.
. On démontre de méme gque l'on a
{3) AmAZAnA.

Soit, d’autre part, Am4 =¢q et soient BCA un sous-ensemble
fermé, ¢ et § deux nombres positifs et 2, un é-cycle g-dimensionnel
module m relativement & B (done, & plus forte raison, un dé-cycle
mod m,, et un é-cycle mod m, relativement & B) qui, relativement
4 B, n'est pas e-homologue & zéro mod m. On ne peut pas avoir
en méme temps

20~ 0 (rel. & B mod my)
et '
20 (rel. & B mod ms,),

car §'il en était ainsi, on aurait
sy SeH g
= T {1 =T T m§ 4 B4,

2) ~ est le signe de e-homologie, « le sign2 contraire,
&
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Iftt et I étant des e-chaines eb p{ et pY étant situés dans B,
d’olr
. . N - 1 N
gt =ma I o my§4-mapd, g = Mgl Wy 4 mafls .
comme 1= im;-+ um, on auvrait done, en contradiction avec le
choix de 2%:
P - = 1 2 1 -
23, = Al + umath, = dmal EARNE ;(mz.l“{” + m(Ay3+ uyf) 0

(vel. & B mod m). )

Le d-cycle 2%, & ¢ dimensions module m relativement & B (qui
T'est aussi, comme nous avons remarqué, mod m, et mod my) n’est
donc pas, relativement i B, s-homologue & zéro par rapport a un
au moins des modules m,; et m,, c’est-a-dirve

) . max (Adnd, Amd)2g=And.
Les inégalités (2), (3) et (4) impliquent la relation désirée (1).
20 Soit p un mombre premier. On a
(5) Apd=4,4 (k>1).
1) Supposons 4,4 égal & g et montrons d’abord que T'on a
(6) AppAzq=4,4.
Soient B un sous-ensemble fermé de A et & un nombre positif
tel qu'a tout 8 >0 on peut faire correspondre un d-cycle g} a g di-

mensions module p relativement & B qui, relativement & B, n’est
pas 0 mod p. Il suffit de montrer quil existe alors un & >0 tel

gue, pour chagque § >0, on peut trouver un é-cycle ﬁZ’% g-dimensionnel
mod p* relativement & B qui, relativement 4 B, n'est pas 0 mod p*.
%g étant des d-eycles mod p relativement & B, on a

G=p-Li 405
'ng*i étant situés dans B. On a par conséquent

k—14q r—1_g—1

P =" 4" g

done pk"lgf, est un d-cycle module p* relativement & B. Si pour
un ¢ >0 et pour un ensemble de 5 contenant des nombres aussi

=
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petits, que l'on veut il n’est pas, relativement & B, £-homologue
4 zéro module p#, tout est démontré. Dans le cas contraire .& tout
£ >0 on peut faire correspondre un ¢'>0, gui peut étre toujours
choisi inférieur & &', tel que 6<Cé' entraine?)

k1,4 __ frgt+l ko4 q
» fp”’r +ptyt B

B¢ tant sitné dans B, et I+, y9 et f2 étant des &'-chaines dans 4,

done .
FH g p=p* g —py).

[ 4 g7 étant bvidemment pour tout & >0 un &-cycle in-
tégral relativement & B, 3q:~§;’,—-py" T'est aussi, done, 4 plus forte
raison, ¢'est un'z’-cycle module p* relativement 4 B. Il reste & montrer
que, relativement & B, 37 n’est pas e-homologue & zéro module p*.

Mais ¢’est un fait évident, car on a

(mod p, rel. & B),
et a fortiori 3940 (vel. & B mod p¥).
E

2) Démontrons maintenant I'inégalité inverse:
(M) ApA=Ap A (k>1)

Pour cela nous allons prouver que l'on a
8)- A1 A= Apk A,

Soit BCA un sous-ensemble fermé et & un nombre ‘positif.
tel qu’a tout 6>-0 on peut faire eorrespondre un J-cycle g,‘ik, g-di-
mengionnel module p* relativement & B qui, relativement & B,
n’est pas 0 modp* (g désigne ici la dimension px4). %?,k étant
pour chaque ¢ relativement & B un é-cycle module p*, il P'est aussi
par rapport au module p. §’il n’est pas, relativement 4 B, +0 (mod p)
pour un & >0 et un ensemble de & contenant des nombres aussi
petits que l'on veut, la relation (7) est démontrée, done aussi la
relation (8), qui @’aprés (6) en est une conséquence. Dans le cas
.contraire, on peut faire correspondre 4 tout & >0 un &' >0 (¢'<¢&)
fel que pour 6<<o'?)

S

%) i ¢ est déja pris inférieur & &', il nous suffirait pour la suite de poser
§=2¢' (dans le cas général, on peut choisir pour ¢ un nombre positif < min(e’,d’)).
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ot "7+, 41 et f7 sont des &'-chaines, ¢ éfant de plus situé dans B.
%gk étant un d-cycle mod p* relativement & B, on a
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9, k91 g—1
?Pk’“p T o/

71 étant situé dans B, done
Py fr=ple

On obtient en divisant par p:
jrmpricrio Lo,

done p? est pour chaque ¢ un &'-cycle mod p*—! relativement & B.
Ce cycle n'est pas, relativement & B, , 0 mod p*~*, car §'il I'était,
on aurait ggk:j‘q+1+py" + 89 ~ mod p* relativement & B, ce qui
contredit notre hypothése. La formule (8) est donc démontrée, de
méme que la formule (7). La relation (5) est une conséquence
immédiate de (6) et (7).

Le résultat définitif peut étre formulé comme il suit:

Théoréme. La dimension modulaire de A par rapport & um
entier m est égale aw mazimum de la dimension modulaire de A par
rapport & tous les divisewrs premiers de m. '

Sur la dimension par rapport 2 la dominante.
Par
M. Bockstein (Moskwa).

L’article présent est consacré & T'analyse d’une notion qui se
rattache de prés 4 la notion de la dominante dimensionnelle d'un
ensemble, introduite par M. P. Alexandroff dans son mémoire
»Dimensionstheorie” 1), Cette notion conduit naturellement & poser
la définition suivante.

Définition. Nous appelons dimension d'un sous-ensemble fermé A
d'un espace euclidien par rapport & la dominante m, dimn A (m dant
un entier >=2), le plus grand nombre naturel g avec la propriété sui-
vante: il existe un sous-ensemble fermé B de Uensemble A (qui sera
nommé sous-ensemble directeur) pour lequel il se trouve um nombre
positif & tel qu'a chaque mombre positif & on peut faire correspondre
wn entier positif k tel qu'il y a dans A un é-cycle g-dimensionnel mo-
dule m* relativement & B qui, velativement & B, n’est pas e-homolo-
gue & zéro module mk %) (ce qui veut dire, si I’'on emploie la termino-
logie de M. P. Alexandroff3), qu’il existe dans 4 un Potenzzyklus
relatif g-dimensionnel avec la dominante m qui n’est pas homologue
4 zéro).

Le résultat fondamental de M. P. Alexandroff formulé dans
le dernier alinéa du numéro 50 de sa , Dimensionstheorie” donne
lieu 4 la proposition suivante: )

Théoréme 1. La dimension ordinaire (au sens de Browwer-
Urysohn-Menger) dim A d'un enscmble ferme A est égale au MALTMUM
des dimensions de A par rapport & toutes les dominantes possibles,

dim 4 = max dim,, 4.
m32

1) Math. Annalen 106 (1932), pp- 161-238 (cité plus tard ,Dimensions-
theorie®), n® 59, définition. )

* 2) Pour les définitions de toutes ces notions voir mon article préeédent
JSur la dimension module m* dans ce volume des Fundamenta Math.
%) Dimensionstheorie, n°® 21.
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