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Stefan Mazurkiewicz et son oeuvre scientifique.
Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Stefan Mazurkiewicz naguit le 25 septembre 1888 & Varsovie.
Son pére y était un avocat renommé.

Aprés avoir terminé ’école secondaire & Varsovie, Mazurkie-
wicz a fait ses études supérieures en mathématiques & Cracovie,
3 Lwow et 4 Détranger: & Minich et Gottingen. I1 a obtenu son
grade de docteur en philosophie en 1913 & I'Université de Lwow;
des maing du professeur 'W. Sierpinski en vertu de sa Thése sur les
courbes qui remplissent le carré.

Bn 1915, il devint professeur  de mathématique a 1'Univer-
sité de Varsovie. I1 occupa ce poste jusqua la fin de ses jours. Pen-
dant cette période, il a été revétu, 9 ans de suite, de la dignité du
Doven de la Faculté des Sciences Mathématiques et Naturelles;
depuis 1937 il est Prorecteur de I'Université.

Membre de ’Académie Polonaise des Sciences et des Lettres,
membre de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, il
est depuis 1935 Secrétaire Général de cette Société et pendant les
années 1933—1935 président de la Société Polonaise de Mathéma-
tique. Il est I'un des fondateurs et rédacteurs du périodique ,Fun-
-damenta Mathematicae”, de-mméme que membre du Comité de Ré-
daction des ,Monografie Matematyczne” depuis la fondation de
cette collection.

I n’y a pag d’initiative dans le domaine de la mathématique
‘polonaise & laquelle Mazurkiewicz n’elit pris une part active. En
méme temps, il est tuteur, éducateur et ami de la jeunesse; il est
Curateur du Cercle Mathématico-Physique d’Ktudiants de 1'Uni-
“versité de Varsovie durant les 30 ans depuis la fondation du Cercle
‘jusqu’a sa propre mort.
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Il passe & Varsovie les années de la dernidre guerre. Malgré
les rudes conditions de la vie, il trouve du temps pour travailler

- & son oeuvre capitale ,/Théorie des probabilités”. Malheureusement,

tous ses manuscrits et travaux ont été détruits en automne de 1944
par lincendie de la ville de Varsovie, brilée méthodiquement par
les Allemands. La copie de quelques chapitres, sauvée par hasard,
Tui sert au cours de la derniére période de sa vie & reconstituer des
fragments de son oeuvre.

Par suite d’horribles conditions d’existence sous I’occupation
allemande, la grave maladie dont il est atteint prend un développe-
ment rapide. Elle éclate en toute vigueur lorsque, aprés l'insur-
rection de Varsovie, Mazurkiewicz — de-méme que toute la popula-
tion de la ville — est impitoyablement chassé & courir le monde
sans abri ni domicile. J1 meurt & Grodzisk, & 30 km de Varsovie,
le 19 juin 1945.
'  F

En 1915, quand Stefan Mazurkiewicz montait la chaire de
mathématique & I’Université polonaise de Varsovie, reconstituée
aprés un demi-sidcle, il a été le plus jeune des professeurs: il
n’avait que 26 ans. Il a su néanmoing grouper autour de lui les
jeunes gens les plus actifs qui étudiaient les mathématiques et les
guider dans leurs intéréts scientifiques. Parmi ses éléves se trouvaient
comme étudiants de premiére année Knaster, Saks et moi-méme.
Le Séminaire de Topologie que Mazurkiewicz conduisait en 1916
avec Janiszewski a é6¢ probablement le premier dans I’histoire des
mathématiques qui fit consacré i cette diseipline alors naissante.
TLrintérat scientifique du milieu varsovien eommence & se dessiner
nettement déjd & cette époque: théorie des ensembles, topologie,
fondements des mathématiques. Cet intérét se traduit en 1920
par le fait d’importance capitale pour la mathématique polonaise:
Janiszewski, Mazurkiewicz et Sierpirski inamgurent le périodique
,Fundamenta Mathematicae” consacré tout particuliérement 3 ces
domaines de la mathématique. Le milieu varsovien, concentré au
travail portant en premier lieu sur ces domaines, parvient & un
nombre considéraple de nouveaux résultats eb problemes; de plus
en plus souvent ce milieu est appelé par le monde scientifique s, Heole
Mathématique. de Varsovie”. TLes mathématiciens s’y réunissent
chagque vendredi pour se communiguer mutuellement leurs résultats
et ginformer sur leurs nouvelles:idées ou problémes. Les réunions.
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ne se véduisent pas aux séances officielles de la Société Mathéma-
$ique, mais sont suivies des discussions menées le plus souvent au
café. Mazurkiewicz est I’Ame et le vrai chef de ces réunions inoffi-
-cielles. Combien lance-t-il d’idées nouvelles qui seront ensuite réali-
sées dans les travaux de lui-méme, de ses éleves et de ses collabora-
teurs; combien pose-t-il de nouveaux problémes et en résout d’an-
ciens; combien de travaux communs prennent leur origine dans ces
. -discussions!

1) y a fort pen d’auteurs qui, comme Mazurkiewicz, possédent
-dans leur bagage scientifique un nombre si important des problémes
résolus, posés par les autres savants et considérés par eux comme
particulierement difficiles. Doué d’une intelligence extraordinaire,
d’une rapidité d’orientation et des connaissances tres étendues,
Mazurkiewicz a été qualifié tout spécialement & ce rble.

Son érudition et la science dont il disposait dépassent consi-
dérablement les limites des mathématiques. Il connait parfaitement
T'histoire, se donne avec aimour & la lecture de la poésie et de la lit-
térature, s’intéresse & tout ce qui concerne les sciences et la culture.
En mathématique, il travaille avec la méme aisance et la méme
force créatrice a la topologie qu’au calcul des probabilités, & la
théorie des ensembles qu’a la théorie des fonctions analytiques. I1
procéde par une foule de méthodes propres aux diverses branches
des mathématiques et les sait appliquer avec maitrise pour résoudre
les problemes qui Vintéressent.

Ses communications & la Société Polonaise de Mathématique
‘ressemblent, au point de vue esthétique, aux objets d’art: éblouis-
:santes par l'ingépiosité et la richesse des méthodes, elles produisent
sur les auditeurs une impression esthétique trés profonde.

La contribution apportée & la science par Stefan Mazurkie-
wicz ne se réduit pas & la publication de plus d’une centaine de
“travaux de grande valeur. L’influence exercée sur ses éléves eb
collaborateurs par 'originalité de son esprit et la grandeur de son
talent (tait si puissante qu’elle persiste encore et continuera i per-
-sister. )

x F

I’un des premiers problemes, trés important, auguel Mazur-
kiewicz s'intéressait deés P’an 1913 était le probléme de caractériser
-d’une fagon intrinséque les continus, nommés plus tard péaniens,
<¢. & d. les continus gui admettent une représentation paramétrique
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continue sur Pintervalle. Dans deux notes Swur Darithmétisation du
continu, parues en 1913 (N° 4 et 5), Mazurkiewicz caractérise les
continus péaniens par la connewitd locale et intégrale par arcs: tout
couple ®, y de points se laisse unir dans un tel continu par un are;
de plus, cet arc peut étre supposé de diameétre arbitrairement petit
si les points # et y sont suffisamment voisins. La méme idée a été
développée plus tard par Mazurkiewicz dans son mémoire du I-er
volume des Fundamenta (N?34). Les notions qui n’avaient qu’un
role auxiliaire, sont étudiées ici pour elles-mémes; telles sont, en
particulier, les notions qui sont devenues si importantes: de poini
de conmexité locale (nommée alors point de premier genre) et de
.distance relative (= borne inférieure du diametre des arcs unissant
deux points donnés), qu’il appliquera & plusieurs reprises, jusqu’a
son dernier Mémoire du vol. XXXIIT des Fundamenta (sur la
théorie des bouts premiers). On doit ainsi & Mazurkiewicz, dans
la théorie des continus péaniens, les théorémes les plus fondamentanx
et les notions devenues classiques en Topologie. Quelques-uns de
ces théorémes ont été trouvés indépendamment et simultanément
par d’autres auteurs. Ainsi H. Hahn caractérisa les continus péaniens
par des conditions trés voisines de celles dont s’était servi Mazur-
kiewicz; le théoréme sur Pexistence d'un arc umissant deux points
donnés d’un continu péanien a été établi indépendamment par
M. R. L. Moore (théoréme nommé ,de Mazurkiewicz — Moore”).

Ces coincidences ne sont point étonnantes, v que le développe-
ment de la Topologie & cette époque imposait la solution des pro-
blémes précités 1). Rappelons qu'une quinzaine d’années auparavant
Peano a découvert quun domaine plan, ou méme un cube 4 3 di-
mensions, pouvait étre obtenu de 'intervalle par une transformation
continue. Cette elécouverte a conduit, d’une part, au probleme de
caractériser les continus qui se laissent obtenir de I’intervalle par
une transformation continue; d’autre part, en bouleversant P'intuition
habituelle de la dimension (qui semblait étre déterminée par le
nombre des paramdtres nécessaires pour représenter le continu en-
visagé), elle imposait aux topologues de définir d'une fagon adé-
quate la notion de dimension.

11 est remarquable que, dans cet ordre d’idées, Mazurkiewicz
dans sa Thése (N° 14) propose pour les engsembles compacts une

1) Ajoutons que M. Sierpifski, dans un travail paru dans le I-er vo-
Jume des Fundamenta s'est ocoupé aussi & caractériser les continus péaniens.
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définition de la dimension qui s’est montrée completement d’accord
avec la théorie générale de la dimension, développée plus tard par
M. Mengeret Urysohn (théorie basée sur les idées de H. Poincaré
et de M. L. E. J. Brouwer). A savoir, il proposa de nommer dimen-
sion de E le plus petit entier n tel qu’il soit possible d’obtenir I'en-
semble E d’un sous-ensemble non dense et fermé de Pintervalle
4 1'aide d’une fonction n’admettant que des points d’ordre <Kn-1.
Cette définition a été suggérée & Magurkiewicz par les deux:faits
suivants qu'il avait établis: 1) toute transformation continue de I’in-
tervalle en un domaine du plan admet nécessairement des points
d’ordre >31), 2) tout sous-ensemble fermé et non dense du plan
se laisse obtenir d’un engemble linéaire fermé par une transformation
n’admettant que des points d’ordre <2.

La théorie de la dimension attire I’attention de Mazurkiewicz
4 plusieurs reprises. Dans le vol. X des Fundamenta il résout les
problémes » et 2 A’Urysohn en démontrant 'existence d’un espace
complet séparable de’ dimension # qui n’est connexe entre aucun
couple de points. Dans le vol. XIIT il établit existence d’ensembles
faiblement n-dimensionnels (c. & d. dont le noyau dimensionnel est
de dimension <<n) pour tout ». Il montre (N°61) qu’en enlevant
d’une région contenue dans 'espace cartésien & m dimensions un en-
semble de dimension %—2, on obtient un semi-continu. Il démontre
(N°109) d’une fagon particuliérement simple et ingénieuse gue tout

continu de dimension 2 contient un continu indécomposable (pro-

bleme de M. Alexandroff). I établit avec M. Szpilrajn-Mar-
czewski (N®121) l'existence (sous I’hypothése du continu) d’un
ensemble de dimension: n (arbitraire). qui est de I-e catégorie sur
tout ensemble parfait (singularité découverte par M. Lusin). II vé-
gout un probléme de Topologie combinatoire, pdsé par M. Ale-
xandroff, concernant la dimension ,modulo m” (N° 92).

La théorie des courbes, étroitement liée & celle de la dimension,
est Pobjet de plusieurs travaux de Magurkiewicz: dang les notes
NN° 57, 66 et 68 il établit des théorémes concernant la structure

des points d’ordre du continu, en résolvant des problémes posés

par M. Menger et par Urysohn. .

L’un des probléemes qui s’est imposé il v a 30—40 ans était
celui de caractériser d’une fagon intrinséque les ares simples, .2 d.
les images biunivoques et continues de Pintervalle (le méme probléme

%) Résultat acquis indépendamment par H. Hahn.
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concernant les images continues, pas nécessairement biuniveques,
¢. & d. concernant les continues péaniens, a été résolu — comme
nous avons vu— par Mazurkiewicz). C’est & ce but que fut introduite
et étudiée par Zoretti et Janiszewski la notion de continu irré—
ductible entre deux points?). L'un des premiers résultats de Ma-
zurkiewicz (N°1) est une démonstration de Lexistence dans tout
continu contenant les points a et  d’un continu irréductible entre a
et b (ajoutons que dans la méme note des Comptes Rendus, Mazur-
kiewicz introduit la notion importante d’ensemble connexe entre
les points a et b, sous le nom ,,d’ensemble K{a,b)”). La théorie des
continus irréductibles entre deux points (développée par Jani-
szewski dans sa These) conduisit 4 I’étude de Pune des découvertes
le plus remarquables en Topologie, & celle des continus indécompo-
sables %), découverts par M. Brouwer en 1910. (Yest dans ce domaine
que Mazurkiewicz parvint & de nombreux résultats trés profonds
et fondamentaux.

En analysant la structure d’un continu indécomposable, il
constate que tout continu indécomposable est irréductible entre
deux points. Plus encore, ¢ étant un point arbitraire d’un continu
indécomposable €, Pensemble des points = tels que ¢ n’est pas irré-
ductible entre ¢ et # (nommé le composant de a) est de I-e caté-
gorie dans € (N° 32). 11 s’en suit gue la famille des eemposants d’un
eontinu indécomposable est indénembrable; plus précisément: elle
est de la puissance du continu (N© 55), car il existe dans ¢ un en--
semble parfait qui ne contient gu’un seul point, au plus, en commun
avec toute composante.

Tout continu indécomposable situé sur le plan jouit de deux
propriétés remarquables: ses ecomposanuts qui contiennent (an moins})
un point accessible constituent un ensemble de I-e catégorie (NY62);
celles qui contiennent au meing, deux points accessibles, consti-
tuent une famille finie ou dénombrable.

I’étude des continus indécomposables se rattache aussi au
probléme suivant. Au Congrés de Cambridge, en 1912, Janiszewski
annonca, dans une communication trés bréve, Iexistence des con-
tinus dépourvus d’ares simples. Sauf la cemmunication de Jani-
szewski, qui ne pouvait servir aucunement de définition du con-

1) Continu qui ne contient aueun vrai sous-continu unissant ces points.

2) Un continu est dit indécomposable &’il n’est pas somme de deux con--
tinus différents de lui
Fundamenta Mathematicae, T. XXXIV. 2F
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‘tinu en question, ne parut pendant une dizaine d’années aucune
démonstration de D'existence des continus jouwissant de cette pro-
priété paradoxale. Le probléme fut résolu définitivement par M. Kn a-
ster qui dans sa Thése (Fund. Math. 3, 1922) donna la définition
d’un continu plus paradoxal encore: d'un continu qui ne contient
que des sous-continus indécomposables (continu nommé ,hérédi-
tairement indécompdosable”).

Mazurkiewicz établit le théoréme de M. Knaster d’une facon
excessivement simple et ingénieuse (NO 67). Au lien de définir un
continu héréditairement indécomposable bien déterminé, il envisage
Tespace E de tous les sous-continus du cercle #2+y2<(1 (cet espace
étant métrisé par la distance de Hausdorff) et, dans I'espace E,
Pensemble A des continus qui ne sont pas héréditairement indé-
composables; il montre que A est de I-e catégorie dans E, donc
A=+FE en veitu d'un théoréme de Baire (appliqué & Pespace E com-
pact). Ce proeédé donne non seulement la démonstration de Pexi-
stence des continus héréditairement indécomposables, mais il met
en lumiére un fait trés instructif et pas moins paradoxal: les continus
héréditairement indécomposables, qui pouvaient paraitre exception-
nels, sont les continus les plus fréquents parmi tous les continus
‘plans: tous les autres sont des exceptions!

Iia méthode esquissée ci-dessus, nommée méthode de catégorie,
s'est montrée extrémement avantageuse dans maints problemes d’e-
xistence en Topologie et en Analyse. Mazurkiewicz a été I'nn des
premiers & g'en servir. (Yest 4 'aide de cette méthode qu’il démontre
(en précisant un résultat de MM. Hardy et Littlewood) Pexistence
d’une fonction continue et périodique f(x) telle que I'intégrale

1
f fle 1)+ flo—1)—2f(x) i
i
0
diverge pour tout ; ’ensemble de toutes les fonctions qui ne jouissent
pas de cette propriété étant — comme le prouve Mazurkiewicz
{N0 79) — de I-e catégorie dans Despace fonctionnel.
Par la méme méthode peut étre démontrée aussi Vexistence
d'une fonetion continue dépourvue de dérivée en chaque point
(N0 78) 1),

) Dans le méme ordre d’idées, voir une note de Banach, Studia Math. 3

(1931), p. 174.
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Dans un ordre @‘idées analegue, Mazurkiewicz a obtenu le
résultat remarquable suivant. M. Sierpifski a défini un continu 8,
non dense sur le plan, qui contient une image homéomorphe de tout
autre sous-continu non dense du plan. Or Mazurkiewicz démontre
que, dans Pespace (&2)7 des transformations continues de Iimter-
valle 7 =01 en sous-ensembles du plan, pour toutes les fonetions f—
abstraction faite d’un ensemble de I-e catégorie — Lensemble #(J)
est homéomorphe 3 S; en d’autres termes: en transformant Pinter-
valle 01 en un sous-ensemble du plan, on obtient ,le plus souvent”
une courbe homéomorphe 4 la courbe § (N0 108 ¢t 125).

La méthode de catégorie n’est quun chapitre de V'étude des
nhyper-espaces”, tels que Despace fonctionnel Y%, Pespace 2% deg
sous-ensembles fermés de ¥, Pespace des sous-continus de .
Létude de Pespace 2% fait objet de plusieurs travaux publiés par
Mazurkiewicz seul ou en collaboration avee M. Borsuk. Dans
Pétude de Pespace, Y%, Mazurkiewicz s'cceupe, -entre autres, des
problemes liés 4 la théorie des ensembles projectifs. 11 prouve (N°115)
que dans Pespace &7 (espace des fonetions continnes'a valeurs réelles
définies sur Dintervalle 01), les fonetions différentiables constituent
un enserable non borelien projectif (de classe (/4); dans Pespace &@,
les fonetions f(z,y) qui admettent pour un ¥ (au moins) et pour
tous les x la dérivée partielle f.(w,y) constituent un ensemble pré-
cisément de classe projective P(I4 (N© 119). Ces théorémes montrent
que, dans les espaces fonctionnels, les exemples d’ensembles pro-
jectifs non boreliens (ou d’ensembles qui sont précisément d’une
classe projective donnée) s'imposent d’une facen trés natureﬁe,
tandis que dans I'espace des nombres réels les exemples d’ensembles

. non boreliens s’obtiennent de facon plus ou moins artificielle b,

Les résultats de Maznrkiewicz dont il a été question jusqu’ici
appartiennent aux domaines des mathématiques qui sont Pobjet
des Fundamenta. Son oceuvre scientifique dépasse largement ces
limites: il enrichit de ses résultats 1'Analyse, le Calcul des Proba-
bilités, méme la Mécanique classique (N°®52)2).

1) Un fait analogue a été observé antérienrement par M. Hurewiez dans
Phyper-espace 27; 1o aussi des ensembles trds simples sont non horieliens. Voir
Fund. Math. 15 (1930), p. 4.

%) Je dois & M. Marczewski les lignes qni suivent sur les travaux de
Mazurkiewicz dans le domaine de la Théorie des fonetions et de la Théorie
des Probabilités.

21%
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Les travaux de Mazurkiewicz dans le domaine de variable complexe
ont un caractére tres varié. Il y en a de caractére purement analy-
tique (tel que son travail sur les fonctions entleles, Ne1my, il y
en a d’autres qui se rattachent par leur sujet & la Topologie et qui
font intervenir de nombreux théordémes topologiques (telle est par
exemple sa note sur I'approximation des transformations des dendn-
tes par les polyndmes, N° 80; telles sont aussi ses recherches sur
Pensemble des points singuliers d’une fonction analytique,” N° 74).

A coté des travaux contenant des théorémes nouveaux, on en
trouve qui contiennent des démenstrations nouvelles, remarquables
par leur simplicité. Telles sont ses notes sur le théoréme classique
de Rouché (N116), ainsi que sur les théorémes de Pal et de Felete
sur Dexistence d’une série qui approche d’une certaine facon toute
fonction continue dans lintervalle 01 (N° 123).

La méthode ,,de catégorie” dont nous avons déja parlé, a ébé
appliquée par Mazurkiewicz avec grand sucees & la Théorie des
fonctions analytigques. Cest ainsi qu'il démontre (N° 120) que, dans
Pespace des fonetions holomorphes f définies sur un domaine simple-
ment connexe, pour toute fonetion f — abstraction faite d’un ensemble
de I-e catégorie — chaque série de Taylor de f est ultraconvergente
dans ce domaine. Guidés par les idées de Mazurkiewicz, ses éléves —
en particulier Kierst et Szpilrajn-Marczewski — sont parvenus
a d’autres résultats remarquables concernant les fonctions analy-
tiques, toujours par la méme méthode de cabégorie?).

De nombreux problémes sur la Théorie des fonctions sont
traités par Mazurkiewicz comme problémes sur des espaces fonction-
nels. Ce proeédé exige Pintroduction d’une métrique conforme au
probléme considéré. Comme en Topologie, Mazurkiewicz invente en
Théorie des fonctions analytiques des métriques frés remarquables;
c’est ainsi par exemple qu’il considére lespace des fonctions mé-
romorphes comme le carré cartésien” de I'espace des fonctions
holomorphes (N¢ 118).

Dans le Caleul des Probabilitds, Mazurkiewicz s'intéresse tout
d’abord & la loi des gra,nds. nombres. Dans un travail publié en po-
lonais et presque inconnu i 1étranger (N° 41), il parvint indépen-
damment de Cantelli & formuler et & établir le théoréme connu
sous le nom de la loi forte des grands nombres. '

1) Cf. Fund. Math. 21 (1933), p. 276.
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A partir de 1932 Mazurkiewicz publie plusieurs travaux sur
les fondements du Caleul des Probabilités; il esquisse plusieuvs mé-
thodes de traiter ce calcul d’une maniére axicmatigue ou bien de le
baser sur la théorie de mesure dans PAlgébre de Boole ou de le ratta-
cher & la théorie des systémes déductifs de la Logique mathéma-
tigue (NN°91,102,105). Dans Pun de ses derniers manuscrits (N°129),
il démontre que 'espace des variables aléatoires pour le jeu de pile
et face peut étre complété % un espace séparable ,universel” des
variables aléatoires; la méthode dont il se sert est une modification
de la méthode bien connue de Cantor-Méray dans la théorie des
nombres irrationnels; méthode dont il s’est servi avee succes & plu-
sieurs autres occasions.

Toutes ses recherches sur le Calcul des Probabilités Mazur-
kiewicz a réuni et a développé systématiquement dans son grand
traité, que nous avons déjd mentionné (N°130). Malheureusement, la
majeure partie de cette oeuvre a été perdue pour la science,

La liste des résultats de Mazurkiewicz que nous avons cités
est loin d’¢tre complete. Comme nous I'avons indiqué auparavant,
une partie considérable de l'oeuvre scientifique de Mazurkiewicz
se compose de solutions des problémes posés par d’autres auteurs
et qui appartiennent & des différents domaines de Mathématiques.

Citons-en un qui parait surtout remarquable. D’aprés un
théoréme de M. Sierpinski, auecun continu ne peut étre représenté
en somme d'une suite infinie d’ensembles fermés et disjoints. D’autre
part, le méme Auteur a défini dans Pespace eunclidien 4 3 dimensions
un ensemble connexe, fermé, non borné (un ,,continu non borné”
d’apres la terminologie d’alors) qui se laisse décomposer en ume
suite infinie d’ensembles connexes, fermés et disjoints. Le méme
probléme pour le cas du plan a été posé dans le vol. IT des Funda-
menta (probléme 13).

Ce probléme — {rés profond et difficile — fut réselu compléte-
ment par Mazurkiewicz. Voiei sa solution: il existe sur le plan un
ensemble connexe, fermé et décomposable en une suite d’ensembles
fermés et disjoints; d’autre part, il n’existe sur le plan aucun ensemble
connexe et fermé qui soit décomposable en une suite infinie d’ensem-
bles connexes, fermés et disjoints (N0 47) 2

1) Lz deux &me théoréme a été étahli indépendumment par M. R, L. Moore,
Fund. Math. 6 (1924), p. 189,
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Liste des travaux, scientifiques de Stefan Mazurkiewicz,
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