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38 - C. Kuratowski.

11 suffit, en effet; de substituer & @ la famille de toutes les
fonctions continues, définies sur des Gs et admettant ¢ valeurs.

La méme famille F satisfait aussi & A. Car la condition
F(X)—Y = implique que X=¢; en conséquence, aucun engemble-
élément de la famille F ne se laisse transformer en un autre par
une fonction dont l'ensemble des valeurs ait la puissance < c.

T.e th. Brésulte évidemment de A’. Tl se déduit avussi du théoréme
p..36 en substitnant & @ la famille de toutes les homéomorphies
définies sur des ¢ indénombrables (en vertu du théoréme de M. La-
vrentieff 7), d’aprés lequel chaque homéomorphie se laisse étendre
sur un ensemble Gs).

7y C. R. Paris t. 178 (1924), p. 187. Cf. Topologie I, p. 214.

Les correspondances multivoques et Paxiome du choix.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

On dit quion a défini entre deux ensembles gquelconques P
et @ une correspondance bi-»-voque (o » est un nombre naturel)
si I'on a défini une correspondance qui fait correspondre & tout
&lément p de P un ensemble E(p) formé de » éléments de @, telle
quil existe pour tout élément ¢ de ¢ précisémment » éléments p
de P tels que g¢eH(p). En utilisant Paxiome du choix Dénes
Konig a démontré!) que 'l existe une eorrespordance bi-»-voque
entre deux ensembles P et @, il existe aussi une transformation
biunivoque 7 telle yu’elle ne tait correspondre deux éléments yue si
ces éléments se correspondent par la correspondance bi-»-voque
donnée (c. & d. telle que f(p) e K(p) pour pe P).

Pans le n® 1 de cette Note je prouverai que si I’on savait dé-
montrer cc théoréme de M. D. Kénig pour y==2 sans faire appel
3 Paxiome du choix, on saurait démontrer sans 1'aide de cet axiome
l'existence d’'un ensemble non mesurable au sens de Lebesgue.
Je nommerai notamment une correspondance bi-2-voque entre
deux ensemkles hien définis d’ensembles linéaires et je démontrerai
que §i Pon savait nommer une correspondance biuniveque entre
ces ensembles, on saurait nommer un ensemble linéaire non me-
surable L.

Dans le nd 2 de cette Note je démontrerai le théoréme de
M. D. Konig pour »=2 en admettant Paxiome du choix pour les
familles d’ensembles disjoints formés de deux éléments.

1. Divisons tous les nombres irrationnels en classes, en ran-
geant dans une méme classe deux nombres dans ce et seulement
dans ce cas, si leur différence est un nombre rationnel. Nous appel-
lerons ces classes classes de Vitali. On obtient ainsi wne décompo-
sition de Pensemble N de tous les nombres irrationnels en classes
de Vitali digjointes. Si 'ensemble linéaire ¥ est une classe de Vitali,

1) Fundamenta Mathematicae 8, p. 114.
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P’ensemble F* symétrique & ¥ par rapport au point 0 est, comme
on voit sans peine, une classe de Vitali disjointe de V.

Soit P Pensemble de toutes les classes de Vitali et soit @
Pensemble de tous les ensembles linéaires B pour lesquels il existe
une {au moins) classe de Vitali V¥ telle quon a ou bien
E=V+7*+{0}1), ou bien E=V-+V*4-{1}. Je nommerai mainte-
nant une correspondance bi-2-voque entre les engembles P et Q.

Pour I'avoir, il suifira de désigner pour tout ensemble 1
appartenant & P, par K(V) Pensemble formé de deux ensembles
T+V*+{0} et ¥ +V*+{1}. En effet, vu que les classes de Vitali
sont formées de nombres irrationnels, I'ensemble K(F) est pour
tout ¥ e P formé de deux ensembles linéaires distinets (H(V) est
d’ailleurs, une paire ordonnée). Or, si E @, il existe (vu la définition
de Pensemble @) un nombre a; égal & 0 o & 1 et une classe de Vi-
tali ¥, tels que B=V,+ V{+{n}, et encore une autre V,=V}{,
puisqu'on a aussi E=V,+V¥+{a} Or, gl était encore
BE=V4V*+{a}, o V est une classe de Vitali et a=0 ou a=1,
on aurait nécessaivement V=V, ou bien ¥=VY, puisque, dans le
cas olt V=T, et VV1, les classes de Vitali distinetes étant dis-

done E=V+V*+{a}=+=V,+V1+{a)=E, ce qui est impossible. Vu
la définition de I'ensemble K(V), il existe donc deux et seulement
deux classes distinetes ¥ de Vitali telles que FeXK(V) (notam-
ment ¥ =V, et ¥=¥7).

La fonction K(¥) que nous avons nommée, détermine donc
une correspondance bi-2-voque entre les ensembles P et Q.

Or, admettons que nous savons nommer une correspondance
biunivogue f entre P et @ telle que f(V) e (V) pour V e P. Soit f—1
la correspondance inverse. Divisons toutes les clagses de Vitali
en paires non ordonnées {¥,¥*}; soit & la famille de toutes ces
Paires. Comme j’ai démontré ailleurs ?), si ¥ est nne famille de elasses
de Vitali qui contient une et seulement une classe de toute paire
de la famille @, Pensemble linéaire ) I (c. & d. 'ensemble-somme

L

de tous les ensembles de la fanlilleEEY/) est non mesurable I. Or,
s0it ¥ la famille de tous les ensembles f“‘(T’—f—V*—J-{O}), olt VeP.
Je dis que la famille ¥ contient une et seulement une classe de
Vitali de toute paire de la famille @.

2) {a} désigne 'ensemble formé d’un seul élément, g.
%) Mathematica 3, p. 1.
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Soit, en effet, {V,7*} une paire (non ordonnée) donnée de la
famille @ et cherchons tous les ensembles ¥ de la famille ¥ tels
que B e {V,7*}, done tels que E=T, ou bien E=T* Comme Ee¢ ¥
(vu la définition de la famille ¥), il existe un ensemble H e P tel
que E=fFH-+H*{0}), ot H+H*+{0}=fE), donc ou bhien
H+-H*+{0}=f(V), ou bien H-+-H*+{0}=7FT*, et, comme
(V) e E(V)={V +V*+{0},F +V*+{1}} et f(I"™*) e K(V*), on trouve
sans peine H-+-H*+{0}=T+7*+{0}, ce gqui donne (les classes
de Vitali étant disjointes, et va que H=H* V=T*) H=V, ou
bien H=T*, Qo toujours E=j"Y(H+H*+{0}) =7 V-+V*+{0}).
1l existe done au plus un ensemble de la famille ¥ qui appar-
tient & {1,V*}. D'autre part, on voit sans peine que, si I'on pose
E=f" T +T7*+={0}), on a {(E)=V+T*4{0}, ce qui donne, d'aprés
H(B) e K(B), V+V*+{0}=E+E*+{0}, donc ou bien E=V, ou
bien EeV* et entout cas Ee{V,V*}; vuque E=fY ¥V +V*+{0}) ¥,
on voit done que la famille ¥ a un {au moins) ensemble-élément
de 1a paire {V,¥*. La famille ¥ jouit donc des propri¢tés désirées
et ensemble 2;' E (bien défini i 1'aide de la fonction f) est non me-
surable L. " )

Notre assertion est ainsi démontrée. Done, a U'etat actuel de la
Science; nous ne savons pas démontrer le théoréme de M. D. Kénig
sans faire appel & Dariome du choix méme dans le cas ol y=2.

A propos du théoréme T, de F. Bernstein: .Si pour deux
nombres cardinaux m et n on a sm=rn, » étant un nombre fini
quelcongue, alors on a m=n", M. D. Konig s’exprime (1. c., p. 127)
comme suit: ,.Ce théoréme peut étre formulé de la facon suivante:
@il existe une transformation bi-»-voque (» fini) entre deux en-
sembles, ceux-ci sont équivalents”. Appelons cette derniére pro-
position T,. Je ne sais pas démontrer Péquivalence des théorémes Ty
et T, sans admettre 'axiome du choix méme pour le cas »=2. Je
sais démontrer sans faire appel & Paxiome du choix le théoréme 7
pour »=24), mais je ne sais pas démontrer sans utiliser P’axiome
du choix que les ensembles P et @ définis plus haut (entre lesquels
il existe une correspondance bi-2-voque) ont miéme puissance.

4 Voir ma note dans Fund. Math. 3, p. 1.
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2. Roient P et @ deux ensembles donnés entre lesquels il existe
une correspondance bi-2-voque. A tout élément p de P correspond
done un ensemble E{p) formé de deux éléments de ¢ et, pour tout
élément ¢ de @ il existe 'précisément deux éléments p de P tels que
g e K (p).

Soit R=P x @ le produit cartésien des ensembles P et @
(e. & d. ensemble de tous les systémes ordomnés (p,q), ot peP
et g €@, et soit & ensemble de tous les points (p;¢) de Ik, ot p e P
et q e« K(p). Pour tout ¢lément p de P donné, il existe évidemment
deux points de § & Pabseisse p et pour tout élément ¢ de ) il existe
deux points de S & I'ordonnée ¢ (les points (p,q), ol ge K(p)). s étant
un point de S, désignons par ¢(s) le point (unique) de & autre que s
et ayant la méme abscisse que s et par y(s) le point (unique) de &
autre que s et ayant la méme ordonnée que s. Les fonetions ¢(s)
et y(s) sont ainsi définies pour tout point s de S et on a évidemment;
ep(s)=s8 et pyp(s)=s pour s e 8.

Désignons pour tout point s de S par E(s) I’ensemble formé
de deux suites du type »*-+ o (2 termes non nécessairement distinets):
0= (o ippp(8), (8), 9(S), 5, 9(8), pp(s), pyge(s),--.)
5= (oo g (8); 9(8), ¢(8), &, 9(8), (8), wory(s), .o
dont P’ordre est inverse.

Soient s et s; deux points de & et admettons que les suites oy
et o, ont un terme commun a. On voit saus peine ¢ue le terme qui
précede ¢ dans la suite o; est on bien y(a), ou bien ¢(a), et le terme
qui suit @ dans o, est ou bien ¢a), ou bien y(a); paveillement
pour la suite o,. On en conclut aussitdt que les suites o, eb oy
sont formées de mémes termes dansle méme ordre (Pune étant une
translation de D’autre) ou bien dans Dordre inverse. On a done ou
bien o,= 05 ou bien o,=of, donc en tout cas E(s1)=F(s) (puisque
B(s)={0,0%}). §i les suites o, et o, n’ont pas de termes communs,,
on a évidemment oy=F0s, 05707, ok==0,, ola=of ot les ensembles
E(sy) et E(s) sont disjoints.

Soit F la famille de tous les ensembles E(s) distincts, ob s € 8.
Les ensembles de la famille ' sont donc disjoints et formés chacun
de deux éléments. En admettant I’axiome du choix pour les familles
d’ensembles disjoints formées de deux ¢léments, nous coneluong
qu’il existe un ensemble Z contenant un et seulement un élément
de tout ensemble de la famille F. Les éléments de Z sont done des
suites (du type w*4 o) n’ayant pas de termes communs.

et
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8i peP, il existe, comme nous savons, deux et seulement
deux points de S & Pabscisse p; si 'un d’eux est s, autre est @(8);
ils sont des termes des suites o, et ¢ et comme une et seulement
une de ces suites (qui sont les deux éléments de E(s)) appartient
4 Pensemble Z, s et ¢(s) appartiennent 4 un méme élément de Z
et évidemment & un seul.

1l existe donc pour tout p ¢ P un et seul élément e, de L'en-
semble Z anquel appartiennent les deux points de S & I'abscisse p.
Soit s=(p,q) un terme de ¢, & 'abscisse p; @(s) est alors aussi un
point & Pabscisse p, s0it ¢(s)=(p,¢’'). S1l'on a, dans la suite e,, $¢7(8),-
posons f(p) =g, et si ¢(s)<s, posons f{p)=¢'. Je dis que I'élément f(p)
ne dépend pas du choix du terme s & 'abscisse p de la suite ¢, (qui
contient au moins deux tels termes). Soit, en effet, s,={(p,q) un
autre terme de la suite e, & Pabscisse p. Vu que se 8 et s e 8, om:
a évidemment, soit ¢, =g, soit ¢ =¢'. 8i g;=¢, on a 5;=s, et si ¢, =¢,
on a §=g¢(s). B s;=s et si s<p(s), on & 5<¢(sy), done toujours
fp)=4q, et si @(s)<8s, on a ¢(s,)<s, done toujours f(p)=¢'. Or,
£ 5= q(s) et si s=20(s), on A p(s)=2s; et, Vo que s =¢(s)=(p,);
on a toujours f(p)=g et, si ¢(s)<Vs, on a §;<¢(s1), donc toujours
f(p)=1¢". ' ‘

La fonction f(p) est ainsi définie pour p e P et ses valeurs
sont des ¢léments de Q. Je dis qu’elle établit une correspondance
biunivoque entre les ensembles P et ¢.

En effet, soit p € P, p, € P, p=p, et admettons que fp)=7(p1).
Comme s=(p,f(p)) e 8 et s;=(py;7(py) € 8, il résulte de f(p)=7(p1)
que les points s et s; ont la méme ordonnée, donc s;= y(s). Les points
de. S i Pabscisse p sont s et g(s) et les points de § & Pabscisse p;
sont s, et ¢(s,), done y(s) et gy(s). Or, il résulte de Ia définition de
1a fonction f quon a, dans ey, s<2¢(s) et ,<¢(s;), done u(s) V<qu(s);.
or, ¢, étant une des suites gs 0u of, cela est impossible. La fonction f
est donc & valeurs distinctes dans P.

Soit enfin g un élément de ¢. Il existe, comme nOUS SAVONS,
deux éléments de S & Pordonnée ¢; si 'on désigne l'un d’eux par
s=(p,q), Vautre sera (s)=(py,q). Soit encore (8) = (P, ¢1)»
op(s) ={(py,¢,). On a dans la suite ¢, ou hien

gy(s)Zp(s)<Ls<3g(s) (81 ep=0s)y

ou bien g(s)<s<wp(s)<gp(s) (si ep=03).
Dang le premier cas on a, comme on voit sans peine, ¢={(p),
dang le second g=f(p;). On a donc QCHP).
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La fonetion f établit ainsi une correspondance biunivoque
entre P et Q. Or, comme (p,f(p)) S pour p €S, vu la définition
de Densemble S, on a f(p) e K(p) pour p e P. La fonction f ne fait
done correspondre & un élément de P un élément de @ que si cet
&lément Tui correspond par la correspondance bi-2-voque donnée,

Nous avons ainsi démontré le théoréme de M. D. Konig
pour »=2, en admettant 'axiome du choix seulement pour les
familles @ensembles disjoints formés de deux éléments. ‘

La question se pose si l’on peut nommer une correspondance
bi-2-voque entre deux ensembles de nombres réels effectivement
détinis M et N, telle qu'on ne saurait nommer aucune COXLespon-
dance biunivoque entre M et N. Or, il est & remarquer (ue sans
utiliser Paxiome du choix nous ne savons pas démontrer la propo-
sition gue voiei:

8i F est un ensemble de points dans le plan tel que chaque
droite paralléle & 1'un des deux axes des coordonnées a avec E pré-
cisément deux points communs, il existe un sous-ensemble F, de B
tel que chacune de ces droites a avec F; un et un seul point commun 5.

5) ¢f. D. Konig, L c., p. 133,

Sur les fonctions continues non dérivables.
Par
Wiladystaw Orlicz (Poznaf).

1. Dans la littérature mathématique, méme an cours des der-
nidres années, il ne manque pas de travaux concernant les fonetions
contintes non dérivables. On y trouve des exemples des fonctions,
définies & laide des considérations géométriques ou analytiques,
qui sont @épourvues de dérivée soit dans un intervalle, soit dans un
engemble particulier de points; on trouve aussi des théorémes d'exi-
stence de telles fonetions. En particulier on peut envisager plusieurs
exemples des fonctions continues mon dérivables répreséntées par
les séries infinies de fonctions périodiques comme des exemples
de 1a méthode constructive, Lorsqu'il wagit des théorémes d’existence
des fonctions assujeties & certaines singularités, on emploie dans
les derniéres années de plus en plus la notion de catégorie de Baire.
On démontre p. ex. que dans un espace métrique complet, conve-
nablement choisi, composé de fonctions continues, toutes les fonctions, .
exception faite d’un ensemble de T eatégorie de Baire, sont dépourvues
de dérivée partout?). Cette méthode a quelque avantage vis a vis
de la méthode constructive: elle s’appuie sur une idée générale,
qu'on peut employer aussi avee succés dans plusieurs problémes
analogues, elle montre aussi que pour les fonections continues, I'in-
dérivabilité est un phénoméne, pour aingi dire, habituel. Cette mé-
thode exige moins de caleuls, mais d’autre part, ne conduit gu’'indi-
rectement aux exemples effectifs des fonctions ayant les singu-

1) Voir: 8. Mazurkiewiez, Sur les fonctions non dérivables, Studia Math. 3
(1931), p. 92-94; 8. Banach, Uber die Bairesche Kategorie gewisser Funktionen-
mengen, ibidem, . 174-179. CE. aussi p, ex. H. Auerbach et 8. Banach, Uber
die Holdersche Bedingung, ibidem, p. 180-184, olt la notion de catégorie de Baire
est utilisée pour les. buts analogues.
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