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Faisons, pour ierminer, unc petite digression. En 1940, dans
les heares les plus sombres de 1'occupation allemande de la
Pologne, un autre mathématicien éminent, Waclaw Sierpifski, en-
voyait clandestinement aux périodiques étrangersi des succintes
communications qui contenaient des théorémes sans démonstra-
tions et se terminaient par la formule trés usuelle en apparence:
.»Les démonsirations de ces théorémes paraltront dans le journal
Fundamenta Mathemalicae”™ ). Cetie bréve formule sonnait alors
comme un credo: que la Pologne survivera et que la mathémati-
que polonaise renaitra avec elle. Aujourd’hui ,J'undamenta Mathe-
maticae” réapparaissent depuis 1945, ,Studia Mathematica” se re-
dressent, anciennes éditions mathématiques reprennent leurs pu-
blications et nouvelles commencent & paraitre.

De méme que la reprise de’cette activiié éditoriale est pour
nous Pexpression de la renaissance de motre science en Pologne,
la prochaine publication et la continvation des iravaux de Stefan
Banach témoigneront de ce fait que, malgré sa mort, son esprit
créateur habite parmi nous.

26) Voir p. ex. W. Sierpifiski, Sur les bases dénombrables des famil-
les de fonctions, Pontifica Academia Scientiarum, Acta 4 (1940), p. 212
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SUR LES SUITES D’ENSEMBLES
EXCLUANT LEXISTENCE D’UNE MESURE
“PAR
S. BANACH ¢}
© NOTE POSTHUME AVEC PREFACE ET COMMENTAIRE DE E. MARCZEWSKI

Préface. Banach et Kuratowski?!) ont résolu en 1929
Yainsi dit probléme généralisé de la mesure (en admettant I'hypo-
thése du continu): ils ont démontré que toute mesure dénombra-
blement additive, définie dans le corps de tous les sous-ensembles
d'un ensemble arbitraire X de puissance du continu, s’annule
identiquement lorsqu’elle s’annule sur tous les ensembles & un
élément. Il ne s’agit ici, comme aussi dans la suite, que des mesu-
res finies.

Les mémes auteurs ont remarqué plus tard que leur démon-
stration donne au fond un résultat plus précis (bien que non
formulé explicitement), 3 savoir: lexistence d’une suite {E.} de
sous-ensembles de X qui admet une infinité indénombrable d’a-
tomes 2) (non vides) et telle que

(0) toute mesure dénombrablement additive, définie dans le
plus petit corps dénombrablement additif ayant les E. pour élé-
ments, s'annule identiquement lorsqu’elle s’annule sur chacun
des atomes de la suite {En}.

L’étude des suites d’ensembles pourvues de la propriété (0)
n'est pas facile. Banach se posait, par exemple, le probléme
suivant qui— autant que je sache — reste ouvert jusqu’a présent:

P 21. La somme de deux familles dénombrables dépourvues
de la propriété (0) peut-elle avoir cette propriété?

1} 8, Banach et C. Kuratowski, Sur une généralisation du probléme
de la mesure, Fundamenta Mathematicae 14 (1929), p. 127-131; cf. aussi ce vo-
lume, p. 100 et 133,

2) Pour la définition de I'atome voir p.ex. E. Szpilrajn-Marczewski,
The characteristic function of a sequence of sets and some of its applications,
Fundamenta Mathematicae 31 (1938), p. 207-223, en particulier p. 209 et 211.
Cf. aussi la définition donnée plus loin, p. 104.
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Dans la note qui va suivre, Banach caractérise les suites
{Ea} "ayant la propriété (0) a 'aide de deux notions: celle de
fonction caractéristique d’une suite d’ensembles ?) et celle d’en-
semble étant absolument de mesure nulle. Rappelons qu'on appelle
ainsi tout ensemble 4 situé dans lintervalle =<0, 1> lorsque,
quelle que soit la mesure dénombrablement additive g, définie
dans le corps de tous les sous-ensembles boreliens de I et s’an-
nulant sur les ensembles & un point, il existe un cnsemble boré-
lien BDA tel que u(B)=0.

La note de Banach?). X étant un ensemble d’éléments quel-
conques, soit {E,} une suite d’ensembles contenus dans X.
Désignons par ci(x) ot xe¢X la fonction caractéristique de
I'ensemble E, et posons

» o Cnlx
(1) : ’ (:("C)’:z'rlz’:’1 n3(n)'

La fonction c(x) s’appelle fonction caractéristique de la suite
d'ensembles {E,}. Evidemment, les valeurs de cette fonction appar-
tiennent & Pensemble & de Cantor, c’est-d-dire a celui de tous
les nombres de la forme

Dg
\.}]]Q
=S

i
L

y=2- ot a,=0 ou 1.

n:

Soit pour tout ye&
@) Fly)=FElcx)=yl.

Les ensembles qui sont des valeurs de la fonction F (y)y
s'appellent atomes de la suite {E,).

%) Pour la définition de cette notion, voir ibidem, p. 210. Cf. aussi la
formule (1).

. *) Elle date probablement d’avant 1940 et se trouvait entre ses papiers
dans un état qui n'est pas, saus doute, celui d'un manuscrit définitif, déstiné
&.Ia publication. C'est pourquoi la forme dans laquelle elle est réproduite ici
fhffére de son texte authentique, d’ailleurs écrit en polonais, par des retouches
indispensables pour la meilleure compréhension de la matiere (comme l'emploi,
par exemple, d'une autre notation ou d'une fonction caractéristique légérement
modifiée, mais plus commode dans la démonstration, ete.). Toutefois, la tra-

duction de I'énoncé du théoréme est textuelle.
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Soit Y Pensemble des valeurs de la fonction caractéristique (1)
de la suite {E.}. Il est facile de voir que la fonction (1) trans-
forme les ensembles

(3) [H(—1"5E, lob @=0 oul et —E=X—F,
i=1

en ensembles J .Y oit J est lintervalle

M=

) 2. ) ¥ cy<e-

a; 1
‘ 25tE

I

s
uiig

i

il

Les intervalles (4) forment évidemment une base de sous-
ensembles de I'ensemble de Cantor, c’est-a-dire que tout ensem-
ble ouvert dans & est somme d’une suite d’intervalles de la
forme (4).

Théoréme. La condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe une mesure dénombrablement additive, définie dans le plus
petit corps dénombrablement additif contenant les ensembles E,
et s'annulant pour les atomes, est que I'ensemble des valeurs de la
fonction caractéristique de la suite d’ensembles (E,} ne soit pas
absolument de mesure nulle.

Démonstration. La condition est nécessaire. Admettons
en effet que, dans le plus petit corps E dénombrablement additif
et contenant les ensembles E,, il existe une mesure dénombrable- *
ment additive u(E), définie pour tout Ee¢E et qui s’annule sur

les atomes de la suite {E,} sans s’annuler identiquement.

Comme le corps E est dénombrablement additif et on a
¢ (J)eE pour tout intervalle J de la forme (4), on a encore
¢ }(E*}e E pour tout ensemble borelien E* situé sur l'intervalle I

Posons E==c—!(E*) et

©) p*(E*)= u(E).

Ainsi définie, la mesure p* est dénombrablement additive.
Il résulte da la définition des atomes que y* s’annule pour les

N

ensembles A un point, puisque u s’annule pour les atomes de la
suite {E,}.
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L’ensemble ¥ n’est pas absolument de mesure nulle car, quel
que soit I'ensemble BDY, on a ¢!(B)=X, doi, en vertu de (5),
§*(B)=u(X) > 0.

La condition est suffisante. Admettons que I'ensemble V n’est
pas absolument de mesure nulle. Il existe donc une mesure u’
dénombrablement additive, définie dans le corps des ensembles
boreliens de lintervalle I et qui s’annule pour les points sans
g’annuler pour P'ensemble Y. Soit Z un ensemble borelien conte-
nant Y et tel que

(6) wZ)y =g (Y). ®)
On a évidemment
Y| W(Z)y=0.

Désignons par B* la famille de tous les ensembles de la
forme B-Y ol B est un ensemble borelien quelconque. B* est
évidemment un corps dénombrablement additif.

Posons .
8 #*B-Y)= 4 (B-2);
il en résulte pour B=7Z que .
o) W (¥)>0.

- Remarquons que {B,} étant une suite d’ensembles boreliens
tels que les ensembles B, Y sont deux & deux disjoints, on a en
_vertu de (6)

w(BiBj)=0 pour i==j,
d’ou

donc en vertu de (8)
w( Zv)=Zrwan.
Ainsi, la mesure y* est dénombrablement additive.

8 p'e(Y)v désigne ici (pa.r analogie & la mesure extérieure) la borne infé-
rieure des nombres u'(B) ol B parcourt la famille des ensembles boreliens
situés dans I et qui contiennent Y,
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On montre facilement & l'aide des propriétés mentionnées
de la fonction caractéristique d’une suite d’ensembles que tout
ensemble EeE se laisse représenter toujours, et d'une facon uni-
voque, sous la forme E=c¢~(E*) ol E*eB*.

Donc, si I'on définit la mesure yu dans le corps E par la for-
mule (5), cette mesure est dénombrablement additive et elle s’an-
nule pour les atomes de la suite {E,} puisque la mesure y’, et
par suite y4*, s’annulent pour les ensembles & un point.

11 est évident que la mesure x n’est pas identiquement nulle

car on a p(ZE,.)>0 en veriu de (9).
n==1

Commentajre. En termes de la propriété (0), considérée
dans la Préface, le théordme qui précéde peut étre formulé
comine suit:

L. Pour qu'une suite d’ensembles ait la propriété (O),"il faut
et il suffit que U'ensemble des valeurs de la fonction caractéri-
stique de cette suite soit absolument de mesure nulle.

C’est 13 un des théorémes qui — par 'intermédiaire de la no-
tion de fonction caractéristique d’une suite d’ensembles — tradui-
sent certains phénomenes de la théorie générale des emsembles
en langage de celle des ensembles de points ®). Géométirisation
est parfois simplification. Tous les théorémes de ce genre repo-
sent au fond sur la propriété fort simple et facile & démontrer
dela fonction caractéristique d’une suite d’ensembles 7), & savoir
sur la propriété qui exprime en particulier (en signes de la mote
de Banach) ceci:

II. La fonction inverse ¢c—'(Q), considérée comme celle d'en-
semble QCY, transforme d'une fagon biunivoque le corps B*
des ensembles boreliens dans Y en corps E.

Rappelons encore que la propriété »étre absolument de me-
sure nulle« se laisse remplacer par une propriété équivalente
intrinséque grice a la proposition suivante:

%) Voir loco cit.,, p. 214-222,

7) Ibidem, p. 212, 2.5(ii), et du méme auteur, On the isomorphism and the
equivalence of classes and sequences of sefs, Fundamenta Mathematicae 32
(1939), p. 133-148, en particulier p. 144, 3.4(i).
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1II. Pour quun ensemble A soit absolument de mesure nulle,
il faut et il suffit que foute mesure dénombrablement additive,
définie dans le corps des ensembles boreliens dans 4, s’annule iden-
tiquement lorsquelle s'annule sur tout ensemble 4 un point 8,

En tenant compte de ’additivité dénombrable de la fonction
c1(Q), la démonstration du théoréme de. Banach dans la forme I
revient essentiellement a la substitution de III dans I et a Iappli-
cation directe de IL

Notons pour terminer que M'® Bernstein et M. Ulam ont
signalé en 1942 un théoréme?) en vertu duquel pour que la suite
{E.} ait la propriété (0), il faut et il suffit que toutes les images
homéomorphes (sur la ligne droite) de l'ensemble des valeurs de
sa fonction caractéristique soient de mesure lebesguienne nulle.

Cette proposition peut &tre considérée comme un autre énoncé
encore du méme théoréme de Banach, comme on le conclut
par substitution en vertu du théoréme connu suivant:

, IV. Pour qu'un ensemble A soit absolument de mesure nulle,
il faut et il suffit, que tout ensemble A* situé sur la droite et
homéomorphe & A soit de mesure de Lebesgue nulle 0.

8) W. Sierpinski et E. Szpilrajn-Marczewski, Remarque sur le pro-
bléme de la mesure, Fundamenta Mathematicae 26 (1936), p. 256-261, en parti-
culier p. 259, IV. La seconde partie de la démonsiration du théoréme de Ba-
nach contient d'ailleurs implicitement une démonstration, méme un peu plus
simple, de 1'énoncé IIL

9 D. L. Bernstein and S. M. Ulam, On the problem of completely addi-
tive measures in classes of sefs mwith a general equivalence relation, Bulletin
of the American Mathematical Society 48 (1942), p. 361-362,

) Voir p. ex. Annexe, Fundamenta Mathematicae {, nouvelle édition
{1937), p. 250, (2). '
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SUR LA REPRESENTATION DES FONCTIONS
INDEPENDANTES A L'AIDE DES FONCTIONS
DE VARIABLES DISTINCTES
PAR
S. BANACH T .
REDIGE D'APRES UNE NOTICE POSTHUME PAR S. HARTMAN ET E. MARCZEWSKI

Introduction. Un des exemples les plus simples des fonctions
indépendantes — entendues dans la suite toujours au sens sto~
chastique (voir § 1, p. 114) — est celui des fonctions de variables
différentes

% (x, y) = O(x), ¥ (x, y)= ¥y

considérées dans le carré O<§<1 1), Il est naturel de se poser la

question combien est vasie la classe de couples des fonctions
indépendantes qui se laissent former des fonctions de variables
différentes au moyen des substitutions satisfaisant & certaines
conditions. )

1l s'est trouvé, parmi diverses notices de Banach, une
feuille portant inscription ,Fonctions indépendantes” et consacrée
A ce probléme. En voici la traduction textuelle 2):

,Soient f(x) et p(x), 0 x< 1, deux fonctions indépendantes.
Désignons par g(u) et h(u) leurs distributrices (g(u)——«m E {f(x)<u}).

x
Admettons que les fonctions g(u) et h(u) soient continues {c’est-a-
-dire que les fonctions f(x) et g(x) prennent chacune de leurs va-
leurs tout au plus dans un ensemble de mesure nulle).

1. Sous ces hypotheses, les fonctions

(1) u=g[f(x)]=a(x), v="h[p(x)]=p5(x)
définissent une transformation du segment 0-<{x <1 dans le carré
0<Lu<<1, 0< o<1 avee conservation de la mesure. (3.5).

1y Ctf. J. Marcinkiewicz et A, Zygmund, Sur les fonctions indépen-
dantes, Fundamenta Mathematicae 29 (1937), p. 60-90, en particulier p. 62.

) Nous n'y avons ajouté que la lettre H, omise par mégard dans le mem-
bre droit de la derniére formule, le texte des remvois ty et 4 et, & chaque
théoréme, le numéro entre parenthises que ce théordme porte plus loin.
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