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En prenant, au leu des points de la surface de la sphere, leg
rayons correspondants, le centre de la sphére exclu, et vu que la
sphére solide dépourvue d'un de ses points est équivalente par dé-
composition en deux parties avec la sphére solide tout entitre (ce
gqu’on déduit sans peine du théoréme 8, en placant dans la sphére
solide Ia surface d’une sphere plus petite (contenue dans elle) passant
par le point gu’'on veut enlever, on conclut sans peine de (5) qu’une
sphére solide est équivalente par décomposition finie & deux sphéres
disjointes de méme rayon. Cette derniére proposition a été déduite
du théoréme de Hausdorff sur une voie beaucoup plus compli-
quée par S. Banach et A. Tarski en 1924 6).

Le passage du paradoxe de Hausdorff au paradoxe de Ba-
nach et Tarski (c.-a-d. la suppression du .défaut de beauté” du
théoréme de Hausdorff) pent done étre obtenue par une simple
application du théoréme 8, dont la démonstration est tout i fait
élémentaire 7).

6) Flmd. Math. 6, p. 62 (Lemme 22).
i 7) Cf. ma note parne dans les Rendiconti Acead. Lincei Ser. VII, vol,
IV, (1948) pp. 270—272.
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Sur les translations des ensembles linéaires?).
Par '
Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Je m’occuperai ici du probléme suivant:

E étant un ensemble lindaire non vide, combien peul-il erister
densembles lindaires distincts, superposables avec E par translation
(le Tong de la droite)?

Désignons par E(a) la translation de Pensemble linéaire F
le long de la droite de longueur ¢ (ol @ est un nombre réel donné).
F(a) est done ensemble de tous les nombres réels de la forme +a,
ol ¢ E. Soit P(E) la famille de tous les ensembles E(a) pour &
Téels. Notre probléme peut é&tre énoncé ainsi:

Quels sont les mombres ecardinavr 17(—_1;) pour les ensembles
linéaires E?

Lorsque F est la droite toute entiére, la famille F'(F) est formée
d’un seul ensemble, E, et on voit sans peine que ¢est le seul cas
ot on a (pour les ensembles linéaires non vides) #(£)=1. Or je
démontrerai ce

Théoréme 1. Si B est un ensemble lindaire (non vide) ne com=
prenant pas tous les nombres véels, la famille de tous les ensembles
linéaires distincts, superposables avec E par translation, est infinie
(c. & d. F(E) ne peut étre jamais un nombre naturel >1).

Je démontrerai d’abord ce

Lemme. Soit n un nombre natwrel >1. S'il existe un nombre
réel o tel que les ensembles
1) E(ka),
sont tous distincts, il ewiste un nombre réel b tel que les ensembles
2) E(kb), ok k=0,1,2,.,n,

sont tous distincts.
1y Conférence tenue & I'Université de Prague le 13 Avril 1948.

ot £=0,1,2,..,n—1,
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Démonstration du lemme. Posons b:% et admettons qu'il
existe parmi les ensembles (2) deux gui sont égaux, soit
(3) E(kb)=E(kb), oh 0<k<hky<n.

Tl est impossible que lon ait k=0 et ky=n, puisque cela
donnerait E=E(0)=E(nb)=E(a), contrairement & Phypothese que
les ensembles (1) (ot #>1) sont tous distincts. m==Fk,—F%, est donc
Tun des nombres 1,2,..,m—1. Or, 'égalité (3) implique, comme

- on voit sans peine, 1'égalité B =E((k,—k)b). On & donc E=E{mb)
et, plus généralement

(4) E=F(kmb) pour k entier

(puisque 1'égalité E'=E(c) implique E=F(kc) pour k entier).

En particulier, pour k= (vu que nb=a), Pégalité (4) donne
E=FE(ma), ol m est un des nombres 1,2,...,n—1, contrairement
4 Ihypothése que les ensembles (1) sont tous distincts.

Notre lemme se trouve ainsi démontré.

En rapport avee ce lemme M. E. Cech a remarqué que la
proposition suivante résulte de P'axiome du choix:

1T existe un ensemble linéaire non vide E ne comprenant pas
tous les nombres réels et tel que, quel que solt le nombre réel t, la suite
infinie des ensembles

B, E{), E(t),..
ne contient quun nombre fini d'ensembles distincts.

Soit, en effet B={a,b,¢,...} la base hamelienne ?) et soit

Tensemble de tous les nombres de la forme

. pa—+gb+re- ...,

oit les coefficients p, ¢, 7,... sont des entiers parmi lesquels il n’y a

quun nombre fini gui ne sont pas nuls. L’ensemble B ne contient

pas chaque nombre réel, puisqu’il résulte tout de suite de la pro-

priété de la base B que p.e. le nombre &/2 n’appartient pas & B.

Soit maintenant + un nombre réel guelconque,

t=aa-+pb+ye+ ...,

ol g, f, y sont des nombres rationnels parmi lesquels il n’y & qu'un

nombre fini qui sont non nuls. Soit m le dénominateur commun

des nombres ¢, §,y,... (non nuls). On voit sans peine que mt e B

%) Voir Fund. Math. 1, p. 105.
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et que E(mt)=E. Il en résulte tout de suite que chaque terme de la
suite infinie E, E(1), E(2%),... est égal 3 un des ensembles
E, E(), E2t), ..., E({(m—1L)).

L’agsertion de M. Cech est-ainsi démontrée,

Démonstration du théoréme 1. Soit E un ensemble linéaive
non vide ne comprenant pas tous les nombres réels. Il existe donc
des nombres réels x et y tels que xe<E et ynonek, et on a évidem-
ment y e B(y—x) (puisque z ¢ E). On a ainsi E=+KE(y—z) et, en
posant a=y—z, on a E=E(a). L’hypothése de notre lemme est
vraie, par conséquent, pour n=2; il résulte donc, par I'induction,
de notre lemme qu’elle est vraie pour tout » naturel. Ainsi, Ia fa-
mille de tous les ensembles lindairves distincts, superposables par
translation avee B ne peut pas étre finie, et le théoréme 1 se trouve
démontré,

Théoréme 2. Quel que soit le nombre cardinal non fini < 28,
il existe un ensemble linéaire E tel que la famille de tous les ensembles
linéaires distincts superposables par translation avec E est de puis-
sance m (c. & d. on a F(E)=m).

Démonstration. Soit
(3) {re}ecy
wne suite transfinie formée de tous les nombres réels, et goit m un
nombre cardinal tel que g,<m<<2%. Il éxiste, comme on sait, un
corps K de nombres réels de puissance m. (81 H est un ensemble
de nombres réels de puissance m, le plus petit corps de nombres
réels contenant H est de puissance m).

Nous définirons par Pinduetion transfinie une bage B de nombres.
réels comme il suit. Soit b, le. premier terme de la suite (5) qui
n’appartient pas & K. Soit a un nombre ordinal >1 e't supposons
que nous avons défini tous les nombres b, ob E<a. Sl existe des
nombres x, de la suite (5) tels que

Xy )'1[)51—{- l‘gbgz—{— P T S bﬁn—i-}— T'ny ot < bh<..< £1<a
et ol 7y ¢ K pour i=1,2,...,n, soit bq 1o premier de ces nombres &y,
et sil mlexiste aucun nombre 2, de ce genre, POSONS B={b§‘}g<u-

I’ensemble B est ainsi défini par Pinduction transfinie et
on voit sans peine que B est de puissance 2% et que tout nombre
réel ¢ peut étre représenté, eb cela dune seule facon, sous la forme

(6) a=r1bgy+ rabgy+ oo Frabgy T

11
Fundsmenta Mathematicac. T. XXXV.
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oit &, &, ..., Ent SO0t des nombres ordinaux distinets << a et ry, 7y, ...,7
272 fnm

sont deg nombres de 'ensemble K (La base B peut é&tre regardée
g )

comme une généralisation de la base de G. Hamel3)).

) Soit F V’ensemble de tous les nombres réels de la forme (6)
oit 7,=0. Je dis que tous les ensembles E(r), ol re K sont distincts’
c.a d. que E(r)=E(@') pour re K, 7" e K, r==1". ’
pégalgz effet, vu que 0eFE et ' e B(r'), Végalite B(r) =E(r') donnerait

7’ =)‘1b§1+ )‘2b§2+ —}: 1',,._1775"__1—}- I
qui, d’aprés la définition de la base B, est en défaut pour #'==r
(On pourrait méme démontrer que E(r)-E(r') =0 pour r==1'). o
—D’arutre. part, quel que soit le nombre réel q, il existe un nombre »
de K tel que E(a)=E(r). En effet, le nombre réel a étant de la
icfl);e (6), on voit sans peine que E(a)==E(r,), puisque, si z € E(a)(,

A= h. 4 3 g —
& =0iby 150, + o 1—tby,_ e, ol e pour i=1,2,..,k—1
+ : ey s

don
= rlb,”l + ).'Zb';g T+t 7’;;_11),”{_1 + ;llbgl + rﬂbiﬁz +. + rn—lb‘ 1+ Ine F(i'n)
Sn— nEA H

et sl yeEQ@n, on a y=r{b, +rsb:
Capres (6): U=rby + 12 byt Ay, 4 7a,  done,

Y =rbs bt by
=1 52 T Tm—1 bfm—l )2b§1~— veem—Tpq b§n~—1+ e E(a,)

(puisque, K .étant un corps, si r e K, on a aussi —r ¢ K)

nombl;a fzuin]le ”de. tous les ensembles F(a) distinets (ol ¢ est un

distini T e‘) con{c‘lde donc avee celle de tous les ensembles E(r)
cts, ?}1 re K. Or, comme E(r)==H(') pour 7 ¢ K, ' ¢ I 7=

cette dernidre famille est de puissance K =m ’ ’ "

m-_r)i:e ﬂtheégezn(?dQ est ainsi démontré pour Ne<m< 2%, Pour

=2 st évidemment vrai, puisqu’ endre
Pensemble formé d'un seul nom]’arf 1‘é31 % peut prendte pour X

Appelons singulier inéai F(E).
on gulier tout ensemble linéaire B tel que F{E)< 28,
Théoréme 3, Si E est un ensemble linéaire

? Zde‘ mesure nulle, la mesure extériewre de B dan
‘gale & la longueur de cei intervalle. .

singulier qui n'est
s tout intervalle est

*) G. Hamel, Math. Ann. B0, p. 459
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Démoﬂration. Qoit E un ensemble linéaire singulier;
on a done F(E)<2%. Or, on a E(r) e F(E) pour & réels et, comme
FE)< 28, il existe un ensemble E,eF(E) tel que E(r)=E, pour
une infinité indénombrable de nombres réels . Soit 2, un nombre
tel que E(zo)==Ey; on a done E(x) = E(xy), L0t E{x—z,)=E pour
wne infinité indénombrable de nombres . Il'existe done des nombres
téels 1==0 aussi petits que l'on veut (en valeur absolue) tels que
E(t)=E, ce qui donne aussi E(kt) =F pour k entiers. On en conclut
facilement qu'il existe une suite infinie de nombres ty,t,,... dense

dans la drvoite et telle que E(f)=E pour i=1,2,..., d'on E=_§E(1,~).

Or, d'aprés la théorie de la mesure, si l'ensemble E n'est pas de’

o0
mesure nulle, la somme DI E(t) (ont la suite #y,ls, ... est dense dans
=1 :

1a droite) est un ensemble dont la mesure extérieure est dans chaque
intervalle égale & la longueur de cet intervalle. Cette somme étant
égale & E, le théoreme 3 se trouve démontré.

Théoréme 4. Aucun ensemble linéaire E tel que ﬁ)<sn
nlest de mesure nulle.

Démonstration. Si ﬁgso, il existe une suite finie ou
dénombrable Ey,Es,..., telle que F(E)={EyE,,...}. Or,la somme de
tous les ensembles de la famille F(E) recouvre évidemment la droite.
D’autre part, si Pensemble E est de mesure nulle, cette somme
est également de mesure nulle, ce qui est impossible. L’ensemble B
ne peut done étre de mesure nulle et le théoréme 4 est démontré.

Si 2Ro==y,; et si FB)<2%, on a F(E)<s,. 11 résulte done toub
de suite du théoréme 4 que :

Théoréme 5. Si 2=y, aucun ensemble singulier n'est de

mesure nulle.

Si H désigne le -complémentaire (par rapport & la droite) de
Pengemble linéaire E et si les ensembles E et H ne sont pas vides,
Pégalité E(a)=1E(b) donne évidemment H{a)=H(b) et il en résulte
tout de suite que F(&)=F(H). Dong, §i F(B)==xg on a auss
F(H) ==, et, dapres le théoreme 4, les engembles E et H ne sont
pas de megure nulle. Or, il résulte tout de suite du théoréme 3 que
la ‘mesure intérieure de H est ynulle. Done H, et par conséquent
aussi E, est un ensemble non mesurable. On a donc:

11%


GUEST


164 W. Sierpinski.

Théoréme 6. Si mzso, Vensemble E est non mesurable
(aun sens de Lebesgue).

11 résulte de V'égalité F(E)=F(H) o H est la complémentaire
de E, E5=0 et H==0) qu'un ensemble linéaire non vide et distinct
de la droite toute entitre est singulier en méme temps que son
complémentaire. 11 résulte done du théoreme 5 que si 2=y
aucun ensemble singulier distinct de la droite toute entiére n’esli:
de mesure nulle ni complémentaire dun ensemble de mesure nulle:
vu le théoréme 3, il est done non mesurable. On a donc: ’

1.‘héoréme 7. 8 2=y, tout ensemble simgulier, distinct de
la droite toute entiére est mon mesurable (au sens de Lebesgue).

Le théoréme 7 peut étre aussi déduit immédiatement deg
théorémes 1 et 6. En effet, d’aprés le théoréme 1, si F est un en-
semble linéaire distinct de la droite toute entitre, on a F(E) >, et,

“d’aprés la définition de 'ensemble singulier on a- F(E)< 2%, donc,

81 2%=gx;, on'a F(E)<®. On a done %<<F(E)< 8, Aol F(E)=x,

et, d’apres le théoréme 6 ensemble E est non mesurable; c. q. f. d. -

Remarque, On voit sans peine que dans les théorémes 5 et 7
Phypothése du continu (2% =y,) peut étre remplacée par ’hypothése
(peut étre plus faible) que la droite n’est pas somme de moins que
2% ensembles de megure nulle.

E étant un ensemble linéaire, désignons par E* lensemble
de tous les nombres —z, olt # ¢ K. Désignons par @(E) la famille
de tous les ensembles linéaires distinets comgruents i E, c.d d.
superposables avee F par translation ou rotation. On voit ezisément
que O(E) =F(E)+ F(B*) et que F(E)=F(E); on a don‘c
F(E)§@(E)<2-F‘(‘E'~) et il en résulte (4 Paide de Paxiome du choix)
que si la famille P(E) est infinie, on a ﬁE)=F(_E) On voit done
que tous nos théorémes restent vrais si au lieu des translations des
ensembles (linéaires), on envisage les translations ou rotations
(c. &-d. si Pon remplace la famille F(E) par D(E)).

Sur un probléme de la théorie générale des ensembles
équivalent au probléme de Souslin.

Par .

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Il y 2 30 ans Michel Souslin a posé le probleme non résolu
jusqwici et qui peut &tre énoncé comme il suit:

Probléme 8. Un ensemble H ordonné linéaivement, - dense
et tel que toute famille d'intervalles de H n'empictant pas les uns sur
les autres est au plus dénombrable, contient-il necessairement un
sous-ensemble aw plus dénombrable dense dans H?1)

Le but de cette Note est de démontrer que le probleme de
Souslin ‘équivaut au probléme suivant de la théorie générale des
ensembles:

Probléme P. Svit F une famille infinie d’ensembles jouissamt
de trois propriétés suivamtes:

10, X et Y étant deux ensembles de la famille F, on o ou bien
XCY, ou bien YCX, ou bien XY =0.

20, Chaque sous-famille de F formée densembles disjoints est
an plus denombrable.

30, Chague sous-famille Fy de F telle que, dans chaque couple de
ses éléments, il existe un €lément qui est contenu dans Vaulre, est au
plus dénombrable et a un ensemble maximal (c. & d. contenant tous
les autres ensembles de F,).

La fawille F est-elle nécessairement denombrable?

Je démontrerai que la réponse positive au probléme P entraine
la réponse positive au probléme S et inversement.

1) Le probléme de Souslin a ¢té publié pour la premitre fois dans le vol. T
dcs Fund. Math., p. 223, probléme 3. Pour la littérature conecernant ce probléme,
voir A. Denjoy, I’ énumération transfinie, Livre I, Paris 1946, pp. XXVII-XXVIIL
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