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Théoréme 6. Si mzso, Vensemble E est non mesurable
(aun sens de Lebesgue).

11 résulte de V'égalité F(E)=F(H) o H est la complémentaire
de E, E5=0 et H==0) qu'un ensemble linéaire non vide et distinct
de la droite toute entitre est singulier en méme temps que son
complémentaire. 11 résulte done du théoreme 5 que si 2=y
aucun ensemble singulier distinct de la droite toute entiére n’esli:
de mesure nulle ni complémentaire dun ensemble de mesure nulle:
vu le théoréme 3, il est done non mesurable. On a donc: ’

1.‘héoréme 7. 8 2=y, tout ensemble simgulier, distinct de
la droite toute entiére est mon mesurable (au sens de Lebesgue).

Le théoréme 7 peut étre aussi déduit immédiatement deg
théorémes 1 et 6. En effet, d’aprés le théoréme 1, si F est un en-
semble linéaire distinct de la droite toute entitre, on a F(E) >, et,

“d’aprés la définition de 'ensemble singulier on a- F(E)< 2%, donc,

81 2%=gx;, on'a F(E)<®. On a done %<<F(E)< 8, Aol F(E)=x,

et, d’apres le théoréme 6 ensemble E est non mesurable; c. q. f. d. -

Remarque, On voit sans peine que dans les théorémes 5 et 7
Phypothése du continu (2% =y,) peut étre remplacée par ’hypothése
(peut étre plus faible) que la droite n’est pas somme de moins que
2% ensembles de megure nulle.

E étant un ensemble linéaire, désignons par E* lensemble
de tous les nombres —z, olt # ¢ K. Désignons par @(E) la famille
de tous les ensembles linéaires distinets comgruents i E, c.d d.
superposables avee F par translation ou rotation. On voit ezisément
que O(E) =F(E)+ F(B*) et que F(E)=F(E); on a don‘c
F(E)§@(E)<2-F‘(‘E'~) et il en résulte (4 Paide de Paxiome du choix)
que si la famille P(E) est infinie, on a ﬁE)=F(_E) On voit done
que tous nos théorémes restent vrais si au lieu des translations des
ensembles (linéaires), on envisage les translations ou rotations
(c. &-d. si Pon remplace la famille F(E) par D(E)).

Sur un probléme de la théorie générale des ensembles
équivalent au probléme de Souslin.

Par .

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Il y 2 30 ans Michel Souslin a posé le probleme non résolu
jusqwici et qui peut &tre énoncé comme il suit:

Probléme 8. Un ensemble H ordonné linéaivement, - dense
et tel que toute famille d'intervalles de H n'empictant pas les uns sur
les autres est au plus dénombrable, contient-il necessairement un
sous-ensemble aw plus dénombrable dense dans H?1)

Le but de cette Note est de démontrer que le probleme de
Souslin ‘équivaut au probléme suivant de la théorie générale des
ensembles:

Probléme P. Svit F une famille infinie d’ensembles jouissamt
de trois propriétés suivamtes:

10, X et Y étant deux ensembles de la famille F, on o ou bien
XCY, ou bien YCX, ou bien XY =0.

20, Chaque sous-famille de F formée densembles disjoints est
an plus denombrable.

30, Chague sous-famille Fy de F telle que, dans chaque couple de
ses éléments, il existe un €lément qui est contenu dans Vaulre, est au
plus dénombrable et a un ensemble maximal (c. & d. contenant tous
les autres ensembles de F,).

La fawille F est-elle nécessairement denombrable?

Je démontrerai que la réponse positive au probléme P entraine
la réponse positive au probléme S et inversement.

1) Le probléme de Souslin a ¢té publié pour la premitre fois dans le vol. T
dcs Fund. Math., p. 223, probléme 3. Pour la littérature conecernant ce probléme,
voir A. Denjoy, I’ énumération transfinie, Livre I, Paris 1946, pp. XXVII-XXVIIL
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.I. Admettons que la réponse au probléme § soit négative
I existe done un ensemble H ordonné linéairement, dense nie con:
tenant aucun sous-ensemble au plus dénombrable dense da,ns H, et
tel que toute famille d'intervalles de H n’empiétant pas les ums
sur les autres est an plus dénombrable. . "
Nous pouvons supposer er T ‘ense ‘ai
e donous 1élément PI n outre que lensemble H n’ait pas

Ljensemble ordonné H ne contenant aucun sous-ensemble au
plus dénombrable dense dans H, il existe pour tont sous-ensembi
au plus dénombrable D de H deux éléments p et g de H. ’te]* .
p<gq (dans H) et que Dintervalle fermé (p,q) (c.ad. Jes e’xtré?n(i%cie
petg étant incluses) ne contient aucun élément de D. On défi i
ainsi par Plinduction transfinie une suite transfinie ;l’interv‘lllllf*
(Perte)s 91‘1 £< 0, telle que pour tout a<< 2 lintervalle fermé ( )( o
ne colr;’t;lcl’nt aucun élément P, ni ¢, pour {<a. o)

ésignons, pour a<<f, par Jfa Pensembl rmé
élén.lents de H appartenant & Dintervalle fernfé f(;m;e)d‘;;ﬁu; lis
famille de tous les ensembles H,, ol a<Q2. Vu qfl’e a;; =+ .
a_,<.Q, .ﬁ'<.Q, a=f, on conclut que les ensembles E, (Z<Z;5) 13011:
tous sstlncts. La famille 7' est done indéuombra,-ble.a o

i .z

15inte1-mﬁ§ ;;Ifé I(ea éléments Dy et. g, me sont pa'; contenus dans
; : Ped,) (vu la définition de cet intervalle). II
resul't»e tout de suite que on hien on a p,<p <L¢ { do E’ .
ou bien les intervalles fermés (p_,q ) eé (» 1) s o sorn. “do
e erm e B,qﬁ)‘ sont disjoints, done
nr pE amille 7 jouit donc de Ja propriété 19,
semble;l ;fri:nf{; ;c;]lilep;? c})(;l éadprqpiiété de H et du fait que les en-
sont des interv: i 5
diater‘l‘l-en’t que la famille F jouit d?;:n;:ogrigé ;};L conelut fmmé-
it Si 111011 a pol}r deux ensembles distinets E, et Ep de F': EzCE,
ervalle fermé (Pp ) est contenu & lintérieur de Dint f ¥ l;,
(B:4,) et on a P, <P, 1l en résulte que, si @ est famille
]de ﬁliételle que la condition X,¥Ye® ent‘ra,ine soi: Xlgll; S(s)gii—falfl(l:l‘l;'e
es & ‘ R
. [sl ; n;rﬁ;i;;d:ei };Tc]l)onllfss ii’apres leur grandeur croisse;nte formené
ordomgon et 1& le & I'ensemble de leurs extrémités gauches
tervallos do HP I;e Iz;fétzll'ire dans H. Vu que toute famille d’in-
dénombrable, il en résulte (11)3: %ZS funs' e et s o8t plus
amille @ est au plus dénom-

brable et a un engem xim:
ble i . s .
ool maximal. La famille F jouit ainsi de la

icm
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La famille F est done indénombrable et jouit des propriétés
10, 20 et 39, ce qui prouve que la réponse au probléme P est né-
gative..
Nous avons ainsi démontré que la réponse positive au pro-
pleme P entraine la réponse positive au probleme S.

II. Admettons que la réponse au probleme P soit négative.
11 existe done une famille indénombrable F d’ensembles jouissant
des propriétés 1°, 20 et 30, Nous pouvons évidemment supposer’
que les ensembles de la famille 7 soient non vides.

Soit B un ensemble de la famille F, @ —1la famille de tous
les ensembles de F contenant E (on a donc Ee®). X et ¥ étant
deux ensembles de la famille &, on a ECXY, done XY=0, par
conséquent, d’aprés 17, ou bien XCY, ou bien ¥ CX. Il en résulte
dapres 3° que la famille @ a un ensemble maximal gui est évidem-
ment le plus grand ensemble de la famille F' contenant E.

Tout ensemble de F est done contenu dans un ensemble de F
qui n’est pas contenu dans aucun autre ensemble de F.

Tous les ensembles de F qui ne sont pas contenus dans aucun
autre .ensemble de F sont évidemment, d’apres 19, disjoints et,
dapres 20, leur ensemble est au plus dénombrable. Désignons-
les par
1) Eyy By, gyt

- La suite (1) est done finie ou infinie (dénombrable).

§i E est un ensemble de F' autre que chacun des ensemibles (1),
E est, comme nous le savons, contenu dans un et (évidemment)
un seul ensemble de la suite (1).

Or, E étant un ensemble de F qui est un vrai sous-ensemble
dun ensemble. H de F, on démontre sans peine, eomme ci-dessus
qu’il existe un vrai sous-ensemble maximal de H contenant E.

&l existe pour un entier k>0 des ensembles de F' autres que Ex
et contenus dans Fy, il existe done parmi eux des ensembles qui ne

sont pas contenus dans aucun sutre engsemble de F autre que Ey

et contenu dans Hy, eb on voit sans peine que de tels ensembles
sont disjoints et forment une suite finie ou dénombrable, que nous

désignerons par
Enoy Erts Bray--

Pareillement on obtient les ensembles Exro) Erits--
ralement les ensembles

. et, géné-

By bgyestn
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olt ky k..., kn est une suite finie d’entiers >0. Naturellement
tous ces ensembles doivent exister, mais s'il existe I’ensemll))?s
{E‘,l,,_z'_;;,n, il e)_.(iste nécessairement tous les ensembles E, , og
;;ijz,:, ainsi que tous les ensembles By ,...4,, OU ngjél,’ I{)our

Soit Ky, ky... une suite infinie d’entiers >0 tels que chac

des ensembles Ekhkzy-"fkn? o n=1,2,..., existe. Sl existe des. U-n
sembles. de F contenus dans chacun de ces ensembles, on démont;i1~
sans peine (comme ci-dessus) qu'il existe parmi eux ;1es enéenll)iee'
%}m I; sont pas contenus dans aucun autre engemble contenu da-ﬁ:
foﬁl;lefffﬁﬁhgﬁém)' ?t; que 'de tels ensembles sont disjoints e;
e finie ou dénombrable, que nous désigner g
, gnerons par

E ,
L S S P 77 7 SO0 SOUC POROND ) 990 S S SO

a étant i i
étant un nombre ordinal <@, on arrive ainsi aux ensembles
9
(2) By
SESY

que nous appellerons ensembles d’ordre «
1y - :
Si ensemble (2) existe, on a évidemment

3 ;
) L:k:‘}s/,,CE(L‘S.}E ., bour n<q

i

et OIL Voit sans meina o o

o Son\t oz; .?a.nn Deine que §'il existe plusieurs ensembles d’ordre g

ﬂ;en " l;s;yomts. Vu la propriété 20 et vu que a8, pour a<!)’

3 sulte que Pensemble de tow ot @

s s les engembles d’ordre < i

\ : ! a, ou a
est ugol.ltombre ordinal donné <@, est au plus dénombmbl\e ’

fa,nﬂ]_{e 1F a “:511- nombre ordinal donné <Q et E un ensemble de la

awalons Eam13 e gque chacun des ensembles d’ordre <a. Je dis

est contenu dang i : :

ondu un (et évidemment un seul) ensemble

Cela évide ; 30i
domné 1 §s<t Oex;ltd(nt POIII e=1. Soit ¢ un nombre ordinal
comnd a,l b= é_',E .&dmettons que cela soit vrai pour tout nombre
romal e;mbl. 1 B est un ensemble de la famille ¥ autre que chacun
'mbles d'ordre <{a, done
chacun des ensembles @’ ’
hypothese, pour tout

_SOit E{k;‘}gq’ tel que

“ a plus forte raison, autre -que
a 01‘b e <¢;.pour 1<a, il existe, d’aprés notre
ombre ordinal %<« un ensemble d’ordre Ny

ECE("?"”K,,‘

iom
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On a donc
ECE("’?)}_:‘Q] . E"“?’& ., pour n<i<a

et, d’aprés (3) et vu que E=0 et que les ensembles d’ordre 7 sont
disjoints, on trouve
kgv):kg) pour &Ly, n<i<a.
En posant k5=k(§) pour &< g, nous aurons done
ECE{L’;)K,] pour 7n<Ia.

Tenant compte de la définition des ensembles Eyyy . on en
st

conclut que I est contenu dans un des ensembles d’ordre a. Notre

agsertion se trouve ainsi démontrée par I'induction transfinie.
‘Admettons maintenant gu'il existe un ensemble E de la fa-

mille F qui est autre que chacun des engembles E=kc‘):‘<a quel que

soit leur ordre a< Q. L’ensemble E est donc pour tout a< 2 contenn

dans un ensemble d'ordre « et, on en conclut comme ci-dessus gu'il

existe une suite transfinie d’entiers >0, {kelsco, telle que

ECEqy, pour tout «<<L.

N«

L

Or, les ensembles E(k‘)‘/, oit u< (2, étant, comme nous
I

le savons, tous distinets, cela contredit la propriété 3° de la fa-
mille F.
1 n'existe donc pas d’autres ensembles de la famille F que
les ensembles Eiga .
. \ (]
§'l n’existait pour un nombre ordinal donné a<(Q aucun
ensemble d’ordre >q, la famille F' serait dénombrable, contrairement
4 T'hypothése. Il existe dome, pour tout nombre ordinal a<( 2 des
ensembles d’ordre > et, Pexistence d'un engemble E{ks}ggs en-
trainant existence de tous les ensembles E<k5}:;<a, ot a<f, ilen
résulte sans peine quil existe des ensembles d'un ordre quelcon-
que <<Q.
Je dis quil existe

sembles (2) ol A<a<<@ et ka=+0.
En effet, supposons que pour un nombre ordinal A<Q de

tels ensembles (2) nlexistent pas. Quel que soit Pensemble (2)
d’ordre a>2, on aurait done ke =0, et aussi k;=0 pour I<ti<a

pour tout nombre ordinal i< des en-
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(puisque Texistence d'un ensemble (2) entraine celle de tous leg
ensembles E{kg}g@, olt §<< ). Pour tout ensemble E{Zg}g<z d’ordre A
les ensembles (2) d'ordre >7, tels que kg=1I; pour &<, formerajent
une famille finie ou transfinie descendante d’ensembles, au plus
dénombrable d'aprés la propriété 3°. Cela étant vrai pour tout
ensemble d’ordre A et l'ensemble de tous.les ensembles d’ordre 2
étant, comme nous le savons, au plus dénombrable, il en résulterait
que la famille F est au plus dénombrable, contrairement & 1’hypo-
" thése. Notre assertion est ainsi démontrée.

Il existe done une infinité indénombrable d’ensembles (2)
tels gue k,==0. L’ensemble de tous les ensembles d’ordre a étant
au plus dénombrable et tout ensemble d’ordre f>« étant contenu
dans un ensemble d’ordre o, il en résulte qu’il existe pour tout a< Q
un ensemble d’ordre a, (2), tel qu'il existe une infinité indénombrable
d’ensembles E‘(ls}e<,e’ ol a<< f<<Q, le=Fk; pour £<a et lg=0.

Soit maintenant H Pensemble de toutes les suites transfinies
du type Q des entiers >0

(4) {Fsl:

tels qu'il existe un nombre ordinal a<<Q pour lequel ke =0, k:=0
pour a<&<<Q et que (2) est un ensemble de la famille F. D'aprés
ce que nous venons de démontrer, 'ensemble H est indénombrable.

Ordonnons les suites transfinies formant Pensemble H d’aprés
le principe de premiéres différences, c. & d. w="{lks}sco et y={lsco
étant deux éléments de H, nous conviendrons que z<qy dans ce cas
et seulement dans ce cas, s'il existe un nombre ordinal p< €, tel
que ke=1; pour {< u et ku<<l,. On voit sans peine que, si et y sont
deux éléments distinets de H, il existe toujours un nombre ordinal
#<<Q qui soit le plus petit nombre tel que k,=1l,, et on a alors
k=l pour £<p et k,<I, ou bien ly<ku; nous désignerons un
nombre x de ce genre par [x,y].

Comme @ ¢ H et y e H, il existe des nombres ordinaux o<
et f<, tels que ke==0, ky=0 pour a< &<, lg==0, 1;=0 pour
i<, ,

Si p=[z,y]<a, posons Q($:3/)=E{ks}<a et 81 u>a, posons
Q(w,y)=E{kE;§ <, (Lensemble By, existe, puisque Pensemble
Eqy,., existe, comme 1, >k,>0 et on a 52y). On a donc toujours

Az, y) =B,

E<max(a)’
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Taisons correspondre & Pintervalle (x,y) de I’ensemble ordonné
H Tensemble Q(a,y) de F ainsi défini. » ) .
Soient maintenant @ (i=1,2,3,4) quatre éléments de H, ol
L0301y,
u={ e pour i=1,2,3,4,
W0, =0 powr a<i<Q (i=1,2,3,%)
7 E
£< A”( = ['l'n 'I'z]), 7“;4<k;7
s(=Layr), K <K ?).

On a

Qiey, 0) = E(k’\;}:‘gmx(ahm , Qlraay) :E{k?)}g@nam(,,v)

Distinguons deux cas. ) ,

1) max (g 7)=zp. On a ,<2ury; i1 existe done un nombre
ordinal 2 tel que K=k pour i< et ki< 1 et, comme ;< S,
Pindgalité 2> p est en défaut; on a done A<y, d’olt ngaxgaa, )

8 isjoints (puisque

et les ensembles EU‘%E@ et E{k?)}g<;, sont disjoints (p . q
kf¢<k§3)), et de méme les ensembles Q(wy,rs) et Qlrg,ay) (puisque
A< p<max (a, ) et A< max (as, 7). _

\.UE) max (;3, »)> u. En définissant le nombre ordinal 4 comme
dans le eas 1), on a A<y, dong, Qaprés 2), Ai<maxfag?) €b
AL p<max (ay,pu). Les ensembles Qay, 1) et Qlas,x,) sont done
disjoints. )

Aux intervalles de Densemble ordonné H n’emplétaflt', }Jas
les uns sur les autres correspondent donc des engembles disjoints
de 1a famille ¥. Vu la propriété 2° de la famille F, on conclut que
tout ensemble d’intervalles de H n’empiétant pas les uns sur les
autres est au plus dénombrable. o

Soit maintenant zn={kM}lce (n=1,2,...) une suite mﬁm‘e
d’éléments de H. Il existe done pour tout # naturel un nombre
ordinal a,<Q tel que kf,’ﬂ#o, =0 pour a,<<£<<02 et que

E(k(:n)}5<a eF.

Comme g,< pour m=1,2,..., il existe, comme on le sait,

un nombre ordinal a< @, tel que a,<<o pour n=1,2,... Or, comme

" nous avons démontré ci-dessus, il existe un ensemble d*ordre a, (2),
tel qu'il existe une infinité indénombrable d’ensembles E(l§}§<.‘g’

2) Joéeris iei k' et k7 au lieu de D e L@,
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H

ol a< f<<, Is=Fk; pour £<a et Iz==0. Soit donc Eum . un tel
ensemble et E{m=}5<y un autre, done distinet de E{l}:‘ et tel
34 B

que a<y<<f, mg=k; pour £<a et my,==0.

Les éléments de H, y;,={ls}sco, ol le=0 pour f<<£<0 et
Y2 =={Ms}e<ca, Ot mg="0 pour y< £< Q2 sont done distinets, soit Y1 =Y.
Posons encore y,= {li}ecn, ot =1 pour £< B et Iz =0 pour A< E<O.

L’ensemble E{lé}Kﬂ existe (puisque 1’ensemble E{l£}£<ﬁ existe);

on a- donc y, e H et (vu que lg==0) on a y,<Xy,<1,. Or, je dis qu’il
n'existe aucun élément x, de la suite ay,u,,..., tel que Yo<Lqg<Ys.

En effet, si on avait y,<w,<3y,, on aurait, comme on le voit
sans peine, ké"’zk; pour éCa. O @y &y ={li}sco et on a ==k
pour £ a. Il existerait done un nombre ordinal 2 > «, tel que B> ljf
ce qui est impossible, vu que A>a>a, ef kg")=0 pour a,<< §<!2.7

Nous avons ainsi démontré que, quelle que soit la suite infinie
Lyyiy,y... A’éléments de H, il existe trois éléments de H, yo,y, €ty
tels que y,<y, <y, ¢t quaucun élément x, de la suite ..%1,‘;02,... n:
remplit I'inégalité y,<y,<y,. Cela prouve qu’ancun sous-ensemble
dénombrable de H n’est dense dans H.

Or, Pensemble H peut ne pas étre dense. Toutefois les inter-
valles de H qui ne contiennent dans son intérieur aueun élément
de: H n’empiétent pas les uns sur les autres et, d’aprés la propriété
démontrée de H, forment un ensemble au plus dénombrable. ¥n
placant dans chacun de ces intervalles un ensemble ordonné dé-
nombrable dense, on obtient évidemment un ensemble ordonné
dense qui fournit une solution négative du probleme S. ‘

. Nous avons ainsi démontré que la réponse négative au pro-
bleme P entraine la réponse négative au probléme §.

Léquivalence des problémes S et P se trouve ainsi démontrée.

.La réponse au probléme P serait évidemment positive, si elle
Tétait au probléme P, suivant: 7 !

F étant une ]iamillc indenombrable @ensembles, existe-t-il towjours
une sous-famille indenombrable ¥y de F telle que ou bien dewx n-
sembles de I, soient toujours disjoints, ou bien me le soicnt jamais?

Or, je démontrerai que la réponse au probléme P, est négative %),

3 (al. . . .
s F)l( 511\ [fui’i démontré par une voie un peu ditférente par M. Marczewsk:
G un -7.3: 'it'{. 33, p. 35)5. Cf. aussi ma note dans Annali R. Se. sup. Pisa 2

933). p. 285-286, et B. Knaster, Rec. Math, Moscou, t. 16 (58), 1945, p- 285.
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Daprés le théoréme de Zermelo il existe une suite transfinie
{xfeco formée de tous les nombres réels distincts, du type g, ol ¢
est le plus petit nombre ordinal de puissance du continu.

Désignons, pour a< g, par E. ensemble de tous les ensembles
4 deux éléments {a,&} (paives non ordonnées), oft & est un nombre
ordinal < g tel que z:<< @ si < a et irg> @ i &> a. Soit F la famille
de tous les ensembles Eq, ot a<g.

L’ensemble de tous les nombres véels supérieurs a un nombre
réel donné étant de puissance du continu et ¢ étant le plus petit
nombre ordinal de puissance du continu, il existe évidemment pour .
a< @, p< @, a==p un nombre ordinal y< ¢, tel que y >a + p et &, > 0.
Daprés la définition des ensembles E,, on aura donc {a,7} € Ee
et {a,y} non e Ep. On a ainsi toujours B, =+ K pour a=p. La famille
est done indénombrable (de puissance du continu).

Supposons que pour deux nombres ordinaux « et §, ol a< B<g,
on ait E,Ez==0. Il existerait alors des nombres ordinaux £<¢ et
n<g, tels que {a,&}={B,7} € E.Eg, ce qui prouverait d’aprés Tiné-
galité a==p, que &§=p, n=g¢, on aurait donc, d’aprés la formule
{a,f}={a,&} € B, et la définition de l'ensemble He,rp>Ta (puisque
p>a).
Si B.Ep=0 et a<<B, on a done re<zp. Vil existait une famille
indénombrable F,CF formée d’ensemblés tels, que parmi ces en-
sembles il n'y ait pas d’ensembles disjoints, il existerait donc une
guite transfinie indénombrable {za}, o, de nombres réels crois-
sants, ce gui est, comme on le sait, impossible.

Si a< f<g et E.Ey=0, on ne peut avoir ni z.=up (comme
a==f) ni z.<is, puisqu’on aurait alors {e,p} e E.Fp. Par suite
o> a3, Vil existait une sous-famille indénombrable F, de F formée
d’ensembles disjoints, il existerait done une suite transfinie du type 2,
{&as};..o de nombres réels décroissants, ce qui est impossible.

“"La famille indénombrable F ne contient donc aucune Ssous-
famille indénombrable formée d’ensembles disjoints, ou bien d’en-
sembles dont chaque couple ait des éléments communs, c¢. q. f.d.

Cependant, on a le théoréme suivant:
Théoréme. F dtant wne famille infinie densembles, il existe

toujours une sous-famille infinie Fy; de F telle que ou bien deux cn-
sembles de F, sont toujours disjoints ou bien ne le sont jamais.
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Démonstration. Soit F une famille infinie d’ensembles et
supposons qu'elle ne contienne auncune sous-famille infinie d’en-
sembles disjoints. Soit By e . Wil existe des ensembles de F' disjoints
de E,, soit E, un d’entre eux. §'il existe des ensembles de F' disjoints
de E, et de E, & Ia fois, soit By un d’entre eux. Généralement suppo-
sons que les ensembles By, By ...,E, de F soient définis; s’il existe
des ensembles de F disjoints de chacun de ces n ensembles, soit E, 4
un d’entre eux, La suite Fy,E,,... ne peut pas étre infinie, vu que,
d’aprés notre hypothése, la famille F ne contient aucune sous-fa-

_ mille d'ensembles disjoints. Il existe donc une suite finie By, B,,...,E,
@’ensembles de F, telle quaucun ensemble de F n'est disjoint de
chacun des ensembles Eiy, B, ..., En; ¢Cest-i-dire, tout ensemble de la
famille F a des éléments communs avec un au moins des ensembles
E,E,,...,E, La famille F étant infinie, un au moins des ensembles
EyEay... En, so0it H,=E,, a des élémenty communs avec une in-
finité des ensembles de la famille F autres que H. Désignons leur
famille par §,. En raisonnant de la méme maniére, nous trouverons
dans S; un ensemble H, et une sous-famille infinie §, de §; formée
d’ensembles dont chacun a des éléments communs avec H, (et évi-
demment aussi avec H,). En raisonnant ainsi de suite, on obtient
une suite infinie H;,H,,... d’ensembles distincts de la famille P,
telle que chaque ensemble de cette suite a des éléments communs
avec tout autre ensemble. F,={H,,H,,...} sera donc une sous-famille
infinie de ¥ ne contenant pas d’ensembles disjoints4).

*) En lisant les épreuves a corriger, j'ai appris que d’aprés Mme D. Mara.
ham (Set functions and Souslin’s hypothesis, Bull. Amer. Math. Soc. 54, 1948,
P. 587-590), on peut déduire des résultats obtenus par E. W. Miller dans ,,4 note
on Souslin's problem”, Amer. Journ. Math. 85 (1943), pp. 673-678, & l’aide de
quelques résultats de Ben Dushnik et E. W. Miller, parus dans Amer. Journ.
Math. 63 (1941), pp. 600-610, que la proposition 30 de la p. 165 pourrait étre
remplacée par la condition 4° gue voiei:

4% Chagque sous-famille F, de F formée d'ensembles dont aucun couple d'en-
sembles non vides m'est disjoint est au plus dénombrable.

Les conditions 2° et 49 sont plus faibles que les conditions 20 et 30,

iom

Sur un espace compact localement contractile qui n'est
pas un rétracte absolu de voisinage.

Par

Karol Borsuk (Warszawa).

Tn sous-ensemble F d’un espacel) M est dit contractile dans M,
lorsqu’il existe une fonction ¢(x,t) définie et continue dans le pro-
duit cartésien 2) E x<0,1> de E et de I'intervalle 0<{t<C1, dont les
valeurs appartiennent & M et qui satisfait aux conditions:

¢l2,0)=a; glr,1)=const., quel que s0it x ¢ E.

Llespace M est dit localement contractile au point a € M, lorsque
tout entourage U de @ contient un entourage 17 contractile dans U.
L’espace M est dit tout court localement contractile, lorsqu’i] T'est
4 chaque point a e M.

Tn sous-ensemble 4 d'un espace M sappelle rétracte de M,
lorsqu’il existe une fonction continue 7 transformant A en 4 de
maniére que #(x)=z pour tout = ¢ 4. IL’ensemble compact 4 s’ap-
pelle réiracte absolu de voisinage lorsque pour tout espace M DA
Iensemble A est un rétracte d’un certain entourage de A dans M.
Les rétractes absolus de voisinage sont des espaces dont la structure
topologique est particulidrement simple, ressemblant & celle des
polyedres ®). En particulier leurs groupes de Betti sont des groupes
4 un nombre fini de générateurs et pour presque toutes les dimen-
sions ces groupes se réduisent 4 zéro*).

1) Tout espaée est entendu dans ce travail dans le sens d'espace métrique.

2) Par le produit cartésien des espaces X et ¥ on entend T'ensemble de
tous les couples (z,y) olt xe X et ye Y. métrisé par la formule

etz (') = Vel o oty y 2

3) ("est pourquoi certains auteurs appellent les rétractes absolus de voisinage

quasi-complexes. Voir p. ex. 8. Lefschetz, dlgebraic Topology, New York 1942,

p- 322.
4) Voir 8. Lefschetz, On locally connected and related sets, Ann. of Math. 35

- (1934), p. 120 et K. Borsuk, Zur kombinatorischen Eigenschaften der Retrakte,

Fund. Math. 21 (1933), p. 97.
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