Sur T'analycité de I'espace Do au sens de M. Menger.
Par

Wactaw Sierpinski (Warszawa).

Si T'on a fait correspondre i tout systéme fini de nombres
naturels 2,,%,,...,7z un ensemble "4"14"2:-"”’)(’ on dit qu'on a défini
un. systénme determinant {A,,l,,.z,,,,,,,k}. L’ensemble

i=3

Ry ltg, e

L]
k]=_[1 Anpng,m,nk}

olt la sommation sétend i toutes les suites infinies HyyPlgy... de
nombres naturels est dit noyau du systéme déterminant {A,,],,,z,m,,,k}.

M étant un espace métrique, on appelle ensembles analytiques
de II les noyaux des systémes déterminants formés d’ensembles
fermés de A 1). Un espace métrique est dit absolument analytigue
s’il est analytique dans tout espace qui le contient 2). On démontre
sans peine que pour qu’un espace -métrique soit absolument analy-
tique, il faut et il suffit qu'il soit analytique dans un espace complet
qui le contient 2),

M. K. Menger a donné la définition suivante d’espaces ana-
Iytiques.

Un espace métrique séparable 3 est dit analytique (au sens
de M. Menger) s'il existe un systéme déterminant {Anno.
formé d’ensembles fermés de M, tel que:

19 il existe pour tout point p de M une suite infinie de nombres
naturels #,1,,..., telle que p €dpiny. g O0 k=1,2 ..,

n1,112,<..,nk}‘

') Voir p.e. F. Hausdorff, Mengenlehre 1935, p. 1
-analytiques sont - appelés ensembles de Souslin).
%) ibid., p. 179.

77 (ol les ensembles

icm
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20 guelle gue soit la suite infinie de nombres naturels 7y,%,,...,

oo

St Apyng.m =0 pour k=1,2,..., Pensemble I Anyng...n, se réduit

4 un seul point?).

M. Menger n'envisage que les espaces analytiques séparables #).
Le but de cette Note est de démontrer qu’il existe des espaces mé-
triques non séparables, analytiques au sens de M. Menger. Je
prouverai notamment le théoréme suivant:

Théoréme. L’espace D, de M. Fréchet est analytique ou
sens de M. Menger.

Démonstration. Désignons, pour p, ¢, r naturels, par
E(p,q,7) Pensemble (évidemment fermé dans D.) de tous les points
(&1,%sy...) de Dy, Ol

(—1YB(r/2) ~2*°<a-,,<_[(~;1 YE(r[2)+1]-277

(Bt désignant le plus grand entier <?). )
NyyNg,...,ny 6tant une suite finie de nombres raturels, dé-
signons par A s,...n;, le produit de tous les ensembles E(p, q,zp-1y29-1),

oll p et ¢ sont deux nombres naturels, tels que .

) (2p—1)20-1 < k.

Les ensembles Ap n,,..n, sODt évidemment fermés (dans D,:,).
Je dis que le systéme déterminant {4 n,..n,} jouit des proprié-
tés 10 et 20,

Soit, en effet, a=/(a;,a,,...) un point donné de D,. k étant
un nombre naturel, désignons par g, et h; deux nombres naturels
(bien définis par k), tels que

k=(2g,—1)2h.
Soit ¢(w)=1 pour »<0 et p(z)=0 pour z>0. Posons

(2) ny= 2 |E2kkag,|+¢lag,), pour k=1,2,..

%) K. Menger, Bemerkungen zu Grundl fjragen, Jahresb. d. deutsch.
Math.-Ver. 27 (1928), p. 224. Cf. ibid., p. 305, note 6) (ot les ensembles fermés
formant les systémes déterminants sont remplacés par les engembles o’u-verts).

4) 8a définition des espaces k-séparables (resp. k»a.na%thues) utilise des
systémes déterminants dont les indices sont des nomhres ordinaux de classes <k
(. c., p. 305).
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) Seit k un nombre naturel donné et P eb.g deux nombres naturels
satisfaisant & (1); posons

F=%@gp—1y29—1.
- Vu que '

Jep-pe—i=p et hg, gu-1=gq,
ik vient dapres (2):
r=2|B29ap|+ g(a,),
d’ol (vu la définition de la fonction g):
(1Y B(r/2) = (—1)7ep) |[E29a,| =B27a,
ef. comme
2TTB2%a, < a4, < 2T (B2 0+ 1),

on a (ay,a,...) € B(p.g,r), e.~a-d.

e E(p:g:'n(2p~1)2q“‘1)

pour les nombres naturels p et ¢ satisfaisant i (1); d’oty, vu la défi-
nition de A nying :

GeAd

’ ng.ng,....n5

Cecl étant démontré pour k=1,2,...,

) . on voit gue le systeme
déterminant (T — jouit de la propriété 1.

Soit maintenant sy,n,,... une suite infinie de nombres naturels
et supposons que '

{3) “.1"13"2r----"k:%=0 pour k=1,2,..
Vu la définition de Angny.ongy 1L € résulte que

E(D,4,70p1y20-1)- Bp', ¢, neayy—gyo0'—1) %0

quels.que sme’nt les J}ombres naturels p, g, p’ et ¢'. Soit p un nombre
naturel donné. Les intervalles fermeés
_ n - =1 —
) 5q~((~1) ep—1)20-1 ]2 Mop—1y09—1-2 q’
1) ep-129-1 B2 g, gy 0—1.97 4 270,

oft g=1,2,...), ont don¢ deux i deux des point

b & C de § communs, et il existe
par conséquept un nombre réel - ’

Gp € 8,0,...
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Je dis que

() k=1.2,...

(1, 6p,...) € —inl.ng...,,nk pour

En effet, soit & un nombre naturel donné, et soient p et ¢ deux
nombres naturels satisfaisant & la condition (1). D’aprés les formules
@p € Oy €6 (1), on trouve, en posant r=ng, 1041

(—L)E@F2)271< ap < (—1)B(r/2)- 279279,
d’on
(@g;...) € E(P, 4, R(op—1)29—1)

pour p et ¢ satisfaisunt a (1), ce qui prouve que (a,ay,...) € 45 .
La formule (5) est ainsi établie. On a done

g

oo
l ] -1,, =0
~Lnrgny,..onp T Y.

1 s U

Or, je dis que si, pour k=1,2,..,,

(6) (@130 .-.) € Appnyny €0 (By,b5:...) € B S
on a alors
(7) (@, @9, ...) == by, by ... ).

En effet, admettons gu'on ait les formules (6) et soient p et ¢
deux nombres naturels; posons k=(2p—1)2¢-1. Daprés {6) et la
définition de A, 4, m, On a done

(@1,0p...) € E(p,g,na) et . (B1sba; ...) € E(p, ¢;9),

d’olt, vu la définition des ensembles E(p,q,7):
(MBI 2T <P (- 1) BB 2T 2,
2 by 2
done

lap—bpl < 27%

Ceci étant pour ¢=1,2,..., on trouve a,=b,, pour p=1,2,...,

ce qui donne 'égalité (7).

Le systéme déterminant {dn ...} jouit donc de la pro-
priété 20, Il est ainsi établi que I'espace D, est analytique au sens
de M. Menger, c. q. f. d.

14%
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Les espaces analytiques de M. Menger sont — comme il ré-
sulte tout de suite de leur définition — de puissance non supérieure
i celle du continu. Cependant, les problémes restent ouverts s’l
existe des espaces absolument analytigques de puissance non supé-
rieure & celle du continu (resp. séparables) qui ne soient pas analy-
tigues au sens de M. Menger, et §’i] existe des espaces analytiques
au sens de M. Menger qui ne soient pas absolument analytiques.

Exemple effectif d'une famille de 2% ensembles
linéaires croissants !).

Par

Wacltaw Sierpiaski (Warszawa).

Le but de cette Note est de définir effectivement une famille F
formée de 2™ ensembles linéaires croissamts, c.--d. telle que deux
ensembles de la famille ¥ soient toujours distinets et que 'un d’eux
soit contenu dans Iautre. A ce but je démontrerai d'abord le lemme
suivant:

Lemme. On sait definir une fonction f(D) qui fasse correspondre
& tout ensemble dénombrable D de nombres ordinaur Zo et <Q un
ensemble linéaire non vide f(D) de sorte qu'on ait toujours

D) HD')y=0 D=£=D'3),

Démonstration. Soit
(1) [ETLPYYE YRR
une suite infinie formée de tous les nombres rationnels différents.
(11 est bien connu gu’on sait définir effectivement une telle suite).

2 étant un nombre irrationnel, 0<2<1, désignons par

R N D
T (L) 2y T
son développement en fraction continue arithmétique. »(1,2),%(2,2),...
est donc une suite infinie de nombres naturels, définie completement
par le nombre irrationnel x.

pour

1) Le résumé de cette Note a paru dans le Rendiconto della R. Accademia
delle Seienze Fis. e Mal. della Soc. R. di Napoli Ser. 4, Vol. 10 (Séance du 4 mai
1940).

3 (% lemme peut &re considéré comme une extension aux ensembles
dénombrables de nombres ordinaux du résultat connu de H. Lebesgue (Jowrn.
de Math. t. I (1905). p. 213), qui a défini effectivement une suite transfinie de type
0 @ensembles linéaires digjoints (non vides). L'idée de notre démonstration
nest quune modification de celle de Lebesgue.
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