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Sur la division des types ordinaux.
Par .
Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer plusieurs théorémes
concernant la division des types ordinaux.

1. Théoréme 1. u étami un nombre ordinal =0 et o et f deuw
types ordinous tels que pa=up, on & a=f.

Ce théoréme a été énoncé sans démonstration par Adolphe
Lindenbaum en 19261). La démonstration de A. Lindenbaum
ne fut pas publie et elle m’est inconnue. Je donne ici celle que
j’al trouvé en 1946.

Démonstration. Soit M Dlensemble de tous les nombres
ordinaux & oh 0<CE< p; on a M=y Soient 4 eb B deux ensembles .
disjoints tels que A=q¢ et B=p4. Soit P lensemble de toutes les
paires ordonnées (m,a), ol M € M, a e A, ordonné d’aprés le principe
de dernitres diffévences et soit @ Pensemble de toutes les paires
ordonnées (m,b), oit m ¢ M et beB, ordonné d’apreés le méme principe.
On » évidemment P=pa, Q=uf, done, d’aprés pa=uf, P=0Q.
11 existe done une transtormation f de P en @ qui établit la gimili-
tude {au sens d’ordre) de ces ensembles. Soit jhl 1a, transformation
inverse (donc de @ en P). Posons, pour & e A, pla)=(0,a) et, pour
me M, beB: p(m,b)=>b. Je dis que la fonetion gla)=wig(a) (ol
a e A) établit la similitude (au sens d’ordre) des ensembles A et B.

En effet, il résulte des définitions des fonctions g, f et y que
pfpla) e B pour o ¢ A. Soit maintenant a € 4, a’ ¢ 4, a-<3a’ (dans A).
Vu Pordre établi dans P, on a (0,a)3(0,a') dans P, @0 (1a fonetion f
établissant la similitude entre P et @) (0,0)2f(0,a’) dans @. Comme
#0,a) €@ eb f(0,a") €@, il vient #(0,a)=(£0) et f(0,a")=(n,0"), OU
EeM, nel, beB, b’eB. On a done (£,b)<=2(n,b") dans @, d’on
b=b' ou bien b<3p' dans B.

1) Comptes rendus de la Qocité des Sciences et des Lettres de Varsovie,
CLTIT, 19 (1926), p. 321 (théoréme 15. (L)).
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Admettons que b=10';
0,0)3(7,6)<<(%a'), par suite

b) =1(0,a)<3f(z,6)<1(0,a")=(1,b") = (n,b).

On a donc f{7,6) =(05,0) pour 0<7z<<p, ol é<O,<n<p et
comme 6,< 6, pour 0<<z<t'<<p, cela impligue une contradiction,
Tensemble de tous les nombres ordinaux < x ne pouvant &tre gem-
blable & un sous-engemble de son segment (déterminé par le nombre 7).

Il est ainsi démontré que b==b’, donc b<<b’. Par conséquent,
siaecd, ' e¢d et a<a’, on a f(0,a)=(&D) et f(0,a')=(n,b'), ol
5<8b’' (dans B) ce qui donne (vu la définition de la fonetion vp):
wio(a)<vfp(a’) pour aed, a' ¢ A, a<Sa’. Pour démontrer que la
fonetion gl(a)=vpfp(a) établit une smlﬂ]tude entre les ensembles 4
et B, il suffira donc de démontrer qu’il existe pour tout élément b
de B un élément o de A tel que gla)=

Admettons done que, pour un élément b, de B, il n’existe

aucun élément ¢ de A tel que g(a)==5b, Posons:
F7H0,b0) =(a0,@0);  F(0,00) = (B1, 1),
et, pour 11:1,2,.1.:
f’_l(oabn)=(am“n)3 f(o ) = (ﬁn+1’ n+l)

8i Ton avait, pour un &<y, f(Eby)=
aurait, @aprés £77(0,bg) = (ag, @),
d’otr

(a,@), ol a=Fa,;, on
G0, donc (ay,a,)<<(0,a)3(a,a),

(0,B0) =f(ap; @) <X /(0,a) 2 f(0oya) =(£,by),

ce qui domne f(0,a)=(n,dy) {oh 0<n<E), =pfp(a) =by,
contrairement & la déﬁmtlon de by

On a done j(&,by)=(0sa,) pour E<p (ol 6§<y) et, comme
F70,bg) =(ag,a,), on trouve o< b pour &< . Or, on a Hy=a, et
b:<<bp<<p pour £<&'<<p. L'ensemble de tous Jes nombres ordi-
naux <u est done transformé par la fonetion v; semblablement cn
un sous-ensemble de nombres ordinansg za; et <u. Il en résulte,
comme on sait, que gu=ay+ pu.

Draprés (0, bo)={(ayaq); o0 & (0,bg)=f(ay,a,), ce qui dcane,
vu la définition de by: 0<ay, et, comme f(0,a,)=(f;,b,), on trouve
(B b1)=3(0,bo), 700z Byb.

done g(a

on a done &<n et, pour O<zr<<p:
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il existait uwn élément b tel que b, <Xb<\bhy,, on aurait
{B1y 1) <(§,0)<3(0,b,) pour <y, d’oi:

(0,a0) = f”1 (By b)) 21 (£,0) <71 (0,bg) =

¢e qui donne sans peine a,>>u, mais ceci est impossible. L’élément b;
précéde donc immédiatement b, dans B. On a par conséquent pour
0< < ay:

(aos@)  pour &<y,

(Burb) =1(0, 80) = 7(&, @) = Hlagy ag) = (0, by),

done, pour &<ay: f(§,a4)=
Bi<n<p, on a (By,by) S(n,b)<

(0,a0) =F " (Buyb1) 2F " (m,by) <10, b0) =

ce qui prouve que F i, b) = (&, a,), 01 0L E< ag. L’ensemble de tous
les nombres ordinaux £ tels que 0<£<Ca, est done semblable & l'en-
semble de tous les nombres ordinaux 7 tels que fi<n<<y, et il en
Tésulte tout de suite que p=pf+ o

Comme 77'(0,b;)=(0y,a;), nous concluons sans peine, comme
plus haut, que @, précéde dans 4 immédiatement D’élément a, et
que p=a;-+ f,. Pareillement on trouve ensmte p=Pot oy, p=ay+f,
p=Ps+ ag..

On a donc n=agtpu=a+py, fi<p, d’0lt gg<a; et, comme
p=p+ag=p+a, on trouve f,<f;. Pareillement on trouve
Ba< Bas Bu<<fsy-..; ce qui est impossible, puisqu’il n’existe aucune
suite infinie décroissante de mombres ordinaux.

Notre théoréme se trouve ainsi démontré. Il subsiste encore
pour y=o* u=w*+w et pour p=7n-+2, mais il n’est pas vrai pour
u=1n puisque 7-2=7-1, ni pour g=7-1 puisque (y+1)-2=(9+1)-1

Or, on démontre sans peine que si x est un nombre ordinal
et a et B deux types ordinaux tels que u+a=u+f, on a a=4.
Cela subsiste encore pour u=o*+w et pour p=n-2, mais
non pour p=w* puisque w*+l=w*{2, ni pour u=7, puisque
7+ (1+n)=7-n, nipour p=n+1, puisque (n+1)+1=(7+1)+(7+2).

2. Dans la Communication citée de A. Lindenbaum et
A. Tarski on trouve (p. 321, proposition 13 (L)) ce

(m,by), oit By <<u. D’autre part, si
(0,8,), dolr

= (g, %),

Théoréme 2. Si a et p sont deux types ordinaux et n un nombre
naturel tel que a-n=pg-n, on ¢ a=p.

=
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La démonstration de cette proposition n’est pas donnée dans:

la Communication citéel); d’aprés une indication qui s’y trouve,
elle s’appuie sur le lemme suivant, énoncé également sans démon-
stration (proposition 1 (L:)).

Lemne 1. Pour que Pon ait (pour les types ordinaux e, o et g)

a=c+atp, i fout et i suffit qu'il ewiste un type £ tel que

a=ow-+ &4 go*.
Voici la démonstration de ce lemme.

1) La condition du lemme 1 est nécessaire, En effet, soit:

a=0c+a+p et soit A un ensemble ordonné du type e. Comme
a=¢+ate on a A=8+A,+ R, oil §=0, d,=0a, By=¢ et ol
les éléments de §; précédent dans A ceux de A;, et les ¢léments
de 4, —ceux de R,. Comme A;=a=4, 4; est semblable au sens
Qordre i A eb on trouve A, =8,+d,+ Ry, ot Sy=0, dy=a, By=o.

Par linduction facile on obtient A,=8pu+4np+ Ry, ol

Seri=0, Appy=a, Bipr=p pour n=1,2,... et ol chaque élément.
de Spig précéde dans A chague élément de 4,44, et chaque élément.

de A,y précéde chaque élément de R,yq.
Chagque élément de 8;+ S+ 83+ ... précéde donce dans 4 chaque
élément de ...+Ry-+ R,+ R,. Nous pouvons done poser

) A =8+ 8+ 8+ o+ X+ oo Byt Ry Ry,

ot X est un ensemble gui peut étre d’ailleurs vide et ol de deux
éléments appartenants & des termes distinets de la somme (1) celui
est antérieur qui appartient au terme antérieur. '
Il résulte tout de suite de la formule (1) que
a=0cw-+ &+ gw¥,

ol £ est le type d’ordre du sous-ensemble X de Pensemble ordonné 4.

2) La condition du lemme 1 est suffisante. En effet, si
a=ow-} £+ gw*, on a

o ate=0+to0+&+ gt o=0(1+ w)+- &4 o(0*+1) = owt+ &+ pw*=a
{puisque 1+ o=w et o*+1=r*).

*) Pour n=2 la démonstration du théoréme 2 se trouve dans mon livre

Zarys teorii mnogodei, 3-me éd. Warszawa 1928 (en polonais), pp. 168-169.
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On déduit tout de suite du lemme 1 ce

Corollaire 13). Pour que Von ait (pour les types ordinaux a, o
et p) a=o+a+tg, il faut et il suffit que a=o0+a et a=a+e.

Démonstration. 8i a=oc+a+tp, on a, d’aprés le lemme 1,
a=ow—+ £+ pw¥, d’ol:

o+ a=0c+ow+tE+ po*=o(lt+ o)+ E+ po*=ow+ &+ pw*=a,
et
a-+p=0w—+E+ pw*+ g=ow-E+ g(0*+1)=ow+{+eo*=a.
D’autre part, si a=o0+4a et a=a+pg, O &
a=c+a=0+(a+g)=0+a+e.
Pour démontrer le théoréme 2, nous prouverons encore ce
Temme 2. Soient U un ensemble ordonné, n un nombre naturel
<€t U=A1+A2+...+A,,=BI—I—B2+...+Bn, ot chaque dlément de
Ay (resp. de By) précéde dams U chaque élément de A, (resp. de By )
-pour 1<h<I<n. Il existe alors un indice p, 1<p<n, tel que B,CA,.
Démonstration. Admettons que notre lemme n’est pas
‘yrai. I’inclusion B,C A, est donc en défaut d’ou il résulte gue
By(ds+A;+ ...+ An)+0 et Byd;=0 (puisque, si Pon avait b € Byd,,
chaque élément de B; précéderait b et on aurait B;CA4,, contraire-
ment & Phypothése). On a done ByCAy+A4;+...+4, e, comme
Tinclusion B,CA, n’a pas liew, on a By(Azt+ A4 .. +Ar)=E0 et
By(d;+4,)=0 (puisque si Pon avait be By(4;+4,), on auraib
B,CA4,+4,, ce qui est incompatible avec T'inégalité

By(Az+ A 4RO,
les ensembles A;,4,,...,4, étant disjoints). On a donc
ByCAs+ A+ .. +4x
-et, comme Pinclusion ByCA4, est en défaut, on trouve
By(dy+Agt A0,

En raisonnant ainsi de suite, on trouve B,CA,, contraire-
‘ment & Uhypothése. Le lemme 2 est donc vrai.

3) Proposition 2 (L) de A. Lindenbaum, 1. c., p. 320.
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On en déduit tout de suite ce

Corollaire 2. i pour deus types ordinaus a et f on o a-n=_F -n,
o 1 est um nombre naturel, il ewiste deuw types ordinauz oy et oy tels
que =0+ f+ 0. :

En effet, si a-n=4-n, on peut appliquer le lemme 2, en suppo-
sant que Ay=a et By=f pour k=1,2,..,n. D’aprés le lemme 2
il existe un indice p, 1<p<n, tel que B,CA,. Soit § I'ensemble
de tous les éléments de A, qui préceédent chaque élément de Bp,
et soit B lensemble de tous les éléments de A, qui suivent tout
élément de B,. On a donc 4,=8-+B,+R et, comme A,=0, B,=p,
en posant S=o;, R=p,, on aura a=oc,+ -+, ¢ ¢ L. d.

Nous allons démontrer maintenant le théoréme 2.

Soient 7 un nombre naturel et o et § deux types ordinaux,.
tels que a-m=F-n. Les types « et p sont done simultanément des
segments et des restes du type y=a-n=pF-n. (Un type a est dit
segment du type y, §'il existe un type o tel que y=a+ o, et le type o
est dit reste du type y, s'il existe un type o tel que y=o+4a). Or,
comme on sait, de deux segments (restes) d’un méme type ordinal
toujours un au moins est un segment (reste) de Pautre. On 2 done
un au moins de 4 cas suivants:

1) o est un segment de f et f un reste de a.

11 existe done deux types o et p tels que f=a+-¢ et a=o-+f.
1 en résulte que f=o+ B+ g, d’oli, d’aprés le corollaire 1: f=0+8,
donc f=a.

2) B est un segment de o et o un reste de f.

Comme dans le cas 1) on trouve a=f.

3} a est un segment de f et -a est un reste de .

Il existe donc deux types o et p tels que

1) B=0a+p=0+a.

Or, d’aprés le corollaire 2 il existe deux types ordinaux o, et g,
tels que

2) : a=o1+f+ar
I résulte de (1) et (2) que

B=o+a=0+ 01+ f+g,
d’oli, d’aprés le corollaire 1:

(3) . B=p+ ey
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Or, d’aprés (2) et (1):
a=01+f+ e =01tat e o,
d’ot, d’aprés le corollaire 1: a=a+ o+ gy, done, d’aprées (1):
4) a=f+0,.

Les formules (3) et (1) donnent a=p.

4) f est un segment de o et § est un reste de a.

Comme dang le cas 3) on trouve a=pf.

Dans chacun de 4 cas on a done I’égalité a=f et le théoréme 2
est démontré.

Le théoréme 2 cesse évidemment d’8tre vrai lorsqu’on y rem-
place le nombre n par o (puisque 1-0=2-o). Or, il est vrai, lors-
quon y remplace o par o--1.

Admettons, en effet, qu’on a pour deux types ordinaux o et 8,
a(lw+1)=p(w+1). II existe alors un ensemble ordonné U tel que

U=A,+4s+ .- Ant ...+ Ao=By+ By+ ... Bpt oo Ba,

ot A;/=a et By=p pour i=1,2,..,0, et ol chaque élément de A,
(resp. de Bj) précéde dans U chajue élément de A; (vesp. de By)
pour 1<k<I< 0.

Je dis quil existe alors un nombre ordinal p, 1<p<w, tel
que B,CA4,.

En effet, comme dans la démonstration du lemme 2 on prouve
que, si ce n’est pas le cas, on a

(5) By(Apra+Apmt ... F+4,)50 pour naturels.

"Si Ton avadt, pour un n naturel, B,4,=0, on aurait, comme
on voit sans peine, App1+Aniot ...+4,CB,, done,vu que B,B,=0,
on aurait Bu(dnii+Anet ... +F4.)=0, contrairement a (b) (pour
k=n). On a donc B,4,=0 pour n naturels, d’oit B,CA,.

Notre assertion est donc vraie. On en déduit égalité a=§g
de la méme facon que le théoréme 2 a été déduit du lemme 2.

Plus généralement, on pourrait démontrer que le théoréme 2
reste vrai, lorsqu’on y remplace n par un nombre ordinal de premiére
espéce et devient fauw lorsqu’on y remplace m par un nombre ordinal
de seconde espéce. ‘

Pour n=1+cw* le théordme 2 est vrai; pour n=o+ ",
o*+ o, 7, n+1 il est faux (puisque 1-(w+ 0¥ =2(w+o¥),
Low*+ o) =2(w*+ w), L-n=7-1, n(1+mn)=(+1) (L+n)=n).
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3. Un type ordinal peut &tre divisible & gauche par tout nombre
naturel, sans Détre par o ni par o* P.e. le type o*+ o (oll on &
w(o*+ w)=o*+w pour n=1,2,..). Pareillement, un type ordinal
peut &tre divisible & droite par tout nombre naturel, sans I'étre par w
ni par ¥, p. e.le type 1+27+1 (ol Pon a (1+42n+1)-n=1+29+1
pour n=1,2,3,...).

On peut méme démontrer ce

Théoreme 3. I existe un type ordinal @ qui est divisible par
tout nombre naturel & gauche et & droite, mais qui n'est pas divisible
i & gauche ni & droite par w i par o*.

Tel est, comme on voit sans peine, le fype ¢ = (w* -+ w)(1-42941).

4, Théoréme 4. Il existe une infinité indénombrable de types

ordinauz (denombrables) distincts, deuz o deuwxs divisibles Pun par

Vautre de droite.

Tels sont les types oy, oft a est un nombre ordinal <Q. Iin
effet, comme on voit sans peine, on a, pour a<<Q, f<<Q, a==f: an==fy
et an=an-fn, pn=py-a. )

Il en résulte que deux types ordinaux distinets peuvent avoir
les mémes diviseurs & droite. Il en est de méme pour les diviseurs
4 gauche. Les types o=0(=...000) et f=oaw sont divigibles
& gauche Pun par Pauntre, puisque a =pQ2, et on a a4, le type §
étant confinal avec w et le type « me Pétant pas. Plug encore,
on a ce

‘ Théoréme 5. Il existe une infinitd indénombrable de types
ordinaux distincts, deux & deus divisibles Pun par Uauire de gauche.
F!e sont lfes types g, =00, 147 OU e estun nombre ordinal <02
(et ol wg désigne le plus petit nombre ordinal de puissance k).
En effet, on a, pour a<< 2, f< Q: Pe=Pu0oWe1y €6 @ =@ w0 '
puisque o, wo=w = t, d’ g A oal g g
ap1 00 Wp  Wo= Wg, €L autre part, on a P T g
Dour a< f<< 2, puisque le type g, ., st confinal avee wqiy et par-
suite ne peut pas &tre confinal avec [ATIR
Cependal%t,l je ne sais pas #’il existe deux types ordinaux dé-
nombrables distinets dont chacun serait divisible de gauche par
Pautre. :
Je ne sais non plus il existe deux tyy i igti
o ypes orvdinaux distincts
divisibles I'un par autre de gauche et de droite.
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5. Théoréme 6. Il exisite deux types orvdinauw qui ne sont

des diviseurs communs de gauche daucun type ordinal, mais qui

sont des diviseurs communs de droite d'um type ordinal.

Tels sont p. e. les types o et 5, puisque 7o=1 et, quel que
soit le type &40, wf est un type non dense et n# est un type dense.
Tels sont aussi les types o et «*, puisque no=nw* et, comme on
voit sans peine, quels que soient les types & et £(=0), on a
‘wb=Ew*E;.

Théoréme 7. Il existe deux types (nombres) ordinaus qui ne
sont des diviseurs communs de droite daucun type ordinal, mais qui
sont des diviseurs communs de gauche dun type (nombre) ordinal.

Tels sont les types w et Q, puisque wQ°=0Q0° et, quel que
soit le type £==0, £o est un type confinal avee o et £Q ne Dest pas.

Théoréme 8. Il existe deux types ordinaus qui ne sont des
diviseurs communs ni de gauche ni de droite d’aucun type ordinal.

Tels sont les types # et 2, puisque, quel que soit le type £=0,
né est un type dense et Q& ne P’est pas, et d’autre part, & est un
type confinal avec w et £Q2 ne l'est pas.

6. Théoréme 9. Si « et f sont deum types ordinaus, alors:
a) un diviseur de gauche commun de o et de B est un diviseur de gauche
de a+B; b) un diviseur de gauche commun de a et de a-p peut ne
pas Elre diviseur de gauche de B ¢) un diviseur de gauche commun
de B et de a-+f peut ne pas éire diviseur de gauche de a.

Démonstration. a) Soit a=day, f=0f;. On & a+ f=0(cy+ fy)-

b) On a 5+ (1+n)=n et 147, en tant quun type ayant
1’élément premier n’est pas divisible de gauche par 7.

¢) On a 1+ o -1=w-1 et 1 n’est pas divisible par o.

Quant au cas b) il est & remarquer gqu'un diviseur de gauche
commun de nombres ordinaux a.et a-+ g est toujours un diviseur
de gauche de p.

En effet, soient a et B deux nombres ordinaux, = b0y,
a+p=06y;. On a, comme on saib, f=0dp,+e, ol g<<d, donc
8oyt Br)+ e=0y, 01 y=ay+ By, done yy=ayt Bit o OU ,20-
Par conséquent

8o+ B+ e =8+ )+ oy

done, vu que p<<d, g=0. Ainsi B=24f,.

dou  g=dey,
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Théoreme 10. S o & p sont deum types (nombres) ordinauz,

dlors: ) un diviseur de droite commun de a et de B pewt ne pas Vétre.

par rapport & a-+ f; b) un diviseur de droite commun de o et de a+f

peut me pas Vétre par rapport & fB; e) wun diviseur de droite commun

de B et de a+p peut ne pas Véire par rapport & a.
Démonstration. a) Posons a=w? f=w0, d=o. I’hypothése

gue o} o={w, entraine é<w? done = b+l o 0<ki<ow et

<< w, Qoit: fw< w?, contraivement fw=wl+ o>’
D) On a w-24+1=(w+1)-2 et 1 n'est pas divisible par 2.
c) On a 141-w=1-0 et 1 n’est pas divigible par w.
Quant au cas a), il est & remarquer qu’on a- ce

Théoréme 11. La somme de deuz nombres ordinaus divisibles
de droite par un nombre noturel n est divisible de droite par n.
Démonstration. Soient « et § deux nombres ordinaux et
§0it a=am, f=pm, ol 7 est un nombre naturel. D’aprés G. Can~
tor on a ’
ay =tk + whely+ .. 4 wirk,,
pr =il + o2ly + ... 4 w¥sly,

ol 7, 8, k; (6=1,2,...,7) et ; (j=1,2,...,5) sont des nombres naturels

et ot g, (i=1,2,...,7) et #; (j=1,2,...,s) sont des nombres ordinaux,

tels que
B> > > 20 ety >0,> 0>, 20.
Si gy >, on a, VU que E+ ok=wk pour E<wk, fn+ aq=a et
atB=on+ =0+ ay(n—1)+ =
=0+ (fn+a) (B—1)+ By ={uy+ pyn)n.
Bt py<<w, on a ayn+pi=Pp, et
a+ f=an+fm=an+ i+ fin—1)=pF;+ fi(n—1)=Fn.
Si p=w, on déduit de V'égalité :

an=w*kn-+ wholiy+ ...+ whd,
que
C ot B=am+t fin=ow*1kn+ o1+ ol ...+ w¥sli=
=[wtt(k+ 1)+ w*ely+ ... 0% 1] - n.
Le théoréme 11 est ainsi démontré.

il es.t 4 remarquer que le théordéme 11 est en défaut pour les
types ordinaux, p. e. pour les types (w*+ w)-n et n, puisque, comme

on voit sans peine, lenr somme n’est ivigi A i
pas divigible & droite
nombre naturel . pat le
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7. Théoréme 12. Quel que soit le type ordinal a, il exisie un
type ordinal & tel que fa=af=E.

Pour démontrer le théoréme 12 nous prouverons d’abord deux
lemmes.

Lemme 1. Quel que soit le type ordinal a, il existe un type ordi-
nal & tel que Ea=§.

11 est facile de démontrer que le type &=a°* (=...aaa) sabis-
fait & notre lemme.

Lemme 2. Quel que soit le type ordinal a, il exviste un lype ordi-
nal & tel que a&=§&.

Démonstration. En supposant que a=0, on peut évidem-
ment poser a= f+1-+7y, oL B et y sont des types ordinaux qui
peuvent &tre aussi=0. Posons

E=[a*f*+ (a*)2p* + (a*)Pf*+ ...+ et ay+ ay+ddy+...
(=...+ op+ ?p+af+atay+ a@y+aPy+..).

On véritie sans peine que le type ¢ satisfait & notre lemme
(puisque a?=a(f-+1+y)=af+atay)?).

Soit maintenant a un type ordinal donné. D’apris le lemme 1
il existe un type ordinal ¢ tel que pa=g et, d’apres le lemme 2 il
existe un type v tel que ap=y. Posons E=yp. Il vient

wp=yp et ypa=yp, donc af=fa=a.

Le théoréme 12 est ainsi démontré.

En particulier, pour a naturel on peut admettre que {=wn
et, si a est un nombre ordinal de deuxidme clagse, on peut admettre
que &=a®n.

8. Théoréme 13. Si a est un type ordinal tel guc aw=a, 0% &
aE=q pour lout nombre ordinal I ON

Pour démontrer le théordme 13, il suffit de remarquer que
Pégalité aw=a implique

ata=at+av=a(l+w)=cn=cq
et d’appliquer I'induction transfinie (en s’appuyant sur la proposition,
que tout nombre transfini de deuxidme classe est somme d’une
suite finie ou infinie (du type ) de nombres ordinaux plus petits).

4) D’aprés M. Sikorski on peut omettre les lemmes 1 et 2 si 'on utilise

la définition de la puissance générale de types ordinaux donnée par Hausdorff
(Voir Grundziige der Mengenlehre, 1914, Kap. VI, § 3). Il suffit alors de poser

= (p+ 14yt
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En particulier, vu que no=7 et (1+ No=1+12 on a né=1y
et (1+-A)E=1+1 pour £<Q; ceci est, d'ailleurs, bien connu. (On
sait méme que np=1n pour tout type ordinal ¢ au plus dénombrable,
mais (14 A)n==142).

Théoréme 14, Si « est un type ordinal et & et I sont des nombres
aaturels, les égalités ak=a et al=a sont équivalentes.

Démonstration. Soient % et | deux nombres naturels et a
un type ordinal tel que ak=q. On en déduit sans peine par induction
que akr=a pour % naturel. Soit » un nombre naturel el que T >1.
Vu que ak?=aq, on & a(k*—I)+d=aqa et ol est un reste du type «,
-et, d*antre part, o est évidemment un segment du type dl=a+ a(l—1).
-Comme on sait (cf. le cas 1) dans la démonstration du théoréme 2),
il en résulte que adl=a.

Il est &4 remarquer que 1’égalité «-2=¢ n’implique pas que
aw=qa (puisque (5+1)-2=7+1 et (y+1)-w==%+1); elle n’impli-
.que que l’existence d'un type ordinal g tel que a=aw-o.

On peut aussi démontrer sans peine que st a est un type ordinal
et k et 1 deuw nombres naturels >1, les égalitds ka=a et la=a sont
équivalentes. Cependant il ne résulte pas de 2a=a que wa=a (p. e.
pour a=w). D’autre part, on peut démontrer que $i « est un type
-ordinal tel que wa=a, on a fa=a pour tout mombre ordinal &< w®,
mais w-w?=n® et 0 w=Fow°.

9, Nous ajoutons pour terminer la remarque suivante concer-
nant les produits infiniy du type o* de types ordinaux.

Il existe deus produits infinis du type o* distincts dont les facteurs
-sont des types (nombres) ordinouz, ... agao==... BP0, tels que

OUnOpteeG1=frfn~1...f1 POuUr n naturels.
Tels sont, comme on voit sans peine, les produits
Ll lro=0 et L.2:2:2-0=¢p,

oll p est le type d’ordre de I'ensemble parfait non dense de Cantor,
-dépourvu de son extrémité droite B).

il en est de méme, comme on sait, pour les séries infinies de
types ordinaux: p.e. les sommes

{*P+14+1+1+ o =(0*P+o et (0*P+o*+ o+ ...=(0*)2+ o*e
ont toutes les sommes partielles respectivement égales.’
85) Quant au type 2°%, of. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1914,

p. 15
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Ensembles indépendants et leurs applications a la
théorie de la mesure.

Par

Edward Marczewski (Wroctaw).

Les théorémes fondamentaux de ce travail (2.3 et 3.3) jouent
un roéle multiple:

10 ily établissent une relation précise entre la notion d’indé-
pendance an sens stochastique (voir 2.2) et celle d’indépendance
au sens de la Théorie générale des ensembles (voir 2.1 et 3.1);

90 ily caractérisent les classes d’ensembles telles que toute
fonetion d’ensemble non négative et bornée qui y est définie puisse
étre prolongée & une mesure;

30 ils permettent de définir les mesures pour lesquelles il existe
une infinité arbitrairement éleveé (¢, 29, ete.) d’enserbles stochasti-
quement indépendants [3.4 (i)];

49 ils permettent de définir les mesures non séparables [3.4 (ii)].

Dautres applications de ces théordmes seront discutées dans.
le texte (cf. 3.4 et 3.5).

(Pest M. O. Nikodym qui a établi le premier lexisience
d’'une mesure non séparable ?). Les idées de sa démonstration seront
utilisées dans la suite.

Le résultats principaux de ce travail datent de 1938; ils ont.
été signalés dans C. R. 2). Des résultats plus généraux ont été obtenus.
en 1939 et 1940 par . Banach et moi-méme 3). En particulier,
S. Banach a démontré un profond théoréme qui généralise mon
TIme théoréme fondamental (voir plus loin 3.3). Cependant, il me

1) Nikodym [4].

2) Voir ma note [1]. La terminologie et les notations y sont différentes de
celles employdées ici.

3) Ces résultats seront publiés dans le travail posthume de Banaech,
Studia Math. 10 (1948); voir aussi ma note [3], le travail posthume de
8. Saks, Fund. Math. 36, ainsi gue mes notes ibidem et dans Collogquinm
Mathematicumn I. 2. .
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