12 W. Sierpinski.

En particulier, vu que no=7 et (1+ No=1+12 on a né=1y
et (1+-A)E=1+1 pour £<Q; ceci est, d'ailleurs, bien connu. (On
sait méme que np=1n pour tout type ordinal ¢ au plus dénombrable,
mais (14 A)n==142).

Théoréme 14, Si « est un type ordinal et & et I sont des nombres
aaturels, les égalités ak=a et al=a sont équivalentes.

Démonstration. Soient % et | deux nombres naturels et a
un type ordinal tel que ak=q. On en déduit sans peine par induction
que akr=a pour % naturel. Soit » un nombre naturel el que T >1.
Vu que ak?=aq, on & a(k*—I)+d=aqa et ol est un reste du type «,
-et, d*antre part, o est évidemment un segment du type dl=a+ a(l—1).
-Comme on sait (cf. le cas 1) dans la démonstration du théoréme 2),
il en résulte que adl=a.

Il est &4 remarquer que 1’égalité «-2=¢ n’implique pas que
aw=qa (puisque (5+1)-2=7+1 et (y+1)-w==%+1); elle n’impli-
.que que l’existence d'un type ordinal g tel que a=aw-o.

On peut aussi démontrer sans peine que st a est un type ordinal
et k et 1 deuw nombres naturels >1, les égalitds ka=a et la=a sont
équivalentes. Cependant il ne résulte pas de 2a=a que wa=a (p. e.
pour a=w). D’autre part, on peut démontrer que $i « est un type
-ordinal tel que wa=a, on a fa=a pour tout mombre ordinal &< w®,
mais w-w?=n® et 0 w=Fow°.

9, Nous ajoutons pour terminer la remarque suivante concer-
nant les produits infiniy du type o* de types ordinaux.

Il existe deus produits infinis du type o* distincts dont les facteurs
-sont des types (nombres) ordinouz, ... agao==... BP0, tels que

OUnOpteeG1=frfn~1...f1 POuUr n naturels.
Tels sont, comme on voit sans peine, les produits
Ll lro=0 et L.2:2:2-0=¢p,

oll p est le type d’ordre de I'ensemble parfait non dense de Cantor,
-dépourvu de son extrémité droite B).

il en est de méme, comme on sait, pour les séries infinies de
types ordinaux: p.e. les sommes

{*P+14+1+1+ o =(0*P+o et (0*P+o*+ o+ ...=(0*)2+ o*e
ont toutes les sommes partielles respectivement égales.’
85) Quant au type 2°%, of. F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, 1914,

p. 15
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Ensembles indépendants et leurs applications a la
théorie de la mesure.

Par

Edward Marczewski (Wroctaw).

Les théorémes fondamentaux de ce travail (2.3 et 3.3) jouent
un roéle multiple:

10 ily établissent une relation précise entre la notion d’indé-
pendance an sens stochastique (voir 2.2) et celle d’indépendance
au sens de la Théorie générale des ensembles (voir 2.1 et 3.1);

90 ily caractérisent les classes d’ensembles telles que toute
fonetion d’ensemble non négative et bornée qui y est définie puisse
étre prolongée & une mesure;

30 ils permettent de définir les mesures pour lesquelles il existe
une infinité arbitrairement éleveé (¢, 29, ete.) d’enserbles stochasti-
quement indépendants [3.4 (i)];

49 ils permettent de définir les mesures non séparables [3.4 (ii)].

Dautres applications de ces théordmes seront discutées dans.
le texte (cf. 3.4 et 3.5).

(Pest M. O. Nikodym qui a établi le premier lexisience
d’'une mesure non séparable ?). Les idées de sa démonstration seront
utilisées dans la suite.

Le résultats principaux de ce travail datent de 1938; ils ont.
été signalés dans C. R. 2). Des résultats plus généraux ont été obtenus.
en 1939 et 1940 par . Banach et moi-méme 3). En particulier,
S. Banach a démontré un profond théoréme qui généralise mon
TIme théoréme fondamental (voir plus loin 3.3). Cependant, il me

1) Nikodym [4].

2) Voir ma note [1]. La terminologie et les notations y sont différentes de
celles employdées ici.

3) Ces résultats seront publiés dans le travail posthume de Banaech,
Studia Math. 10 (1948); voir aussi ma note [3], le travail posthume de
8. Saks, Fund. Math. 36, ainsi gue mes notes ibidem et dans Collogquinm
Mathematicumn I. 2. .
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semble convenable d’en publier ici la démonstration, celle du

théoréme de Banach étant fort compliquée.
Une partie du Ie théoréme fondamental est contenue implici-

tement dans un Mémoire de M. M. G. Fichtenholz et L. Kanto-
rovitch 4). Certaines simplifications de la démonstration de ce
théordme sont dues a S. Saks.

1. PRELIMINAIRES.

1.1. Ensembles. B étant un engemble, H° en désignera le
complémentaire; alors on écrixa aussi E' pour E.

I désignera Pintervalle 0<<a<<1.

La puissance du continu sera désignée par c.

1.2. Atomes. Pour toute classe finie ou dénombrable
F=(Z,Z,,...) de sous-ensembles de X, tout ensemble de la forme

A=Z4Z8 ... o dp=0,1

‘s’appellera atome de F. Les atomes d’une classe sont évidemment
disjoints deux & deux.

Désignons par D l’ensemble composé de nombres 0 et 1. Par
conséquent D= désigne Dlensemble des systémes (éy,4g,...,%,), ol
ix=0,1. Désignons encore par Dy ol m<n, Pensemble des systé-
mes (fy,%,...s0n) € D7 tels que i,=1.

Soit maintenant Z,,7,,...,Z, une classe finie de sous-ensembles
de X. On établit facilement la proposition suivante:

X st (1y,%,...,9,) parcourt Dn (19

() Y ZRZP . Zlr = Zy i (iyyis...,bn) parcourt DY - (29

Zf B2 B3 88 (g gy ey Bn) Parcourt Dn—m, (30)

10 résuite de (i), (3% que

(i) 8 F\CF, sont deum classes finies de sous-ensembles de X,
tout atome de F, est somme d'un nombre fini datomes de Fy. Tout
atome nomn vide de F, est contenu dans un scul atome de I},

Notons encore que

(iil) 8 E{-EB-....ERDEMEE-.. Bir0 ot m<n (on iy et I
sont égaux & O ou 1), on a ip=j, pour k=1,2,...,m.

¢) Fichtenholz-Kantoroviteh {1], p. 78, Lemme I, et p. 72, renvoi 8
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1.3. Corps d’ensembles. Toute classe d’ensembles additive

et complémentative s’appelle corps d’ensembles. Chaque corps dé-

nombrablement additif s’appelle o-corps. Le plus petit corps con-
tenant une classe K d’ensembles sera désigné par K. Le plus petit
g-corps contenant K sera ddsigné par K. -Rvidemment

(i) KCK,CKy= (K.

Il résulte facilement de 1.2 (i), 1° et 2° que

(i) I dtamt une classe finie d'ensembles, tout ensemble non
vide B e Ty admet une et une seule représentation de la forme

E ::.A1+A2+ . ~~+Am>

ot A; somt des atomes de T, différents et non vides.

Nous allons démontrer encore que

(ili) Pour chaque classe K &’ensembles, chagque ensemble appar-
tenant & K, appartient & un corps Fo, o F est une classe finte contenue
dans K. En d'autres termes:

(*) -Ku ":ZFM
F parcourant tous les classes finies contenues dans K.

Désignons par S le membre droit de (*). La classe S8 étant
évidemment complémentative et contenue dans Ko, il reste a dé-
montrer gquelle est additive. Soient done F, « S et B, € S; on a par
conséquent By e (), et By e (Fp)g, ol F, et F, sont des sous-classes
finies de XK. Par conséquent: )

E; e (Fy+ 1),
done également

By« (ﬂ"f‘Fz)m

B+ By ¢ (F+Fy),C8.

1.4. Mesures. Une fonction non négative m(E) définie dans
le corps K de soug-ensembles d'un ensemble X g'appelle mesure
lorsquon a m{X) =1 et
1) (Bt ) =m({Ey)+ m{Eg)

i la mesure m remplit la condition plus restrictive:

pour By, B, e K ot EE,=0.

(2) (B Eat...) =g By) + m(Ee) + -

pour By e K, B+ Ep+t... ¢ K et E:E;=0 (ot i=j), on dit que la
mesure . est dénombrablement additive. :
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On démontre & D’aide de la notion de mesure extérienre de

Carathéodory %) que

(0) Pour toute mesure m dénombrablement additive dans.

un corps K, il existe une et une seule mesure dénombrablement

additive u dans le o-corps K telle que m(E) =u(E) pour FeK ).

w étant une mesure dans un corps K d’ensembles, posons:

*) 0, By ) =u[(By—Bp)+ (Ey—E;)]  pour By, T, « K.

En identifiant les ensembles E, et B, pour lesquels ¢, (B, By) =0,

nous pouvons traiter K comme espace métrique avec la distance
définie par la relation (*) 7). Nous désignerons cet espace par ().
Si Pespace M(u) est séparable, on dit aussi que la megure u

est séparable. On voit aisément que la mesure de Lebesgue dans.

P'intervalle I est séparable et, plus généralement, que

(i) Toute mesure p dénombrablement additive dams la classe
des sous-ensembles boreliens d'un espace méirique séparable 7 est
séparable. :

On démontre, en effet, que G, G,,... étant une base d’ensembles
ouverts dans Z, la classe des sommes finies G,,1+G,,2+...—|— G,,k
constitue un ensemble dénombrable dense dans $(u).

Evidemment, .

(i) 8% p est une mesure séparable dans um corps K, elle Vest
également dams touta corps contenu dans K.

2. INDEPENDANCE.

2.1. Enseml?les indépendants. Une classe K de sous-
ensembles d’un ensemble X s’appelle classe d’ensembles indépen-
dants (an sens de la Théorie générale des ensembles) lorsqu’on a

BE{BR....Bingg

pour toute suite finie d’ensembles B, ¢ K et pour toute suite 4y
des nombres 0 et 1 (ou, en d’autres termes, lorsque chaque atome
de toute classe finie contenue dans K est non vide).

Exemples. Les ensembles DY DL ... D" défini 2 sont
indépendants. PR YRRV 1 is dans 1.2 sont.

5) Pour la notion de mesure de Carathéodo

: ! ry cf. Saks [1], p. 43.
¢) Voir Kolmogoroff [1], p. 15, et Nikodym [3]. e
?) Voir Nikodym [1], [2] et [41.

icm
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Désignons par G, Pensemble des suites infinies {i,} ol ¢, =0
ou 1pourn =1,2,... et par, 0* ensemble des suites appartenant i O et
n’ayant quun nombre fini de termes égaux 4 1. Désignons encore
par On et O% respectivement l’ensemble des suites {i;} appartenant
respectivement & C et & C* telles que i, =1.

Les ensembles Cj,C,... sont indépendants. Les ensembles
01,0%,... le sont aussi.

Dégignons par I» Pensemble des points (ay,%s,...,8,) de D'espace
euclidien & » dimensions; tels que #; ¢ I pour k =1,2,...,n. Désignons
ensuite par I, Densemble des points (iy,&...,%a) ¢ I tels que

1/2<93m<1-
Les ensembles 11,1, ...,In sont indépendants.

2.2. Ensembles stochastiquement indépendants. Soit x
1ne mesure dans un o-corps M de sous-ensembles de X. Une classe
KCM sappelle classe d’ensembles siochastiquement independants
par rapport & u, lorsqu’on a .

Wy By By) =p(Ey) - w(B) « .. - 1 Br) B)

pour toute suite finie d’ensembles différents En ¢ K.

On voit aisément que

(1) u étant une mesure denombrablement additive dans yn o-corps
et K une classe d’ensembles stochastiquement indépendants par rapport
G py, 0N G

WMEy By ...) =p(By)  wlHp)- ...

pour toute swite infinie d'ensembles différents Ene K.

Remarquons encore que

(ii) K étant une classe d’ensembles stochastiquement indépendanis
par rapport & la mesure u, 00 &

wBL- B By =B (B2 ... u(Bm)
pour E;je K et i;=0 ou 1.

11 suffit évidemment de montrer qu’on a
By By By =(BY) - p{Ba) - .. - i Br).

8) 1l est clair que ’indépendance stochastique d’ensembles équivaut & celle
(au sens de Kolmogoroff et Steinhaus) de leurs fonctions caractéristiques
(entendues au sens bien connu de de la Vallée-Poussin). Cf. Kac [1], p. 47,
définition 2, ou bien Steinhaus MKOIgomOTOff [1], p. 50.

Fundamenta Mathematicae. T. XXXV. 2
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En effet;,
wBY-By .. =By By oo By—Fy- By .. - 1) =
—#(Ez) (Es) voe (Bl — il B - p(H) - M(En)—
=[1—u(B1)]- w(Bg) ... i En) = () (B - .- ﬂ( EB,), c.q. f. d.

Exemple. Les ensembles I%,13,..., I, définis dans 2.1 sont
stochastiquement indépendants par rapport 4 la mesure n-dimen-
sionnelle de Lebesgue.

2.3, Mesures dans les classes d’ensembles indépen~
dants. Nous allons démontrer d’abord le suivant théoréme d’unicité:

(o) Soient py et p, deuw mesures et I wune classe d’ensembles
stochastiquement indépendants par rapport & piy €b & ta. St py 61 yy COTN-
cident dans K, elles coincident également dans XK,

Tlrésulte en effet)de ladditivité de p, et de u, quelles coincident
aussi pour les ensembles dont les complémentaires appartiennent K.
En vertu de 2.2 (ii), elles coincident pour les atomes des sous-classes
finjes de K et, en vertu de 1.3 (ii) et (iii), dans le corps I, tout
entier. .

Ier théoréme fondamental. K dtant une classe d’ensembles
indépendants, il existe, powr toute fonction »(E) définie pour I e X
et telle que 0<v(E)<<1, une mesure p dans le plus petit corps conte-
nant I telle que

10 w(E) =v(B) pour E e K,

20 les ensembles apparienant & I sont stochastiquement indc-
pendants par rapport & p.

Remarques. 1. Les conditions 1° et 2° peuvent &tre formulées
conjointement:

30 u(By By ..o Bp) =9(Ey) -v(By) ... - v(Ey) pour Epe K.

2. 1 résulte de (o) que la mesure p en question est unique.

Démonstration. 1. Considérons d’abord le cas ol la classe J<
d’ensembles indépendants est finie:

K =(Zy, 24y Zs); Z;CX pour j=1,2,...,s

Btant donnée la fonetion »(E) assujettie & Iinégalité 0<r(B) <1,
on peut poser
B =1—»(E) pour EeK

car, les ensembles Z,,Z,,...,Z, étant indépendants, on a

G L= 2020 pour nm.

icm
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Posons

K, =(Z3y ZigyeunyZin)

Nous allons définir pour tout #<(s une mesure x dans (Ky),
de fagon & avoir:

pour n<s.

{1) Pl B3 B2+ o T =0(Z1) A D) .- 2,
{2) =um(E) pour n=m, B e(Ky),.
Procédons par l'induction finie. Pour =1, il suffit de poser
w2y =»(Z}) o i=0 om 1
4(0) =0 et py(X)=1.

La fonction p,; est évidemment une mesure dans (Kj),.
Définissons maintenant p,4q en posant pour tout atome

A=zh.Zh. . gz

de la classe Kyt

{3)

¢t pour tout ensemble Ee(Kn+1)0 de la forme E=A;+A4,+...+4;
{olt A; sont des atomes différents de K1)

i t(B) =pin1(A7) + pnsa(Ap)+ oo p(4).

Posons en outre u,i1(0)=0, ce qui est compatible avec (3),
en vertu de l'indépendance des ensembles Z;,Z,,...,Zn41.

L’égalité (1) étant supposée vérifée pour n, elle se trouve satis-
faite d’aprés (3), aussi pour n-+1. )

Afin de vérifier Dégalité (2) pour n--1, il suffit de montrer

finsa(A) =pn( Z8- 232 Z 1) (2,5

que
pnta(A) =pn(4)
pour les atomes A de la classe K, Bn effet,
=ttt 1(AZ 1)+ i (A Znr) = pnl A) -9 Zt) + il A)
=pn(A) [L—YZrs1) +¥(Znt1)] = pn(4).

Posons enfin u(E) =u(B) pour E e (K,),=K,.
Les relations: (2) pour # =s et (1) pour n=m et pour ¢, =i, =...
s.=1, =1 entrainent 3°.

() W Zngs)=

pid
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2. Ceci établi, passons au cas général. Soit K={Z,} une classe
d’ensembles indépendants, ¢ parcourant un ensemble 7. Pour chaque
ensemble fini UCT, désignons par Ky la classe des ensembles Z,,.
oil ¢ e U. Bvidemment Ky y=Ky+Ky pour UCT et VCT.

Soit maintenant »(#) une fonction d’ensemble définie dans K
et telle que 0<C»(B)<1. Le théoréme étant démontré pour les classes.
finies, il existe pour tout ensemble fini UCZT une mesure u,(H)
dang le corps (Ky), telle qu'on a

(4) po By By .- Bn) =v(By) 9(Byp) - ... - wtEy)

pour toute suite finie E,,H,,...,B, d’ensembles appartenant & Ky..
Nous allons montrer que si

() Ee(Kyp), et Fe(Ky),
on a
(6) g (B) =py (B).

En effet, il résulte de (5) que Fe(Kppp), d’olt en vertu du
théoréme dunicité (o):

/’LU(E) :M[H_V(E) =My (B).

En s'appuyant sur (6) et 1.3 (iil), on peut définir dansle corps K,
la fonction p en posant

(7) WE) =p,(B) lorsque E e (Ky),.

Il reste & vérifier que u est une fonetion additive et quelle
satisfait & la condition 3°.

En vertu de 1.3 (iii), si B, ¢ Ky, Bye K, et B, E,=0, on a
El f(KU,)o et H,e(Kyp)y ot Uy et U, sont des sous-ensembles
finis de T. Posons U=1U;+ U,; par conséquent B, B, ¢t B+ Ey.
appartiennent & (Ky), et on a d’aprés (7): '

By - By) =pp (By+ By) = pu () + po(B) = u(By) -+ u(By).

Quant éJ‘ la eondi‘?ion 3% By, B,,..,E, étant des engembles
fxpplartenant 4 K, désignons par U=(t;,ty,..ot;) Pensemble des.
nidchs tels que Z; =E;. On a par conséquent en vertu de (7)
et (4):

By By Bn) =ty (By- By Bn) = By) -w(By) .. oW B, c. g £ d
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Le TIer théoréme fondamental se trouve ainsi démontré. Notons

que ce théoréme, complété par les implications inverses, se laisse
énoncer sous forme d’équivalence. Désignons, pour abréger, par (@)

Iindépendance des ensembles appartenant 3 K, par (b) la theése
du Ter théoréme fondamental et par (¢) la méme thése sans la con-
dition 20, '

TLes conditions (@), (b) et (¢) sont équivalentes.

En effet, le Ier théoréme fondamental est 'implication (a)—(b).
L’implication (b)—>(¢) est triviale. Enfin, quant & limplication
{¢)—(a), soit )

A=E;-Ey...- By (X—Fps1) oo (X ~FBntm)
un atome de K (Bre K pour k=1,2,...,n4+m). Il existe, d’aprés (c),
une mesure g sur K, telle que

1 pour 1<k,
(B :{0 pour n-+1<k<n+m,
d’ol
p(X—A) < p(X—Ey)+ u(X—Ep)+ ...+
+ X —Ep)+ i Bpg)+ oo il Bngm) =0,

de sorte que u(d)=1, donc 4==0, c. q.f. d.

3. INDEPENDANCE DENOMBRABLE.

3.1. Ensembles dénombrablement indépendants. Une
classe K de sous-ensembles d’un ensemble X g’appelle classe d’en-
sembles dénombrablement indépendants, lorsqu’on a

By B B0
pour toute suite au plus dénombrable {E,} d’ensembles apparte-
nant & K et pour toute suite {i,} de nombres 0 et 1 (en d’autres
termes, lorsque pour toute classe au plus dénombrable contenue
dans K tous les atomes sont non vides). Bvidemment, I'indépendance
dénombrable entraine l'indépendance ordinaire.

Parmi les exemples donnés dans 2.1 ce sont seulement les en-
sembles OF, CF, 0F, ... qui ne sont pas dénombrablementi ndépendants.

Nous nous appuyerons dans 3.4 et 3.5 sur les théoremes sui~
vants:

(i) X étant un ensemble de pwissance c, il exisic une classe de puis.
sance 2¢ densembles denombrablement indépendants contenus dans X-
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1 d'ensembles denombrablement indépendants.

(i) 11 existe dans UVensemble O de Cantor (donc également dams
Vintervalle I) une classe de puissance ¢ d’ensembles Fq dénombrable~
ment indépendants.

Les théorémes (i) et (ii) résultent dun théoréme général de
M. A. Tarski?). Nous allons démontrer le théoréme (iii).

Désignons par (% la puissance cartésienne dénombrable de
Pensemble ¢ de Cantor, c.-a-d. Pespace des suites infinies de points.
appartenant & C. Désignons, de plus, par 8¢ Pensemble des suites.
infinies {z,} ¢ % admettant comme terme le point donné ¢ e C.
Enfin, désignons par §% l'ensemble des suites infinies {uw,}e O
telles gue a,=%t. On a done )

& =8I St ...C O™,

Les ensembles S* (o ¢ parcourt Pensemble €) sont dénombra~
plfsment indépendants. En-effet, {t,} et {t;} étant deux suites dis-
301.nte.s (finies ou infinies) de points appartenant i 0, il existe une
suite infinie {»,} de points appartenant & ¢ qui admet comme terme
chaque point appartenant & {£,}, mais n’en admet aucun apparte-
nant & {i;}; en d’autres termes:

1] 8. H (C%— g%y 0,

ce qui donne l'indépendance dénombrable de la clagse d

oo ut domne asse de tous les
Les gnsembles St sont des F'; dans O%, la classe de tous les 8t

est de puissance du continu.

Les espaces € et O% étant homéomorphes 19), 1
se trouve aingi démontré. D‘ 1o théosbme ()

3.2. Condition (8). Soit K une classe Jonsi
o comitioy ndition | ensembles. Considérons

(6) Le produit de toute suite descenden
: te {Z, ’engemble
non vides de la classe K est non vide. ) ) drensembles

%) Tarski [2], p. 61, Hilfssatz 3.16: of, 1

) N , 185 cf. les résultats v i

MN.[. Fichtenholz et Kantorovitseh [11, p. 80-82 Hauzgopé‘f]s lfm.bles &
ski [1], p. 259, Lemme 58. ’ ke

) Cf. p. ex. Kuratowski [1], p. 148, Remarques.
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Nous allons démontrer le lemme suivant qui jouera un
role important dans la démonstration du Irme théoréme fonda,
mental:

(i) K étant une classe d’ensembles dénombrablement indépendants,
le plus petit corps contenant K satisfail & la condition (6).

Soient, en effet,

1) POPD.. et Ppe K,

Draprés 1.3 (iii), il existe donc une suite
(2) F,CF,C... _
de classes finies contenues dans K et telles que
3) Py e (Fr)o-

Désignons par s, nombre d’ensembles appartenant & F,. En
vertu de (2), on peut ranger les ensembles appartenant & toutes
les clagses F', en une suite {Z,} de facon que Z,e ¥, pour k< sn.

On a d’aprés (3)

Po=AP AP + .+ A7,

oi1 les ensembles A sont des atomes disjoints de la classe Fh.
En vertu de 1.2 (ii), il existe pour tout » et pour tout p<hnst
un nombre g<k, tel que Ag""l)CAf,"). 11 existe par conséquent )
une suite descendante infinje d’atomes A§Y (ol Lekn) extraits
un & un des P, successifs.
On a done en vertu de 1.2 (iif)

P, PPy DAD AP AP =20 25

TLes ensembles Z;,Z,,... étant dénombrablement indépendants,
on a
Z4- 2575 ... %0
done '
P,-P,-Pg-...50, c. g.f.d.

1) En vertu du théoréme général, facile 4 démontrer par induction:

Titant donnée une suite infinie de suites. finies d’ensembles dont chacun est
contenw dans un ensemble de la suite finie précédente, il existe une suite infinie des-
cendante formée densembles extrails un & un des suites finies successives.
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II est & noter que le lemme (i) peut &tre démontrd facilement & 1'aide de
a notion de fonction caractéristique d’une suite d’ensembles??).

En vertu de 1.3 (iii) on peut supposer sans restreindre la généralité que la
classe K est dénombrable: K={Zp} ot Z,(CX. Les ensembles Z, étant dénom-

brablement indépendants, la fonction caractéristique ¢(w) de la suite {Zy} trans- .

forme X en I'ensemble O de Cantor tout entier3). Si B parcourt la classe H des
sous-ensembles fermés-ouverts dans C, I'ensemble ¢—1(#) parcourt le corps I, 14).
La classe H satisfaisant 4 la condition (), le corps K, Ini satisfait égaloment.

(ii) K diant un corps &ensemblos satisfaisamt & lo condition (3),
chaque mesure dans K est deénombrablement additive.
. Remarquons d’abord que chaque corps d’ensembles satbis-
faisant & la condition (6) satisfait également & la condition
() 8i Bye K pour n=1,2,... et B =B+ B+ ... ¢ X, il existe
un entier n,>0 tel que B =E 4 By+ ...+ B,
N Supposons en effet qu'un corps K ne satisfasse pas i cette con-
dition; il existe par conséquent une somme

E=E+Bt..cK

telle que chaque ensemble Z,=E—(B,+ B+ .t Hy) est non vide,
tandis que Z;-Z,-... =0. Done le corps K ne satisfait pas & la con-
dition (6).

Il est d'ailleurs facile de voir que (§7) équivaut & ().
. Il est évident que toute mesure dans un corps satisfaisant
4 la condition (6') est dénombrablement additive.

Remarquons que la réeiproque de la derniére proposition est aussi vraie:
(]_u? lPou'{* que toute mesure dans un corps d’ensembles I soit dénombrable-
ment additive, il faut et il suffit que le corps K satisfasse & la condition (5').
Il ne s’agit qu’d démontrer que la condition i
1 est nécessaire. Supposons
qu"un corps K de sous-ensembles de X ne satisfasse pas & la :::onditi(ml I()6') I
existe alors une décomposition d'un ensemble Z ¢ K: .

Z= 7y Tyt .,

ol les ensembles Z, ¢ K sont non videés et disjoints. Soit @ le plus petit corps

de sous-ensembles de X contenant comme élém,
ents les ensembles Z,Z,,Z,,...
En posant pour tout systéme (%1, g, ..., bon) de nombres naturels: v

m(X —2Z)= m[(X—Z)+ZIz1+Z1;2+ ...-|—an}= 'm,(Zkl +Zk2+ w2y )= 0
W)= M Z—(Zay+ Dyt o+ T V=1, S

%) Voir mon travail [2].
%) ibidem, 3.5 (ii’), p. 214.
14) ibidem, 2.5 (i), p. 212.
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on a une mesure dans Q. En vertu du théoréme connu sur le prolongement
des mesures, il existe une mesure x4 dans K telle que u(F)=m(E) pour Ee Q.
La mesure x n’est pas dénombrablement additive: '

m(Zy) +m(Zy) + ..o= 0% 1=m(Z), ' c.q. f.d.

Les proposition (i), (i) et 1.4 (0) entrainent la proposition
suivante:

(iv) K étant une classe d’ensembles denombrablement indépen-
dants, il existe pour toute mesure m doms Ky une et une seule me-
sure u dénombrablement additive dans K, telle que p(E) =m(E) pour
Ee K,

3.3. Mesures dans les classes d’ensembles dénombra-
blement indépendants. Le I théoréme fondamental (2.3) et
le théoréme 3.2 (iv) entrainent directement le

IIme théoréme fondamental. K etant une classe d'ensembles
dénombrablement indépendants, il ewiste pour toute fonction »(E)
définie pour B e K et telle que 0<v(B)<<1 une mesure u dénombrable-
ment additive dans le plus petit o-corps contenant K, telle que

10 w(E)=wE) pour E ¢ K

20 les emsembles apparienant & K sont stochastiquement inde-
pendants par rapport & u.

11 résulte de 2.3 (o) et 3.2 (iv) qu’il existe une seule mesure u
satisfaisant aux conditions 1° et 2°.

Désignons maintenant par (e) la condition de l'indépendance
dénombrable des ensembles appartenant &4 K, par (f) la thése du
IIme théoréme fondamental et par (y) la méme thése sans la condi-
tion 20. A Taide de 2.2 (i); on démontre aisément que (y)—>(a); cf.
la démonstration analogue de la relation (¢)—(a) dans 2.3. Par
conséquent:

Les conditions (a), (B) et (y) sont édquivalentes.

3.4. Ensembles stochastiquement indépendants et
mesures non séparables. I} résulte de 2.2 (i) que

(*) 4 et B etant stochastiquement indépendanis par rapport & p,
on a .
0,(4,B) =pu(d) - 1(BY)+ p(A°)- u(B).
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11 en résulte facilement que '

(¥) u étant une mesure séparable, toute classe K d’ensembles dst’ochazuql?le-
ment indépendants, et telle que 0% u(E)+1 pour e K, st cm. plus dénombrable.

Supposons, par contre, que K soit indénombrable. IL e,mste par cogséquent
une classe indénombrable K'(CK et un nombre >0 te{]' qu'on a s<,u(E)<1—,a
pour E'e K. En vertu de (¥), on a done g!‘(A,)_":)>2e~'1.)olur chaque 4,Be K’,
ce qui est incompatible avec I'hypothése de la séparabilité de la mesure u.

Le IIme théoréme fondamental et le théoréme 3.1 (iii) sur Pexi-
stence des ensembles dénombrablement indépendants impliquent
la proposition suivante:

(i) IT emiste une classe Q de puissance ¢ de sous-ensembles bore-
liens de I et une mesure u dans Qp telle que u(B)='[, pour H € 0,
par rapport & laquelle les ensembles de la classe Q sont stochastique-
ment indépendants.

Done, en vertu de (*):

(i) IT emiste un o-corps de sous-ensembles boreliens de I et ’fﬂ’be
mesure p non séparable dans lui, pour lagquelle Vespace M(u) contient.
une classe de pwissance ¢ d’éléments dont les distances mutuclles sont
égales & 1fs.

En vertu de 3.1 (i) et 3.1 (ii), on peut remplacer la puissance ¢
dans les énoncés (i) et (ii):

1° par la puissance 2% pourvu qu'on admette dans Q des
sous-ensembles arbitraires de I (pas nécessairement boreliens).

20 par une puissance infinie n quelcongue, pourvu gu’on

admette comme @ une classe de sous-ensembles d'un ensemble

arbitraire (pas nécessairement de puissance c) 25).

Il est & remarquer que la puissance ¢ dans le théoréme (ii)
et la puissance 2¢ dans la remargue 19 ne peuvent étre augmentées.

En vertn de 1.4 (i) et 1.4 (ii), le théoréme (ii) entraine le
théoréme suivant: X

(iii) Il ewiste un o-corps de sous-ensembles boreliens de I et une
mesure dénombrablement additive dans lwi qui n'est prolongeable &
aucune mesure dénombrablement additive dans la classe de tous les
sous-ensembles boreliens de I. :

15) Le théordme (i) et le remarque 2° résolvent les problémes posés par

M. 0. Nikodym [4], p. 28; cf. aussi une remarque de M. P. Lévy [1], p. 201.
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8.5. Puissance de la classe des mesures dénombra-
blement additives 1), Il est facile de démontrer que la classe
des mesures dénombrablement additives dans le corps de tous les.
sous-ensembles boreliens de I a la puissance du continu, Or, nous
allons démontrer les propositions suivantes:

() Il ewiste un o-corps de sous-emsembles boreliens de I tel que

la puissance de lo classe des mesures dénombrablement additives dans

lui est 2°.

(i) IT existe wn o-corps de sous-ensembles de I tel que la puissance
de la classe des mesures dénombrablement additives dans lui ¢st 2,

K étant une classe de puissance n d’ensembles indépendants
et K, ayant la puissance v, il résulte facilement du IT™e théoréme
fondamental que la puissance m de la classe des mesures dénombra-
blement additives dans K, satisfait % la condition 2"m<2".
Par conséquent, les propositions 3.1 (i) et 3.1 (iii) entrainent (ii)
et (i).
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Definitions, The reader may be familiar with most of the
following definitions, which are given here for sake of completeness.

In this paper A denotes indiscriminately any finite set of
natural numbers, not only the empty seb 1). Thus ,,B=A" means
»B is a finite (or maybe empty) set of natural numbers”. We shall
write ,set of n. n.” for ,set of natural numbers” (natural number =
positive integer). Two sets (of n. n.) 4 and B are almost-disjoint
if 4-B=4A. A<B (or B>A4) means: ACB+4. Two sets of n. n.
differing in a finite number of elements shall be said to be equi-
valent. If A and B differ in an infinity of elements, i. e., if they are
not equivalent, we write 4 B. For example, E+ A means: E is an
infinite set of n. n.

(More generally: given any order relation <, the symbol &
means non-equivalent with respect to that relation).

A dyadic sequence is a sequence of 0’s and 1’s.

If 8=(s81,8,..18n,...) and T =(t},ty;sstny...) aTe tWO sequences
of numbers (e. g., dyadic sequences),

8<T means: s,<t, for almost all (i. e., for all n>ng).

') Cf., Ann. Math. 45 (1944), p. 397. The slightly changed definition enables.
us to diseard the symbol ~. The other symbol, 4, is indispensible, but the use
of both together is confusing.
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