Sur les espaces métriques linéaires (I)
par

S. MAZUR (L6dz) et W. ORLICZ (Poznat).

Ce mémoire contient I'exposé des résultats de recherches
concernant la théorie des espaces métiriques linéaires et pour-
suivies par les auteurs depuis l'année 1933%). Elles ont eu pour

but d’étendre les principaux résultats de la théorie de Bawacu.

concernant les espaces B aux ainsi dits espaces B, qui en con-
stituent une généralisation naturelle.

L’emploi des mnouvelles méthodes a permis, entre autres,

*stendre la théorie des équations lindaires & celle des inégalités
linéaires, qui sera exposée dans les parties ultérieures de ce mé-
moire. Aussi bien la théorie des inégalités linéaires que divers
théorémes liés a la notion d’ensembles normants d’éléments et
de fonctionnelles linéaires sont nouveaux, méme dans le cas des
espaces B. La classe des espaces B, est plus vaste que celle
des espaces B, mais plus restreinie que celle des espaces F.

La premiére partie de ce mémoire est comsacrée A la dis-
cussion des rapports mutuels entre ces classes d’espaces.

1) Les principaux résultats ont éié présentés aux séances du 17 et du 28
octobre 1933 de la Société Polonaise de Mathématique {Section de Lwéw); voir
Annales de la Soc. Polon. de Math. 12 (1933), p. 119 et 120. Ils ont été 'objet
de la communication des anteurs au III Congrés Polonais de Mathématique
3 Varsovie en 1937; voir Annales de la Soc. Polon. de Math. 16 (1938), p. 195.
Les résultats acquis pendant les années de la derniére guerre ont été présentés
2 la séance du 6 mai 1947 de la méme Société (Section de £.6dz); voir Annales
de la Soc. Polon. de Math. 20 (1948), p. 596. Certains résultats, communiqués
par les auteurs dans les entretiens personmels, ont été cités et utilisés, enire
autres, dans les publications suivantes: S. Kaczmarz et H. Steinhaus, Theo-
rie der Orthogonalreihen, Monografie Matematyczne, Warszawa -Lwéw, 1935,
M. Eidelheit, Uber lineare Gleichungen in separablen Riumen, StudiaMath. 6
(1936), p. 117-138 et Zur Theorie der Systeme linearer Gleichungen, ibidem,
p. 139-148, A. Alexiewicz, Linear Operations among bounded measurable
functions, I, Annales de la Soc. Polon. de Math. 19 (1946), p. 140-160.
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§ 1.
1. Soit X un espace linéaire avec les opérations x,-x, 6t tx 2).

Les fonctionnelles dont il sera question dans la suite seront en-
tendues comme définies dans X, sauf mention expresse.

Si la fonctionnelle [x!| satisfait aux conditions
(® [0[=0,
(8) t,—>1t et

O AN EAR SENR M |—x=[xl,

|%n—x| >0 euntrainent |fpx,—ix|—>0

2

elle s’appelle une pseudonorme. Toute pseudonorme qui ne s'an-
nule que pour I'élément zéro est dite une norme. Il est facile de
voir que si la fonctionnelle |x| satisfait aux conditions

.

(@) | awe| <[] 4%, B [txl=[t]|x],

elle est une pseudonorme; nous l'appelons dans ce cas pseudo-
norme homogéne. Nous disons que deux pseudonormes |x| et |x/*
sont équivalentes lorsque |x,|—0 entraine |x.[*—0 et récipro-
quement.

Si la fonctionnelle |x| est une norme, X est un espace métrique
avec la distance (x;,x,)=|x;—x,|; mnous lappelons espace F*
(plus précisément: espace F* avec la norme |x|). Nous I'appelons
en particulier espace B* (avec la norme |x|) lorsque cette norme
est homogeéne.

Lorsque X est un espace F* avec la norme |x| et qu’il
v existe des pseudonormes homogénes |xlr (k==1,2,...) telles
que |x,] =0 entraine |x,jx—>0 pour tous les k=1,2,... et réci-
proquement, X est dit espace Bf (plus précisément: espace B
avec la norme |x]). En particulier, lorsque les pseundonormes ho-
mogénes |x|; sont telles que |x[=0 pour tous les k=1,2,...
entraine x=0, X est un espace B} avec la norme

vtz
“ =2 T

Si X est respectivement un espace F¥, B} ou B* complet
(avec la norme |x|), il est dit respectivement espace F, B, ou B
(avec cette norme).

%) Pour la terminologie que nous employons, voir S. Banach, Théorie
des opérations linéaires, Monografie Matematyczne, Warszawa 1932.
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X et ¥ étant des espaces F¥, nous disons que X est isomorphe
2 Y il existe une transformation isomorphe, c’est-d-dire a la
fois homéomorphe et additive, de X en Y; s’il en existe qui est
une équivalence, c’est-a-dire & la fois isométrique et additive,
X est dit équivalent a Y.

Si X est un espace F* (avec la norme |x|) isomorphe a un
espace BY, il est lui-méme un espace By (avec la norme |x|).
De méme, l'espace F* équivalent a un espace B* est toujours un
espace B* (avec la méme norme). Pour qu'un espace F* avec
la norme |x| soit isomorphe & un espace B¥, il faut et il suffit
que cette morme soit équivalente & une norme homogéne.

1.1. Tout espace F*, B} et B* est équivalent & un sous-espace
linéaire d’un espace F, B, et B respectivement.

Pour le démontrer, appliquons la méthode cantorienne con-
nue de complétement.

Une suite finie ou infinie de pseudonormes |x|r étant donnée,
considérons l'ensemble de toutes les suites {xm} de points de X
telles que |x,—xqx >0 avec p—> oo et g—>co pour tout k=1,2,...
Partageons cet ensemble en sous-ensembles, en faisant entrer
dans un sous-ensemble y deux suites {xm} et {xom} lorsque
‘Xim—Xom[k >0 pour tout k=1,2,..., et seulement dans ce cas.

L’ensemble Y =X( x|, |xls,....|*[s,...) de tous les y en ques-
tion est un espace linéaire avec les opérations définies comme il
suit: y,+y. est l'ensemble des suites {xim-t+xom} oU {xim} ey,
et {xom}ey,; ty est I'ensemble des suites {fxm} olt {xnm}ey. La
formule ]y[k=r}lgn{xm|k définit des pseudonormes dans Y; la con-

dition () est satisfaite, c’est-a-dire que t.—t et |yn—yh—0
entrainent [t,yn—tyjr—0 pour tout k=1,2,...

En effet, un k et deux suites {xnm}eyn et {xn}ey étant don-
nées, il existe une suite croissante d’'indices {i,} telle que

(=0, e <|yn—yl—+1, et |[tpxm,—tx: [ >{tayn—tyle—1/p,

de sorte que |xn, — i,k >0 et par conséquent |t,(on, — x1,)[i = 0.
11 suffit donc de vérifier, vu I'inégalité

[tnyn —ty k<<t (n, — 20, o [(En —1) 201, [ 1/

que ](fn—t)xi,,ik—>0- Comme [xip—-xiq!k%() avec p—co et g—> oo,
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donc aussi |(tn —1) (¥, —xi )k >0 avec n—oo, p>co et g->co,
il existe pour tout é=>0 donné un indice ¢ tel que

‘(tn—t)(xin"“xiq)]k<8/2

a partir d'un n suffisamment élevé. Comme
[t — B)360, e <[ (3, — ) | b — D)1 e
on a aussi |(ta—1t)xi,[r<<e & partir d’un n convenable.

En particulier, si les pseudonormes |xjr sont homogenes, les
pseudonormes |yl le sont évidemment aussi. Il est en outre ma-
nifeste que si |y|r==0 pour tout k==1,2,..., on a y=0.

Nous allons montrer & présent que si |yp—yqle >0 avec
p—>co et g-»o pour tout k=1,2,..., il existe un yel tel que
lyn—1ylx—> 0 pour tout k=1,2,...

En effet, si {Xum}eYn, On a |xup—xngh >0 avee p—>co et
g->co, quel que soit k; il existe donc, pour tout n donné, un i,
tel que |Xwm— xn,Je<<!/, pour k=1,2,..,n i partir d’un- m
suffisamment grand; on a

}xm‘p "xm’qlk X lxﬂm'—xpi,,!H’ixpm_xqm‘ik“l“]xqm"“xqfq%k:
ce qui donne par le passage a la limite avee m—co

| pi, — Xqi, & <C1p+|Yp—Yalk+1/q  pour k=1,2,..., min(p,q)

et par conséquent {x,,,-p—xq,-qlk—>0 avec p—>co et g-—>oco pour
tout k=1,2,...; soit y celui des éléments de ¥ auquel appar-
tient la suite {xmi,}; on a donc pour k=1,2,..., min (m,n)
[xnm"_'xmimlk\<|xnm—xﬂin]k—l—lx"in—xmimlk’
d'od |yp»—yl =0 pour tout k=1,2,...
Ceci &tabli, soit X un espace F* ou B* avec la norme |x|.
Fn partant de cette norme, nous définissons I'espace linéaire
Y=2X(x|) et la norme |y|. Alors ¥ est respectivement, comme
|
nous venons de montrer, un espace F ou B avec la norme |y|.
Enfin, si X est un espace BY avec la norme |x|, X=Y(x|)
est non seulement un espace F, mais méme un espace B, avec

la norme |y|.
En effet, il existe par hypothése des pseudonormes | x|k
(k=1,2,..) telles que |xz| >0 entraine |%a|x 0 pour tous les k
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et réciproquement. En partant donc de la suile des pseudonor-
mes |xl;, la construction qui a été employée conduit a lespace
linéaire Y=X(x,|%los...s|*k,...) et aux pseudonormes homo-
genes |ylk. On a X(x)=X(x|,|x]s ., |x],...), et Yn] >0 en-
traine |ynle =0 pour k=1,2,... et réciproquement, car une suite
{xnm}eyn étant domnée, il existe pour tout n un i, pour lequel

' |yal—1/n <%ty | <[yl +1/n

[Ynlie—1/n <[ 2tni, 1< lyale—-1/, pour k==1,2,...,n.

et

Reste a ajouter que, dans tous ces cas, X est trivialement
équivalent au sous-espace de Y composé de tous les y tels que
{x} ey pour un x — et la démonstration est achevée.

1.2. Baxace a employé pour définir les espaces F, au lieu
des conditions (=), (8), (1) et (3), les conditions (B), (Y) et deux con-
ditions suivantes, qui résultent de (a) et (8):

(8;) t,—~0 entraine |f,x|—0,

(%) |xn| >0 entraine |tx,|-0.

On sait que cette définition équivaut a la nétre®); or, il
en est en outre de méme pour les espaces F*, car on a le
théoréme:

1.21. Toute fonctionnelle |x| qui satisfait aux conditions (8), (3,)
et (35) satisfait a la condition (8).

Comme |fpaon—tx| < |(tn —1) x|+ | (2 — )|+ |(tn — 1) (00— X)),
il suffit de vérifier que t, >0 et |x,| >0 entrainent |f,xa|—0.

Un &>0 étant donné, soit Rp ’ensemble des t tels que
[tan| < 8/2 pour n=k,k+1,... Comme

itlx’ll - | t”xn!! %’ S'llp ( i(t,_ t”) xni » i(t”— 1/) Xn D ’

les fonctions |tx,| de la variable t sont continues. Par consé-
quent, les ensembles R sont fermés et, leur somme contenant
tous les nombres réels, 'un d’eux, Ry, par exemple, contient un
intervalle {f,—r,%,+r>. Il en résulte que |({;=-t)xn| <
que |tx.|<ef2|—toxn| pour [t|<r et pour tout n=k,, k,+1,...,
d’oit [taxn|<<e a partiv d’un n suffisamment grand.

3) Voir S. Banach, op. cit., p. 232,
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1.3. Nous allons donner une série d’exemples des espaces B,
en définissant & chaque reprise un ensemble X qui est un espace
linéaire avec les opérations définies de maniére usuelle, et une
suite de pseudonormes |x|r telles que X devienne un espace B,
avec la norme définie par la formule ().

1.31. Soit Xx, ou k==1,2,..., un espace B avec la norme
ix. Admettons que X CXe, que x,eXiqs et [Xnles1 >0 en-
trainent |xnx— 0, et désignons par X la partie commune X, X,...
de tous les espaces Xi.

1.311. Soient ai» des nombres positifs tels que

ar
sup —— << oo,
m Ak+im ’

Désignons par Xi I’espace B que forme 'ensemble de toutes
les suites numériques x={tn} tels que armtn—>0, avec la norme

|x[k==sup &k m|tm!.
m

L’espace X se compose alors de toutes les suites numériques
x=|tn} telles que &rmtn—>0 pour tous les k.

1.312. Soit {ps} une suite décroissante de nombres conver-
geant vers un p>»1. Désignons par Xi 'espace IP¢. Lespace X
se compose alors de toutes les suites numériques {f} telles que
la série X |tn|" est convergente pour tout r>>p.

m

1.313. Soit {p,} une suite croissante de nombres dépassant 1
et convergeant vers une limite finie ou vers linfini. Désignons
par Xi Iespace LPk. I'espace X se compose alors de toutes les
f?nctions x(f) définies pour 0<Lt<<1 et telles que I'intégrale

f|x(t) [dt est finie pour tout r<<p positif.
0

1.314. Soit X Lespace C¥, c’est-d-dire l'espace B formé de
toutes les fonctions x=x(£) définies pour 0t<{1 et admettant
leurs k-idmes dérivées continues, avec la norme

||, = sup [} (0), |"(O0)],..., |xk=1(0)], st}pix*"’(t)l].

L’espace X se compose alors de toutes les fonctions définies
pour 0t <1 et admettant les dérivées de tous les ordres.
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1.32. Les X, ol k=1,2,..., étant — comme auparavant —
des espaces B, soit & présent X leur produit X;XX,X..., cest-
i-dire Pensemble de toutes les suites x= {xx} ol xxeXy; prenons
la norme de xi dans lespace Xi pour pseudonorme |x|x de x
dans Pespace X.

Alors — par exemple — X étant pour tout k=1,2,... l'es-
pace des nombres réels, 'espace X se conipose de toutes les
suites numériques.

1.33. X étant ensemble de toutes les suites numériques dou-
bles x={tin} pour lesquelles il existe le nombre limlimtys fini,
soit kom

]xh:S}_lp]]i:lllfkml, |x|k+1=83pltkm"

1.34. X étant I’ensemble de toutes les fonctions x=ux(f) con-

tinues pour -—co<<f<<co, soit |xfk =As<uf]:ék|x(t)|.

135, X étant l'ensemble de toutes les fonctions continues
pour 0t <1 et pour lesquelles il existe Iintégrale

1 s
[x)dt=lim [x(t)dt,
0 5—>1—0 0
soit )

Ix = sup |x(f).
(%t Ogtgkllj(k-{—ll)()‘

x|,=su
l i1 ng<pi

jx(t)dtl,

[

1.36. Fixons un p>1. X étant 'ensemble de toutes les fonc-
tions x=ux(f) définies pour —co<<t<<co et pour lesquelles I'in-
tégrale

[ixtpdt

est finie dans tout intervalle d’intégration, soit

1

[x|e= (_fjmt)}”m)ff,

) 1.4. Nous allons établir & présent un procédé qui facilite
I'examen des espaces By donnés, pour reconnaitre s’ils sont sé-
parables.
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Z étant un ensemble arbitraire, nous appelons pseudométrique
toute fonctionnelle (z,,z,) définie pour z,¢Z et zyeZ de facon
que les conditions suivantes soient satisfaites:

(@) (z,2)=0, ‘ . (b)
(C) (Zjazﬁ)\<(zhzx)+(za,zz)-

1l existe alors une subdivision de l'ensemble Z en parties
dont chacune contient z, et z, parmi ses éléments lorsque
(21,2,) =0, et sculement dans ce cas. L'ensemble W=1Z((z,,z2,))
de toutes ces parties est un espace métrique avec la distance

(Zl: ZZ) = (22>Zl)e

(1o, 10,) =(2,,2,) OU ziem0;, et 2zZ,em,,

ce qui a pour effet que divers théorémes sur les espaces mé--
triques se laissent transmetire facilement aux espaces pseudo-
métriques, c’est-d-dire aux ensembles Z dans lesquels une pseudo-
métrique (z,,z,) a été définie, les auires notions y étant formées
d’une facon analogue. ‘

C’est ainsi que la notion de convergence dans Z est a enten-
dre comme si (z,,2,) était une métrique: z,—z veut dire que
(2:,2)—0; la fermeture d’un ensemble A Z est par définition
celui de tous les z pour lesquels il existe des zmed tels que
2,-7; lensemble A4 est dit fermé lorsqu’il coincide avec sa fer-
meture; il est dit ouvert lorsque 'ensemble Z—A est fermé. Nous
nous dispensons de répéter ici les autres définitions connues.

Or, pour démontrer par exemple — ce dont nous ferons
Iusage dans la suite — quune partie d’un ensemble séparable
dans lespace pseudoméirique Z est un ensemble séparable, nous
nous appuyons sur la validité de ce théoréme dans l'espace mé-
trique W et faisons la déduction suivante: z,—> z entraine .=
(pour z.emn et zemw) et réciproquement; il s’ensuit que pour qu'un
ensemble Z,C Z soit séparable, il faut et il suffit quil en soit de
méme de Pensemble W,=2,((z;,2)), ¢’est-a-dire de celui de tous
les w qui contiennent les éléments z de Z, parmi les leurs.

1.41. Si les pseudométriques (z,,2,) et (21,200 ot k=1,2,...
sont telles que (z.,2)—~0 entraine (zn,2)r—0 pour tout k=1,2,...
et réciproquement, alors pour que Lespace 1 avec la pseudomé-
trique (z,,z.) soit séparable, il faut et il suffit qulil le soit avec
les pseudométriques (z,,z,)x pour k=1,2,...
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Seule, la suffisance de la condition n’est pas triviale.
Soit ¥ Iensemble de toutes les suites o= {z:} d’éléments de Z.
La fonctionnelle
1 (Zik, 2ow)k N

AR TEE ol

¥yt t = {201
(01,02) %:2“ 1+ (zuk, 2ok et vy=izul

v, = {zu}
est évidemment une pseudoméirique dans V. 1l existe par hypo-
thése, pour tout k=1,2,..., un ensemble .au plus dénombrable
7ZxCZ qui est dense dans Z en pseudométrique (z,,z)s. L'en-
semble des suites p={z:} dont m premiers termes (m variable)
satisfont 2 la condition zieZi (k=1,2,...,m) et dont tous les
termes suivants coincident avec le m-iéme, est donc encore au
plus dénombrable et il est évidemment dense dans V' en pseudo-
métrique (p,,0,). Ainsi espace V est séparable et il en est par
conséquent de méme de son sous-ensemble § composé de toutes
les suites p=1{z} o zeZ. Soit V,CS un ensemble au plus dé-
nombrable et dense dans S; alors I'ensemble Z, composé de tous
les zeZ tels que {z}eV, est au plus dénombrable et dense dans Z
en pseudométriques (z;,2,)x ot k=1,2,..., ce qui entraine en rai-
son de I’hypothése sa densité dans Z en pseudométrique (z,2s).

1.42. Admettons de nouveau que X est un espace linéaire
et que la fonctionnelle |x|y est une pseudonorme ou une pseu-
donorme homogeéne respectivement. Alors (x;,,)=|x;—x,| y est
évidemment une pseudométrique.

On constate aisément que 'ensemble Y=X(x|)=X((x,,))
est un espace linéaire avec les opérations définies comme suit:
Yy, 4y, est lensemble des éléments de la forme x,-+x, ol x,ey,
et x,eys, et ty est celui de la forme tx ol xey. La formule
|y|=1x| définit respectivement une norme ou une norme homo-
géne dans Y. Grice & cela, divers théorémes sur les espaces
F* et B* se transmettent facilement aux espaces pourvus d'une
pseudonorme ou d'une pseudonorme homogéne respectivement.

En vertu de 1.41, la séparabilité de 'espace X avec la pseudo-
norme |x| équivaut & celle de I'espace ¥ avec la norme |y, ce

icm°®
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séparable ou non, & celle de la question analogue pour certains
espaces B*. En effet, X étant un espace B} avec la norme x|,
et les pseudonormes homogénes |x|; étant telles que |xa|—0
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entraine |xnr—0 pour tout k=1,2,.., et réciproquement, la
séparabilité de I'espace X avec la norme |x| équivaut par s’uiie
du théoréme 1.41 a celle du méme espace avec les pseudonor-
mes |x|x pour k=1,2,...

1.43. En transmettant par ce procédé aux espaces B, les
théorémes connus sur la séparabilité de certains espaces B, on
constate que fous les espaces B, qui ont été définis dans 1.3 sont
séparables. En effet:

Ad 1.31. L’espace X est séparable lorsque chacun des espa-
ces Xy l'est. Les exemples 1.311-1.314 satisfont A ceite condition.
En particulier, elle est réalisée pour I’exemple 1.311 parce que
les espaces Xp y sont équivalents & Tespace c,; l'opération
U(x)={arpt,} o x={t,} transforme X; en ¢, par équivalence.

Ad 1.32. L’espace X est séparable lorsque chacun des espa-
ces X l'est, et seulement dans ce cas. Cette condition est
satisfaite dans I'exemple qui y est considéré.

Ad 1.33. L’espace X avec la pseudonorme |x i est séparable,
car P'espace X(|x[i) est équivalent & espace c; la transformation
en question s’effectue par I'opération

l {limt,.} pour k=1
m

|t}
Ad 1.34. L'espace X avec chacune des pseudonormes |xl

est séparable, car ’espace X(lx|i) est équivalent & Iespace C;
la formule

Uly)= ott {tim)ey

pour k=2,3,...

U(y) =x(2ks—K)

définit une transformation par équivalence de X(jx|x) en C.

ou x()ey

Ad 1.35. L’espace X avec la norme |x|, est séparable, car

il est équivalent A un sous-espace lindaire de l'espace C; lopé-
ration

Ulx) :fx(t) dt ol x=x(t
o

transforme par équivalence ’espace X avec la norme x|, en un
sous-espace de C. L’espace X avec la pseudonorme |x[x, ol
k=2,3,..., est séparable, car I'espace X(|x}s) est équivalent 3 l'es-
pace C par la transformation '

Studia Mathematica. T. X. i 13
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Uy)=x (k_ér—_l s) ot x(fey.

Ad 1.36. La séparabilité de ’espace X avec la morme |x|i
résulte de I'équivalence de l'espace X(|xt) & I'espace L’ donnée
par la formule

U(y)=(2k)1/”x(2k5_.k) ol x(t)ey.

1.5. Nous allons établir a présent un simple critére pour
quun espace donné B} soit isomorphe & un espace B*. Notons
d’abord le lemme suivant:

1.51. Si les pseudonormes homogénes |x|* et |x|; ot k=1,2,...
sont telles que |xn— 0 (lindice k parcourant toutes ses valeurs)
entraine lim|x,{*<Cco, il existe un indice k, et un nombre N

n
tels que 'on a

le*< Nsup (x|, | %]y, ... 12l pour tout x.
En effet, il existerait en cas contraire des x, tels que

|xnf* =>n sup (|an];, |%n]ss .. 0o [2]n).

n . , -
Wx,,, on aurait donc |x.|,<<!/yn pour
1Xn

n>k et par conséquent |x, x>0 pour k=1,2,..., malgré que

| acnf* =)/n - co.

En posant x]=-

Il en résulte ce cas particulier:

1511, §i les pseudonormes homogénes |x|* et |x|, sont telles
que |xa|,—>0 entraine lim|x,[*<<co, il existe un nombre N tel
que 'on a n

|x*< N|x|, pour tout x.

1.52. Nous tirons de 1.51 le critére cherché:

X étant un espace Bf avec.la norme |x| et les pseudonormes
homogenes |x|. ot k=1,2,... étant telles que |xux—0 (k parcou-
rant toutes ses paleurs) entraine |x,|—0 et réciproquement, pour
que Vespace X soit isomorphe & un espace B*, il faut et il suffit
quil existe un indice k, fel que la norme |x| soit équivalente
a la pseudonorme sup(ix!l,]xl2,...,|x{k0).
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Seule, la nécessité de la condition n’est pas triviale.

Admettons que la norme |x| est équivalente 3 la norme
homogéne |x[*; alors, [xu[t—>0 (o k=1,2,...) entraine |xa*~ 0,
et il existe par conséquent un indice k, tel que défa [nfe—> 0
ot k=1,2,.... k, entraine |x.[*—0, donc aussi |x,|—>0; la réci-
proque étant également vraie, I'équivalence entre la norme |x]
et la pseudonorme sup(|x]1,|xlz,...,fx]ko) se trouve établie.

153. On constate aisément & 'aide du eritére 1.52 qu’aucun
des espaces B, définis dans 1.3 n'est isomorphe & un espace B,
sauf Pexemple 1.311 de I'espace B, dans le cas ot il existe un k,
tel que ‘

() sup 2 oo pour k=1,2,...
m akom .

En effet:

Ad 1.31. Pour que l'espace X soit isomorphe & un espace B,
il faut et il suffit qu'il existe un indice k, tel que |xnl —>0 en-
traine |%a|x—>0 pour tout k=1,2,... Dans Iexemple 1.311, cette
condition équivaut a (*) en vertu de 1.511. Dans les exemples
1.312-1.314, elle est en défaut, car en posant dans 1.312

“1/pk+l

. n o our m=1,2,...,n

xn'_—{tnm} ou tnm={ P !
0 pour m=n--1,n-2,...,

dans 1.313

© pour t<1/n
0 pour {>1/n

et dans 1.314

_ =0
)= et

on a |xnly,->0, tandis que |Xnlt+1=1.

Ad 1.32. Pour que I'espace X soit isomorphe & un espace B,
il faut et il suffit qu’il existe un indice k, tel que chacun des
espaces X, ol k>k,, se réduise & I’élément 0, ce qui n’est
pas réalisé dans I’exemple en question %).

4) L’absence d’isomorphie entre I'espace s et les espaces B a éi€ apergue
par P, Urysohn; voir M. Fréchet, Espaces abstraits, Paris 1928, p. 82. -
13*
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Ad 1.33, 1.34 et 1.36. L’espace X n’est isomorphe a aucun
espace B, car il n’existe aucun indice k, tel que |x[x=0 pour
k=1,2,...,k, entraine x==0.

Ad 1.35. L’espace X n’est isomorphe & aucun espace B, car
en posant pour un k, quelconque

Xa(t) = (14|t — ko/ (ko 1)),
on a |xufx—0 pour k=1,2,...,k,, tandis que [xu|er1==1.

1.6. X étant un espace F* avec la norme |x|, soit U un en-
tourage convexe de I'élément 0.

Désignons, pour tout xeX, par.|x|; la borne inféricure de
Pensemble de tous les nombres s>0 tels que —+x/selU. Ainsi
définie, la fonctionnelle |x|;, est une pseudonorme homogine et
joea| = 0 entraine |xa|;—>0. La condition (a,) est satisfaite, car en
choisissant, pour ¢>0 donné, deux nombres 5,>0, ot i=1 et 2,

de maniére a avoir +%i/geU et s<<|xy|;+°/2, on a

faal

1 S W VOC'8 DT T O3 DA §
isl+sz(x1+x2)—sl—}l-sz(i sl)+sl—{isz(i s.,)e U,

d’ott . |x;txs|p<Cs;+5; et par conséquent
fey 20|y <oy [ptoealy t-e.

Or, si jag| >0, 1l existe des >0 tels que f,—»oco et
|tnaen| -0, de sorte que Z=t,xaelU et par suite |xn|;<1/t, & partic
d’un n suffisamment grand.

En profitant de cette propriété, nous allons démontrer le
théoréme suivant:

1.61. Pour qu'un espace X qui est un espace F'* avec la norme
1x| soit un espace By avec la méme norme, il faut et il suffit
que pour tout m=1,2,... la sphere |x|<1|m contienne un entou-
rage convexe Un de U'élément 0 %).

5) Ce théoréme est contenu dans les résultats présentés par S. Mazur
a la séance du 9 février 1935 de la Société Polonaise de Mathématique (Section
de Lwéw) — cf. Annales de la Soc. Polon. de Math, 15 (1936), p. 180 — et pu-
bliés en polonais dans son mémoire ‘O zbiorach i funkcjonalach mwypuklych
(Sur les ensembles et les fonctionnelles convexes), Lwéw 1936, Le méme théo-
réme a été établi indépendamment aussi par M. J. von Neumann et publié

dans son mémoire On complete topological spaces, Transactions of the Ame-
rican Math. Soc. 37 (1935), p. 1-20,
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La condition est nécessaire. En effet, si les pseudonormes
homogénes |x[i ot k=1,2,... sont telles que |xn| >0 entraine

[%ale—>0 pour tout k=1,2,... et réciproquement, il existe pour

tout m=1,'2,... un indice kn et un nombre 6,0 tels que
|x!o=5UP([-’CI1a]xlz=---,Ix[km)<6m entraine |x|<1/m;

I'ensemble U, des xe¢X pour lesquels on a lx |y<<0m est um
entourage convexe de I'élément 0 et’il est contenu dans la
sphére en question.

La condition est suffisante. En effet, les pseudonormes homo-
génes |x|p ol k=1,2,... sont telles que jx,|>0 entraine
{xn|Uk—>0 pour tout k=1,2,.., et réciproquement, car ]xnlvk—>0
entraine [xn|Uk<1, d’ot x,eU; et a plus forte raison Jaen| < Y/
4 partir d'un n suffisamment élevé.

1.62. Nous allons envisager deux exemples suivants des
espaces F qui ne sont pas des espaces B,.

1.624. Soit X I’espace 1% ot 0<<p<<1, composé de toutes les
suites numériques x={tm} pour lesquels la série Y|t con-

m

verge; les opérations étant entendues dans le sens usuel, posons
}x[=zl’tm1’p'
m
1.622. Soit X Tespace L7, ou 0<<p<<I, composé de toutes
les fonctionis x=ux(t) définies pour 0Cx<1 et pour lesquelles
I'intégrale f |x(®)Pdt est finie; les opérations étant entendues

0
dans le sens usuel, posons
1
|| =[] = (O dt.
1]

Ad 1.621. 1l résulte de 1.61 que cet espace F n'est pas un
espace B,. En effet, tout ensemble convexe W(C X qui a des
points intérieurs est de diamétre infini, car en supposant que W
contienne une sphére |x]< s et en posant e,=={tum} ol

[0 pour m=n
nm == 1
1 pour m=n,

t
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P
o . ra -
il vient Jeene W et par conséquent

cependant |x,|=gn!"?-co.

Ad 1.622. Cet espace F n’est pas un espace B,, & savoir en
vertu du théoréme 1.61, car tout emsemble WC X qui a des
points intérieurs coincide avec X tout entier. En effet, en sup-
posant que W contienne une sphére |x|<(e, choisissons, pour
*élément donné x,=x,(f), un n naturel et les nombres

O==s5,<C8;<T...<<§=1
de maniére a avoir |x,|/n"P<s et

sk

Jlxo(t) dt=|2xol/n

Sk—1

our k=1,2,...,n.
)

En posant x=uxi(f), ou
t St Z 8
xk(t)={ nao(f) pour s 1<t\m\
0 pour t<Isp— et s,

on a |xr|==|x,|/nt?, d'olt x1e W et par conséquent

n

='11~ DxreW.

1.63. Une suite {x.} d’élements de X est dite bornée lorsque
t,—>0 entraine foxn — 0. Un ensemble Z(C X s’appelle bornélorsque
toute suite d’éléments de Z est bornée.

En particulier, si X est un espace B} avec : la norme |x| et
les pseudonormes homogends |x|x, ol k—i 2,..., sont telles que
[x,,l~>(_) entraine |x,jx—0 pour tout k=1,2,... et réciproquement,

la condition nécessaire et suffisante pour que lensemble Z soit

borné est que sug}xlk<oo pour tout k=1,2,... Toute suite

convergente d’éléments, et partant tout emsemble compact, est
borné. Plus généralement, toute suite satisfaisant A la condition
de Cauchy, et par conséquent tout ensemble compactifiable ®),

%) .,bedingt kompakt” au sens de F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin-Leipzig
1927, p. 107. Les ensembles méiriques compactifiables coincident avec ceux dits
totalement bornés (voir ibidem, p. 108, II}, c’est-d-dire recouvrables par un nom-
bre fini d'ensembles de diaméire arbitrairement petit.
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c’est-a-dire dont toute suite d’éléments contient une suite satis-
faisant & la condition de Cauchy, est borné. En effet, si t,— 0
et |xp, —xq| >0 pour p—oco et g0, on a |[ta(x,—2x4| >0 pour
n-—»oco, p—>co et g->co, de sorte quen fixant, pour £¢=>0, lin-
dice ¢ d’une facon convenable, on arrive a avoir [ta(acn—xg)] < 82
i particr d'un n suffisamment grand; comme

[tusen] < |tn (%0 —xq) || tnxql,
on aura donc aussi |f,xn <& A partir d'un n approprié.

Si un espace F* contient un ensemble compactifiable .dont
Vintérieur n'est pas vide, la dimension de cet espace est finie 7).
En conséquence, tout espace B* dans lequel tout ensemble borné
est compactifiable, est de dimension finie.

I n'en est pas de méme des espaces B}. Ainsi, parmi les
espaces B, envisagés dans 1.3, 'exemple 1.311, sauf quand

(%) il existe un indice k, et une suite croissante d'indices {m,}
tels que

N sup 2 < oo,

Aym

ainsi que Pexemple 1.314 et celui de 1.32, sont des espaces dans
lesquels tout ensemble borné est compact.

Ad 1311, Sila condition () est satisfaite, I'ensemble X, de
toutes les suites x={t,} telles que tn=
p=1,2,...
Vopération U(x)=
cas, lespace X contient donc des ensembles bornés non-compacts.

0 pour tout m#m, ou
est un sous-espace linéaire isomorphe a lespace c,,
{akomptmp} établissant cette isomorphie. Dans ce

Admettons A présent que la condition (§) n’est pas satisfaite.

{tum} constituent
une suite bornée et si les limites tm—-—hmtnm existent pour tout

Nous allons montrer que si les éléments x.=

m=1,2,..., on a x={ln}eX ot ]xn—-xlaO

") Pour les espaces F, ce théoréme est démontré dans la note: M. Eidel-
heit et S. Mazur, Eine Bemerkung iiber die Riume pom Typus (F), Studia
Math. 7 (1957), p. 159-161. La démonstration pour les espaces F* s’y réduit en
vertu du théoréme 1.1.
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akm!tnm——tm|—}~akm[tm| on a en tout cas
de sorte quil suffit de vérifier que

Comme 8| tmf
lnn agmtm| < SUp dtm [tnm —tal,

lim sup aim|tnm— tm|==0 pour k=1,2,...
Or, en supposant le contraire, il existerait un indice k, et

deux suites croissantes d’indices {n,} et {m,} telles que
mp{tn ‘-tmp]>5

o pour un &>>0.

En posant Ni==sup sup am|tum|, on aurait
n m

ar m m
_ - _ " o Gkgmp P
Bk gmy |Engm, —tm, | akmplt""mp tr| o akmp N Qkm,,
d’ont
akm. 2NL
sup—=L = pour k=1.2,...,
P akomp €

contrairement a ’hypothése admise.

Ceci établi, on en conclut aussitdt que si les éléments
xn== {tum} constituent une suite bornée, il y existe une suite par-
tielle convergente: il suffit de former une suite troissante {n,,}
d’indices telle que les limites lun tom existent pour tout m=1,2,..

Ad 1.314. Admettons que la suite d’éléments xn,=ox,(f) est
bornée, c’est-a-dire que
M= ) (¢ | =
: S},‘Po;‘iglxn ()| <<oo pour i==0,1,
Quel que soit i, la suite {x{)()} contient une suite partielle
uniformément convergente, car

0] M, 0] < M,

de sorte que les fonctions x®(#) sont bornées dans leur ensemble
et équicontinues. Il en résulte cependant Iexistence d’une suite
croissante d’indices {n,} telle que la suite {x[? (t} est, pour tout

i=0,1,..., uniformément convergente. En consequence la fonction
t)—-hm %n, (1)
admet les dérivées de tous les ordres et, pour tout i=1,2,..., la

suite {x{? (t)} converge uniformément vers x(f). En posant donc
x=x(t), v11 vient xeX et Ixnp——x{—>0.‘
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“Ad 1.32. Trivial.

1.64. La condition suivante .est nécessaire et suffisante pour
que lespace X qui est un espace F*

avec la norme |x| soil un
espace Bj:

(#%) Si |xz| >0 et la série Ztn de nombres non-négafifs est

convergente, la suite des sommes partlelles de la série Zt,.xn est
bornée.

La nécessité de la condition (&%) est triviale; plus encore,
si la suite {x;} est bornée et la série Ztn est absolument con-

vergente, la suite des sommes partLelIes de la série Ztnxn satis-
fait & la condition de Cauchy.

Nous allons montrer que la condition (&) est suffisante.
Il existe pour tout m=1,2,... un 6,>>0 tel que I’ensemble U,

P
de tous les éléments de X de la forme Dt,xs, on les xneX et

n=1

les nombres £,>0 (p=1,2,... et n==1,2,...,p) satisfont aux con-

ditions

p
lxn!<5m: an<5m,
n=1
est contenu dans la sphére |x|<(1/m. Supposons, en effet, qu’il
n'en soit pas ainsi, c’est-d-dire qu’il existe un m,, une suite {xy,)
d’éléments de X et une suite {fx,} de nombres non-négatifs

(k=1,2,... et n=1,2,...,p,) tels que
Pk . )
|%kn| << &), Ztkn<ek ot -0,
n=1

et que 'on ait pourtant

Pk
DX tknxln —
n=1 0
On peut, évidemment, admettre que er<<1/4* et que
k pi 1
]/SL+1 21 . mexm 2——“
l
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En posant -
tn==tg/V e

k
.‘

n=gq,_,+¢ ou qo=0, qkr—i_)_,lpi et q=1,2,...,pk,

Xn==Xkq et
pour

. ,o. 1 .
on aurait donc¢ [x,|->0 et la série S'tn serait convergente, car
n

a5 { Py {
e = —= D ten <3y
n=qp_ g+t I/Ek =1

. . P .l
pourtant la suite des sommes partielles de la- série Dtax, me
serait pas bornée, car "

g1

Vet ) nen
n=1

k41 1

O
1/21::1;?? Ztinxin

i n=i

.
=

Pkt

ka-un Xkt+in

n=1

k Py
ik S
k+1 = inkin s
=1 '/Ei =1

9+

l/ek+12t" Xn
n=1

de sorte que la condition (&%) serait en défaut, contrairement
a I'hypothése.

Ceci établi, et U, étant évidemment un entourage convexe
de I'élément 0, il suffit de faire appel au théoréme 1.61. pour
achever la démonstration.

1
>2m0’

1.641, 7 étant un ensemble situé dans un espace linéaire X,
désignons par convZ Uenveloppe convexe de 7, ¢’est-a-dire I'en-

R
semble de tous les éléments de X de la forme tn,xn ol xn¢Z,

I n=1i
t, >0 et %tn——— et n=1,2,...,p.

Soit X un espace B} avec la norme |x|. Admettons que les
pseudonormes homogénes |xlx, ol k=1,2,..., sont telles que
[xn| >0 entraine |xnlt—0 pour tout k=1,2,... et réciproque-
ment. Evidemment, si 'ensemble Z est borng, il en est de méme
de Pensemble convZ. Il est moins évident que Z étant com-

pour p=1,2,...
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pactifiable, convZ lest également. Ce théordme, qui est connu
pour les espaces B*%), se laisse généraliser aux espaces B* en
vertu de la propriété suivante des espaces X linéaires: })our
qu'un ensemble W(C X soit compactifiable (avec la norme Ixl),
il faut et il suffit quil le soit avec les pseudonormes lel
pour k=1,2,... Cette propriété entraine, enire autres, la pre-
miére partie du théoréme suivant que nous allons &tablir:

1.642. Pour qu'un espace X qui est un espace F* apec la
norme |x| soit un espace By, il faut et il suffit que pour tout
ensemble compact en soi ZC X, I'enveloppe convexe de 7 soif
bornée.

La condition est suffisante, car la condition (%) du théoréme
1.64 est satisfaite: si x| >0 et la série 2t, de nombres non-
n

négatifs converge, I'ensemble Z composé d’élément 0 et de termes
de la suite {x,} est compact en soi; comme
P

t=2+t,>0 entraine Et'i xp € convz
n n=1

pour tout p=1,2,...,
Ja suitc des sommes partielles de la série 2% x,, donc aussi
n

P T I
de la série X t.x,, est bornée.
n
Si X est un espace F* avec la norme |x| danslequel |x.]>0

. . 1 ¢ .
a pour conséquence que la suite {—n- Dxip est bornée, alors —
=1
comme il sera démontré tout & Iheure — X est un espace Bj.
Ce théoréme implique la seconde partie du théoréme 1.642, car
si |2 >0, Uensemble Z composé d’élément 0 et de termes de la
. . 15
suite {x,} est compact en soi et on a —;I—ineconvz pour tout
i=1

n=1,2,...

. . . " Ll
La suite de premidéres moyennes arithmétiques = Yx;; peut
l n i=1

8 S, Mazur, Uber die kleinste konvexe Menge, die eine gegebene kom-
pakte Menge enthilt, Studia Math. 2 (1930), p. 7-9.
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d‘ailleurs &tre remplacée par celle des moyennes arbitraires
{Zamxi}, les nombres a, étant assujettis a certaines condi-
i

tions, & la suivante par exemple: qu’ils soient non-négatifs, s’an-
nulent pour chaque n==1,2,... a partir d'un i convenable, et

que lon ait Ya,=1, en méme temps que supag 0.
i i ’

1.65. Pour qu'un espace X qui est un espace F* avec la norme
|x| soit un espace B}, il faut et il suffit que |x,|—>0 ait pour
conséquence que la suite {Zanixi} soit bornée.

La nécessité de la condition est triviale; plus encore, la suite
{xn} étant bornée ou tendant vers 0, il en est de méme de la
suite {Zam-xi}.

Reste & montrer que la condition est suffisante. On peut

admetire en vertu de 1.1 que X est un ensemble linéaire dense
dans un Y qui est un espace F. Or, |y.|—»0 a pour consé-

quence que la suite {Za,,.-yl-} est bornée. En effet, en choisis-
sant la suite {x,} de manitre & avoir |t(yn— xa)|<1/2" pour |£|<1,
d’une part |x.|—>0 entraine alors que la suite {Zanixi} est bor-
. i

née, et d’autre part £, —0 entraine alors que |fuani(yi—x:)~ 0
avec n->oco et que |tpan(yi—a)<<1/2' pour tout i=1,2,...
a partir d'un n convenable, d’ou

thna'ni(yi“"xi)] d 0

i .
et & plus forte raison

!fnzani(yi—xi)|*> 0,
3
ce qui prouve que la suite {Zam-(yi——xi)} est aussi bornée.

Soit Z lespace F que conmstituent les suites z={y,} ot
[ya| >0, les opérations avec elles étant définies comme d’habi-
tude et la norme étant donnée par la formule |z|=sup |y,|. La

n

formule Vn(z)=2aniy; définit alors dans Z, pour tout n=1,2, ...,

une opération linéaire dont les valeurs appartiennent 3 ¥. Comme
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pour tout zeZ la suite {V,(2)} est — nous venons de le mon-
trer — bornée, on peut faire correspondre i tout m=1,2,. ..
w x>0 tel que [z|<dn entralne |V.(z)|<im pour tout
n=1,2,...%.
En conséquence, I'ensemble U, de tous les éléments de X
qui sont, pour tout p=1,2,..., de la forme
r - . P
z:f,xr ot >0, Zitrml et o] <<dm
re re=
est contenu dans la sphére |x|<{t/m.
En effet, désignons, pour r=1,2,...,p, par k. le plus petit

indice k tel que R .
2}%11‘}211\
=

i=1

On a alors kyr—y<<ksr & partic d’un n suffisamment grand
(kno=0) et

knr
ani > tYs
i=kppg+1
de sorte que la relation

knp

b=

ni X'y
r=1 i=hp gl

&
S

entraine aussitot la relation

1
<m

Py

r=1

" par le passage A la limite avec n—»co. L’ensemble U, étant par

définition un entourage convexe de I'élément 0, on n’a encore
qu & appliquer le théoréme 1.61 pour achever la démonstration.

1.7. Le¢ critére fondamental pour quun espace F* soit iso-
morphe & un espace B* est le suivant: ‘

1.71. Pour qu'un espace X qui est un espace F'* avec la norme
|x| soit isomorphe & un espace B¥, il faut et il suffit que réle-
ment 0 ait dans X un entourage U borné et convexe ™).

9 S. Mazur et W. Orlicz, Uber Folgen lincarer Operationen, Studia
Math. 4 (1933}, p. 152-157.

1) A, Kolmogoroff, Zur Normierbarkeit eines allgemeinen topologi-
schen Raumes, Studia Math. 3 (1934), p. 29-39.
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Il le faut, car si la norme |x| est équivalente a une norme
homogéne |x|*, I'ensemble U de tous les xeX tels que |x[*<<1
est un entourage borné et convexe de 1'élément 0. .

11 le suffit, car — en notation de 1.6 — la pseudonorme
homogéne |x|, est telle que |x,|—>0 entraine [xpn|,->0; aussi
réciproquement, car en posant

{ n si|xaly=0
i"=, T -
Vizaly si |xly==0

et en admettant que |wnly—0, on a |xw/taly=VT%|, <1, Cest-

“a-dire xn/t,eU, A partir dun n suffisamment grand; comme U
est un ensemble borné et £,— 0, il vient |x,|=|t.(xn/tn) = 0.

Il est & noter que chacun des espaces F* définis dans 1.62
contient un entourage borné de lélément 0 (composé de tous
les x tels que |x|<<1, par exemple), bien qu'aucun d’eux ne soit
isomorphe & un espace B*.

On a cependant le théoréme:

1.72, Pour qu'un espace X qui est un espace B¥ avec la norme
{x| soit isomorphe & un espace B*, il faut et il suffit que I'élé-
ment 0 ait dans X un entourage borné.

En effet, il le faut en vertu de la premidre partie du théo-
réme 1.7, et il le suffit, car U contient en vertu du théo-
réme 1.01 un entourage.convexe U, de I’élément 0, qui est donc
a la fois borné et convexe, de sorte quwon n’a a appliquer que
la seconde partie du théoréme 1.71.

Le théoréme suivant correspond & 1.64 par analogie:

1.23. Pour qu'un espace X qui est un espace F* avec la norme
|x| soit isomorphe & un espace B*, il faut et il suffit qu’il existe
un nombre £¢>>0 tel que si |xa|<<& et si la série de nombres Dt

re . N n
aux termes non-négatifs converge, la suite des sommes partielles
de la série Dt,xn est bornée. '

n .

La condition est nécessaire. En effet, si la norme |x| est
équivalente a une norme homogéne |x[*, il existe un e=0 tel
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que |x|<Ce entraine |x[¥*<<1: en admettant que |x.|<<¢ et que
la série numérique 31, est absolument convergente, la suite des

n
sommes partielles de la série D t.x, satisfait manifestement 2 la
n

condition de Cauchy.

La condition est suffisanie. En effet, il résulte de 1.64 que X
est un espace B; et partant, en vertu de 1.72, quil est iso-
morphe 3 un espace B*, puisque — comme nous montrerons tout
a 'heure — l’ensemble U de tous les xeX tels que |xi<Ce est
un entourage borné de I’élément 0.

A savoir, si I'on suppose le contraire, il existe une suite
{x,}) d’éléments de X et une suite {f,} de nombres telles que
|xn|<<e pour n==1,2,..., t,>0 et
(ﬁ) lll_rifnxn]}>0a
mais {k.} étant une suite croissante d’indices telle que la série
Zl/lt—knl est convergente, la suite des sommes partielles de la
n

série 2V, | %, est bornée d’aprés I’hypothése du théoréme;
P

la suite des termes de cette série est donc bornée a plus forte
raison, d’ol

) Vownml —

\fknxk"’ J— '1"/E fknt (]/t tkn}x}\-")l -0,
contrairement a (%).

1.74. Envisageons 'exemple suivant de I'espace F:

Soit X=278 I’espace composé de toutes les fonctions x=x(f)
définies pour 0<(t<1, les opérations y étant définies de ma-
niére usuelle et la norme étant donnée par la formule

(=0
=) e

1l résulte du théoréme 1.61 que S n’est pas un espace By,
car tout ensemble convexe W(CS qui a des points intérieurs
coincide avec I'espace tout entier.
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Supposons, en effet, que W contienne une sphére |x|<s et
considérons un élément arbitraive xy==x,(#) de §. Choisissons
un n>1/e et posons
nx,(t) pour (k—1)/n < t<<kfp,

D.ck”—*xk(t)‘:{ 0. pour t<<(k—l)/n et ¢t k/p,

On a évidemment [xi|<(e, donc xzeW pour k=1,2,... n
et par conséquent

1 n

al r
xy=— 2 x.eW.
0 n Lé1

En méme temps, par opposition aux exemples des espaces F
envisagés dans 1.62, I'espace S ne contient aucun entourage borné
de I'élément 0, de sorte que tout ensemble borné y est non-dense.

-Soit, en effet, e=>0. Posons
{ k pour t<e,

= (f)= 0 pour f>¢.

On a évidemment || < s pour tout k=1,2, ..., mais la suite
{xx} n’est pas bornée, car |¥k/k|=¢/a.

(Regu par la Rédaction le 16. X, 1948).
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