Sur les moyennes de la forme y™ [Yqu)]
par

JAN G.-MIKUSINSKI (Lublin).

1. Introduction. Les notations que nous allons employer sont
les suivantes. Les lettres y et y désigneront partout des fonctions
d'une variable réelle x, continues et strictement monotones dans
un intervalle donné J qui peut é&ire supposé fini ou infini. Les
fonctions inverses seront désignées respectivement par yp~* et x~*
La variable x et les valeurs x,...,x, appartiendrout toujours
a lintervalle considéré J. Les nombres ¢y,...,qn sont supposés
positifs (n est fixe) et ¢;...-Fgn=1.

Cela posé, nous dirons que 'expression

My=My(xs, s Xn3Gasnen @) = 9 () ... Grp (0]

est la moyenne de xi,...,x. relative a la fonction y. En suppo-
sant p égale & 'une des fonctions x, logx et %: on obtient en

particulier la moyenne arithmétique, géométrique et harmonique
respectivement.

On connait certaines conditions pour que M,<< M, pour toutes
les valeurs de xy,...,%n €t ¢i,...,gn, & MoIns que xy==x,=...=2x, 1).
Nous en donnons encore quelques-unes qui nous semblent &ire
bien naturelles et simples.

Le sujet de ce travail nous a été suggéré par M. F. Leja.

1) Hardy-Littlewood-Pélya, Inequalities, Cambridge 1934, Chap-
ter IIL
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2. Réduction du probléme général am eas n=2. 11 suffit
de considérer le probléme de deux variables x;,x, et de deux
parameétres ¢;,q.. En effet, en admettant 'inégalité M, < M, pour
n=2,3,....p. il sen suit qu’il en est de méme pour n=p-1.

Pour le montrer, posons
My=y " {quple) ...+ gpriplapen) | =
=7 larple) - A go—1 9l (@p+ G plxp) .

4p wlxp) Apst
CIp’f'qp‘i v qp+ dp+1

ol xp =1p—1[ ya(xp-;)]. Si la proposi-

tion est vrale pour n==2.3,....p, on a

P _ gpxt
Xp~~ Xp =% [q +q+1 plap) - ———— o+ an- ”JJ(-’CP 1)]

et, toute moyemne étant une fonction croissante par rapport
A chacune de variables, il vient

Voo Gperyplop—1) - (gp T gp+1) 1/’(%)]
<y [(11 2(x1) + o gt 1)+ (gp + Gp+1) x(xp)]

=M,=y5""q o)+ ...+ gpr12(xpen)]s
c.q.fd

My<y~lgp(x

On peut donc, sans restreindre la généralité du probléme,
le réduire au cas particulier ol n=2.
C'est ce que nous allons faire dans B
les considérations qui suivent.

3, Interprétation géométrique.
Considérons l'arc 4B de la courbe
y=mw(x) compris entre les droites
x=ux, et x=ux, (fig.1). En désignant
par y, et y, les ordonnées des points 0 *y
4 et B, soit C' le point de I'arc d’or- Fig. 1.
donnée gy, q.ys. L'abscisse & du
point C est égale & la moyenne des nombres x, et x, relative

‘A la fonction p(x).
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4. Une condition nécessaire et suffisante pour que My <<M,.
On vérifie sans peine a l'aide de la définition que toute fonction
de la forme ap(x)-p donne la méme moyenne que p{x). En par-
ticulier, il en est de méme de Ja fonc-
tion ’
) —1ploey)

= W(xz) "W{(xt

°

normée de maniére que P(x;) =0 et
Plag) = 1.

Soient @(x) et 7z(x) deux fone-

tions normées aux points x; et x,.

Fig. 2. On voit facilement par la figure 2

qu'une condition nécessaire et suffi-

sante pour que la moyenne M,(= My) soit inférieure ala moyenne

M, (= M3) est que Iarc de la fonction §(x) compris entre les droites

x=x, et x=ux, soit situé au-dessus de celui de la fonction %(x).

5. Une autre forme de la méme condition. La condition
qui vient d’étre énouncée s’exprime analytiquement par I'inégalité
7(x) << P(x) ot x;<"x<x, ou bien par l'inégalité

g(fh 21 g x5) — g(x1)

= »(gy %+ g %) —p(xy)
Z (x5} — % ()

o) — 1 (o)

ou ql,q2>.0 ?t gi+¢.=1. En y retranchant g, des deux
membres, il vient aprés quelques transformations algébriques
simples

(1) qtﬁl{(xﬂ—’l)(%x1+QEx2)+Q2TP(x2)<(IxX(xl)_X((hx1+¢l2x2)+(127€(-’cz).
(o) —p(oxy) 7 (e5) — 1)

Une condition nécessaire et suffisante pour que M,<M, est
que Uinégalité (1) ait lieu pour tous les x,,x, ot x,% x, et pour
tous les q,q,- )

. On ?eut remplacer cette condition par une autre, plus intui-
tive, en introduisant la notion de convexité logarithmique.
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6. Convexité logarithmique. Nous dirons que deux fonc-
tions p(x) et x(x) sont ¢galement convexes en logarithme, lorsqu’on
a pour tout x, =X,

@ Iv_ Lz,
dy Ay

on, d'une fagon générale,

dp=plx) —glx)
et

Y 1 x
Py=-5q) —9'(_ -3

Théoréme. Pour que deux fonctions p(x) et y(x) soient égale-
ment conbexes en logarithme, il faut et il suffit que y(x)=ay(x}-+-8,
ol a,f sont des nombres et a 0.

La suffisance de cette condition peut étre vérifiée sans peine.’
Pour en démontrer la nécessité, remarquons tout d’abord que, si
les deux fonetions p(x) et %{x) coincident en deux points x” et x7,
Iégalité (2) entraine leur identiié pour tout x entre x et x”.
En effet, on vérific aussitét que I'on a dans ce cas

’

et p sont des nombres naturels, tels que m-+n=2°. La conti-
nuité de y(x) et x(x) étant supposée, il s’en suit que () == ()
pour tout x entre x” et x”. ,

En passant i présent au cas général, fixons x’ et x” arbi-
trairement et choisissons les nombres a et f de maniére que
Fégalité p(x)=ay(x)+4 ait lien pour les valeurs particuliéres
x=x" ct x=x".

Si maintenant les fonctions p(x) et z{x) sont également con-
vexes en logarithme, il en est de méme des fonctions v(x) et
az(x)4-p. Or, dapres ce qui vient d’étre établi, les derniéres
fonctions sont identiques pour &’ <x<x”, car elles coincident
aux points x’ et x”. Ces points ayant été fixés arbitrairement,
on en conclut que p(x)=ay(x)-p pour toutes les valeurs de x.
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7. Comparaison de la convexité en logarithme. Nous dirons
que la fonction y(x) est moins convexe en logarithme que y(x)
lorsque \ ,

Ay A%y
2 dy 4y
pour tout couple de valeurs wx,,%5 Ol X % Xo.

Théoréme. Soient y(x) et x(x) deux fonclions croissantes,
la premiére moins convexe en logarithme que la seconde. Cela
posé, si Vinégalité y(x) <y(x) est satisfaite aux deux extremitds
d’un intervalle ¥ <x <x”, on a xx)<yp(x) a l'intérieur de cet
intervalle.

Démonstration. En vertu de la continuité des deux fonec-
tions, il suffit évidemment de montrer que I'mégalité x(x)<<p(x)

x4 x”

a lieu au milien x——-—— de Pintervalle x" <x < x”.
Posons:
&' =p{x") — 2(x), & =yp(x")— z(x"),
et
,x(x) x(x) ,,,{ ") — 2 (%)
@ 7o) = lw) - =L

La fonction %(x) est évidemment de la forme ay(x)-+g avec
a==0, elle est donc, en méme temps que y(x), moins convexe
en logarithme que p(x), c’est-a-dire que

2 w(xl)hy’(x1+x))+ PRy L(xx)—X(xl—i‘xl)'f-
<

Plxa) —plxy)

(o) — 7 ()

pour tout couple xy,x, ol x; = x,. En particulier, pour xy=ux
et x,=x", cette inégalité se reduit a

H5) <o [F)

car 7(x")=yp(x) et Z(x")=9(x"). On a & plus forte raison

A5 <o)

2

car y(x) < z(x) pour tout x entre x” et x”,.comme on le voit

facilement d’apres (4).
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8. Application & l'inégalité M, < M,. Nous allons démon-
trer maintenant que les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

1° Les fonctions y(x) et y(x) satisfont a I'inégalité (1) pour
tous les x,,xy (00 x, == x,) et pour tous les q,,q.;

2° La fonction y(x) est moins convexe en logarithme que y(x).

On voit que 2° est une conséquence immédiate de 1°.

Admettons, réciproquement, que p(x) est moins convexe en
logarithme que yx(x). D’aprés le théoréme du N°6, il en est de
méme des fonctions @(x) et Z(x) qui résulient des précédentes
en les normant aux points x, et x,. Comme F(x)=7(x) aux
points x; et x;, on a, en vertu du théoréme du N°7, 7(x)<p(x)
pour tout x entre x; et x,. Cela conduit, comme nous lavons
vu au N°5, a I'inégalité (1), c. q.f.d.

Grice a l'équivalence des propriétés 1° et 2°, nous pouvons
énoncer la proposition suivante:

Une condition nécessaire et suffisante pour que My,<<M, est

que la fonction p(x) soit moins convexe en logarithme que yx(x).

9. Une forme différentielle de la condition. Admettons a pré-
sent que, de plus, les fonctions p(x) et x(x) sont deux fois con-
tinuement dérivables et que I'on a %'(x)==0 et y'(x)==0 dans
I'intervalle considéré.

Cela posé, une condition nécessaire et suffisante pour que
My<<M, est que linégalité

x) (x)
ait lieu dans un ensemble partout dense 2).

En effet, lorsque x, est fixe et que I'on fait x, tendre vers x,,
I'inégalité (3) divisée par x,—zx, devient a la limite
() 2
Ploe) T o ()

2) Cette condition a été énoncée indépendamment par M.S. Lojasiewicz
(Krakow).
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77 7 x . ,
Si Fon avait y)/(x) EZ—( ) dans un intervalle x'<ax<<x”,
P (x) ()

on aurait par suite p(x)=ay(x)-F8 et les fonctions y(x) et y(x)
seraient également convexes en logarithme dans cet intervalle.
Cela prouve que la condition est nécessaire.

Admettons maintenant que linégalité (5) a lieu dans un
cnsemble partout dense. En intégrant cette inégalité deux fois,
il vient

v(x) —plx;) _ alx) —x(xy)
. =~ ’
¥ () (1)

Remarquons que si les dérivées y'(x) et x'(x) sont positives et
Ton a plx)=7z(x,) et plx)=z(xs) ol 2, << xp, alors (o)) <y'(xy),
ce qui entraine p(x) << gz(x) au voisinage gauche de x; et y(x)<<yp(x)
au voisinage droit de ce point. Cette remarque mnous sera utile
tout & Pheure.

Fixons arbitrairement deux points x;,x, (00 x,<<x,) et dé-
signons par P(x) et %(x)} les fonctions correspondantes, mormées
dans ces points (voir N'4). Il suffit de mountrer que
©) ‘ 7 (x)<p(x)
entre x; et x,. Or, d’'aprés la remarque que nous venons de faire,
cette inégalit€ est vraie au voisinage droit de x,. Désignons par
(xy,x7) le plus grand intervalle, ot I'inégalité (6) est encore satis-
faite. En vertu de la continuité des fonctions considérées on
a (Fx)=p{x). Si x{<<x,, on aurait, en appliquant aux points
x| et x, la remarque précédente, §(x)-<<7(x} au voisinage gauche
de ', ce qui est impossible. On a donc x;==x, et la suffisance
de la condition est aussi démontrée.

pour x > x.

(Re¢u par la Rédaction le 1. 12. 1947).
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On certain methods of summability associated
with conjugate trigonometric series
by ’
A. ZYGMUND (Chicago).

1. A number of methods of summability of numerical series

1) L e o e e

have their origin in the theory of trigonometric series. The most
familiar of these methods is the method of Riemann. It consists
in treating (1) as the series

2) U+ Dun cosnx
n=1

at the point x=0. If we integrate (2) termwise k times and
take the generalised k-th symmetric derivative at the point x=0
of the resulting function, the value of this derivative, if it exists,
equals

C(3) lim [uo —|—§1un(5in na)h].

a0 n= nia

Correspondingly, we say that the series (2) is summable by
the method (R,k), k=1,2,3,..., to sum s, if the series in (3} con-
verges for |a| small encugh, and if the limit (3) exists and equals s.
The cases k==1,2 are the most familiar ones.

Tn this note we are going to discuss another method of sum-
mability suggested by trigonometric series. As in the Riemann
case, we have a whole sequence of methods corresponding to
k=1,2,..., but in this note we shall confine our attention to
the cases k==1 and k==2 only.
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