SUR UNE CONDITION SUPPLEMENTAIRE
DANS LES APPROXIMATIONS DIOPHANTIQUES

PAR
S. HARTM AN (WROCLAW)

S. Mazur m'a posé la question suivante: avec quel ordre
d’exactitude les nombres irrationnels se laissent-ils approcher
par des fractions rationnelles u/p, les entiers u et appartenant
4 une progression arithmétique donnée d’avance?

En voici la réponse:

Théoréme. Soit §>0 un nombre irrationnel. Quels que
soient les entiers a>>0, b>0 et 30, il existe une infinité de
couples de nombres naturels u,p satisfaisant aux conditions:

u| 24
) e-ul<i

(2) . u=a(mods), p=b(mods).

Ce théoréme montre que le meilleur ordre d’exactitude, re-
streint par (2), de 'approximation diophantique de £ est au moins
aussi bon que celui admissible pour tous les nombres irration-
nels sans la restriction (2). Cette restriction me se manifeste, en
effet, que par le facteur constant 2s2 dans (1), qui, en suppri-
mant (2), peut étre remplacé par une counstante pas plus petite

que 1/)/5 ) et valable pour tous les & irrationnels & la fois.
Démonstration. Soit {%} la suite des réduites du dévelop-
1
pement de & en fraction continue. Extrayons-en (ce qui est tou-
jours possible) une suite infinie partielle {Eﬂi} de maniére & avoir
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— our tout k=1,2,...
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) A, Hurwitz, Uber die angenéherte Darstellung der Irrationalzahlen »

durch rationale Briiche, Mathematische Annalen 39 (1891), p. 279-284.
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Fixons un k et admettons que lindice i est pair (dans le cas
contraire le raisonnement serait analogue). Posons

(3) h=n--1.
Alors .
(4) ann+1"—q;1pn+1=1:
e
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Le systéme des congruences
Prx+prriy=a(mods), gnx—+gnr1y=>(mods)
admet en vertu de (4) les solutions en valeurs entiéres:
X=agnr1—bpnsi(mods), y=bp,—aqs(mods).
Choisissons-en une solution particuliére, en posant:
x=3 ou bien x=reste mods de [agnii—bpnil,
y=s ou bien y=reste mods de [bp.—aqn],

snivant que le reste en question est égal & 0 ou ne Iest pas. On
a par suite:

(7) 0<x<s, O<<y<s.
Posons pour les valeurs x et y ainsi fixées:

(8y . Un=pax—+Poi1y,

9 On>=gnx+gns1y.

Les entiers u,,vn satisfont a la condition (2).
En méme temps, comme gny1>>gn, on a d’aprés (7) et (9)

Dn
(10) 5g S Qnit
et en vertu de (8), (9) et (4)
Un Dottt ¥
(11) Dn Qn+t  gnyaOn
Un_Pr__ Y |
On gn qnOn
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donc en particulier

Pntt _Un _Pn
e,
(12) gn+t  Dn dn

Deux cas sont possibles:

10 |5—-l—li' <L E—Ertl ot alors, en vertu de (6,
Dn gn+1
Un 1
] Dn <2‘1ﬁ+1’

20 ‘5_&
2]

>§——flﬁ'—1 et alors, en vertu de (5), (12) et (11),

n n+i
g Un| _Un_ g _Un Prut X
Dn Dn Da  Qn+t Qn+10n

En tenant compte de (7) et (10), on a donc dans les deux cas

24
<5
On

-

On

Les entiers u, et p, satisfont donc & la condition (1).

L’indice k dans (3) étant arbitraire, les conditions (1) et (2)
se trouvent ainsi satisfaites pour une infinité de valeurs naturel-
les de u et v, c. q L d

1l est & remarquer que l'exposant 2 dans le numérateur du
membre droit de (1) ne peut pas étre diminué; pour s'en con-
vaincre, il suffit de poser a=b=0 dans (2)?).

Le théoréme démontré permet de résoudre le probléme que
favais proposé au sujet des limites supérieures et inférieures des
suites {(sin n)"} et {{cos n)"}?) et qui revient essentiellement au méme
que celui de déterminer ces limites pour les suites {(sinan)"} et
{(cosan)?}, « étant un nombre incommensurable avee = Clest
sous cette forme que V. Jarnik4) l'a résolu en montrant que

lim inf (sin an)*=1lim inf (cosan)*=—1
(les limites supérieures, dont chacune est égale a 1, ayant été
%) Cette remarque est due z‘; J. G.-Mikusifski.

) Colloquium Mathematicum 1 {1947-1948), p. 33, P15,
%) Ibidem, p. 331, P15, R2.
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trouvées antérieurement®). La méthode par laguelle le théoréme
qui précéde vient d’étre démoniré n’est en effet qu'une géné-
ralisation de la sienne. ‘

Déduisons de ce théoréme I'égalité lim inf (sin an)* = —1, par
exemple. Il implique, en particulier, l'existence d'une suite
infinie de solutions entiéres wu;,p; de l'inégalité

n ow| 2-42
(15) E}“D_i o?’
assujetties aux conditions:
(14) =73 (mod4), .
(15) p;="73 (mod 4).
On a |D,-g—aui|=0($)=0(i) en vertu de (13), d’olt en
tenant compte de (15), sx‘naui=—1—|—0($) et par conséquent

(sin au)ti= [— 140 (i)]u'

Ui
En vertu de (14), le membre droit de cette égalité tend évi-
demment vers —1, e¢. q. f. d.
Le cas de liminf(cosan)* et celui des limites supéricures

sont analogues.

%) Ibidem, p. 149, P15, R1.
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