Sur la somme d'un nombre fini de nombres ordinaux.
Par
A, Wakulicz (Katowice).

Le but de ce travail est de déterminer le nombre maximum
m, des valeurs distinctes que peut prendre une somme de # nombres
ordinaux (olt # est un nombre naturel donné) lorsqu’on effectue
toutes les n! permutations de ses termes. Je démontrerai qu’en posant

n—1

pm)=E75, ona m,=g1%@—nH 1ggni=fet) 1o, > 20,

et je calculerai les valeurs de m, pour n<20.

n étant un nombre naturel donné, le probléme s’impose:

Existe-t-il, pour tout nombre naturel k<<m,, » nombres ordi-
naux dont la somme admet, pour toutes les permutations de ces
nombres, % et seulement % valeurs distinctes?

Pour #<4 la réponse est positive. Je démontrerai qu’elle est
négative pour n=>5.

1. 8i a=0%a’+ we"a" +...4 0ePa® et le développement nor-
mal du nombre ordinal « (0¥ %,a’,a",...,a® sont des nombres na-
tarels et e>d'>a">...>a®>0), nous appelerons le nombre
ordinal o' degré du nombre ordinal a.

Soient ay,ay,...,0, 7 nombres ordinaux donnés, et supposons
que o;Zay>=..za,, Soient, parmi les # nombres Oy ClyyveryUny Ky
qui sont du degré A=ai, k, qui sont du degré A==ty ey s
qui sont du degré Ae=ai 4azt.tx, dHy 00 4 >4>..>2,>0 et o
Eit Byt oot Ee=n.

Soit I,1,,...,1» une permutation queleonque des nombres 1,2,..,m.
La somme

oyt oyt
«est, comme on le voit sans peine, un nombre de Ia forme

{1) antantot o,
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ol op>oap,, pour i=1,2,..,m—1, et on o, =72, pour i=1,2,...,%.
Soient, parmi les termes de la somme (1), p; qui sont du degré 4.
On a donec p,=k, et 0<p, <k, pour 1=2,3,...,8.

La somme ar -+ oy} Orys €0 tant que somme des nombres
ordingux de méme degré, ne dépend, comme on le sait, que de son
dernier terme (et du nombre de termes); elle admet donc an plus %,
valeurs distinctes.

Les p, termes de la somme
) Urper T ot ban,
peuvent étre pris arbitrairement parmi les k, termes de la suite

0y, Ogy .00y @ QUi SO du degré Ay il y a done (7;2) cas et dans chacun
2

-d’eux on peut changer I'ordre de ces p, termes; comme la somme
de ces p, termes (qui sont du méme degré ,) ne dépend que de son

dernier terme, on a tout au plus p, (zz) valeurs de la somme (1)

pour p, donné. p, pouvant étre un des nombres 0,1,2,...,k, on a au
plus

Y

-valeurs distinetes de la somme (1').
On trouve de méme que la somme

Ut pett T Copgpepat oo Oy

admet aun plug 1-4-%2%—1 valeurs distinetes et aingi de suite.

En combinant les valeurs de la somme an+onyt .t o, avec
celles de la somme CrpigF Oy gt etan, e ainsi de suite, on
trouve que la somme (1) admet au plug

(2)

valeurs distinctes.

- Le nombre maximum m, des valeurs de la somme de n nombres‘
ordinaux (lorsqu’on effectue toutes les n! permutations de ses termes)
ne surpagse pas done le maximum ¢, de I'expression (2) pour s et
BTy oo lis maturels satisfaisant d U'égalité k4-Fyd-...4-F=n. On

Ty (LA Tog 25=1) (1 Ty 281 .. (1 4 T Bs—1)

a ainsi m, < q,.
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Je dis que lorsque le nombre (2), ot Ei+kp-t-...Fe=mn, est
égal & g,, mous pouvons supposer que k,=1. Pour le voir il suffit
de remarquer que si %32, on a, pour fo=Toy—1: .

Thk=F ob T<lt (lg—1)2k—2=1. (14 T24—).
Ainsi ¢, est le maximum de l'expression
(B) gy gy eryTis) = (L ok i 221) (L Teg 201 .. (1 - Foy 245—1),
ol Ky, ..., kg, sont des nombres. naturels tels que &+ kg ...+ ks=n—1.

2.-Je démontrerai maintenant qu’il existe, pour tout » na-
turel, » nombres ordinaux aj,ay,...,¢, dont la somme, pour toutes

les permutations de ses termes, donre préciserrent ¢, wvaleurs di-

stinctes. ¢, étant le maximum de 'expression (3) pour
kyt-Tog+ ...+ hs=n—1,
il existe des nombres naturels k%, ..., ks, tels que
FytTgt b Fa=n—1 et f(ly,ky,eeo kog) = u;

nous appelerons une suite de tels nombres &y, ky,...,k, systéme S,.
Posons k=1, o;=0a® et, pour i=2,3,...,s et j=1,2,...,k:

Ayt gy == GBI 20215,

Vu que 1-+-k,+ky+...+ke=n, les nombres ordinaux a;,ay,...,u,
sont ainsi définis. On voib sans peire que la somme de ces nombres,
pris dans un ordre quelconque, est de la forme

{4) 2t 021, 0282y 688 24

+ @3 lg g+ gy + 0l gy

ol I; et hy (1=2,3,...,5) sont des entiers tels que 0,2 —1 et
by est 1e nombre 0 s1 ;=0 et si U=+0, 201 est yn des termes dn
développement dyadique du nombre l; vu que tout nombre naturel
admet un développement dyadique, on démontre aisément que,
quels que soient les entiers 1, et %; (i=2,3,...,5) satisfaisant & ces
conditions, on peut charger lordre des termes de la somme
a+oy+... 4o, de sorte qu'on obtienne Ia somme (4).

En effet, si, pour un nombre donné 1=2,3,..,8, on a =0,
on a aussi k=0, et il suffit de placer tous les nombres Oy hyrb by gdef
ol j=1,2,...,k;, avant le nombre oy €6 81 [j=2m—1 - 91 ...+zl—'m~—1,
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o kyiZzn>1>..>"n21Y), il suffit de placer les nombres
Ot bobklig 1y aprés les nombres du degré supérieur et avant les
pou bres du degré irférienr et de les rar ger les urs aprés les autres
de fagon que le nonbre Chythyt.+hy_g+1y 80it le derrier (en placant
les LONDYES Chpthot.tly_gtss Ou J=L, %,k b ok rymy, i, avant
le nombre ). ) .

Calculors waintenant le nombre des nomhres de la forme ).

Soit ¢ un ronmbre de la suite 2,3,...,s. & ;= 0, on a h=0 et
81 0<l;<fhi—1, 21 est T'un des termes du développement dyadi-
que du rombre [;. On obtient tous les nombres 1,2,3,...,2k—1
en prenart 1,2,..,k% tern.es distinets convenables de la somme
1424224 LA

Si I'on prerd p termes distirets de cette somme, 251 (qui
doit étre I'un de ces ternes), dorc aussi k;, reut avowr p valems
distinctes. On en conclut que pour ¢ dorré (i=2,3,...,s), il existe

141- (71') +2. (7;') """’*"‘"(Zj)=l+ TSk

systémes distirets (f;,R;), tels que 0<7<2%—1, et hy=0 si ;=0
et, 8 I;==0, 2% est 1'un des termes du développemert dyadique
du nombre I;, et aux systémes (I;,h;) distinets correspondernt évi-
demment des nombres (4) distirets. Il 1éeulte sans peire de (3)
que la somme (4) peut avoir f(kyky, ..., ks), done ¢, valeurs distinctes.

On a aicsi mp=¢n, d'cl mpy=¢, en vertu de I'inégalité m, <¢n
dtablie auparavart. Il existe dore peur tout # natuiel un systé.ne
By by, gy oney sy tel que mp=7F(Tg,ky,..., Is).

3. Si kg, kyy..., ks €56 un systéme Sp, on a k<7 pour 1=2,3,...,5.
En effet, soit p. e. &,>8. Si k,=2F, on a ky=k-+F% et, pour
k=4, done pour k,>=8: .

(k- Sh12m 1 o Jor QR 2. 9202 1 - 2. 922
=142k lf L2211 4 OR 5%,
donc (14 k-2#-12 >0 - E,20-1, cept-d-dive f(k, k) >7(k,).

Si ky=2k-1, on a ky="n-(k-+1) et, comn.e pour 2k-+1>8
on a k>4, done

8k 4-2+ (B2 —3k—2) 24 >0,

1) D’out il résulte que by est un des nombres 71,79,...,7m.
Fundamenta Mathematicae, T. XXXVI. 7
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on. trouve
14 (2% 4 1) 22k (14 K201 [14 (k +1) 2]

done f(Tey)<< 7k, k+1).

Lemme 1. Si le systéme S, coxtient le nombre 1, il se reduit
& ce nombre.

Cela résulte tout de suite des inégalités faciles & vérifier:

f(1,7)=898<f(4,4)=1089,

1(2,7)=2245<f(5,4) = 2673,

f(3,7)=5837<f(5,5)=6561,

14, T)=14817<f(5,6)=15633,

#(5,7)=36369< f(6,6)=37249,

7(6,7)=86657<7(4,4,5)=88209,

#(7,7)=201601< f(4,5,5)=216513.

Il en résulte que, si le systéme S, contient le nombre 7, on a
n—1=17, d’ol #=_8. Done, si n48, le systéme S, ne peut contenir
aucun nombre > 6.

pour k>4,

Lemme 2. 8i n>20, le systéme 8, ne contient aucun nombre
auire que B et 6.

Démonstration. On a pour %k naturel 24>1, d’oh
(14 1) (L4 R2A1) =2 T2k < 1 - Q4 T2k =1 - (k- 1) 2%,

c’est-a-dire f(1,k)<f(k-+1). v
D’auntre part, on vérifie sans peine que

BL+k21) <1 (k+2) 241 pour k=1,2,...,6.

On a ainsi f(2,k)<f(k+2) pour k=1,2,...,6.

Tes nombres 1 et 2 ne peuvent done figurer dans le systéme S
que dans le cas ol ce systéme se réluit & un seul nombre 1 ou 2,
ce qui ne peub avoir lieu si n est distinct de 2 et de 3.
" Vu que f(3,3)=(1+3-2%2=169<f(6)=1-46.25=193, et que
f(4,4,4)=(144-2°)=383=33937<<(6,0)=1932=37249, le systome
8, ne peut contenir plus qu'un terme égal & $ et plus que deux
termes égaux a 4. )

Or, on vérifie sans peine que

fB,N)=420<(1)=419, £(3,5)<f(4,4), f(3,6)<f(4,5).

Le nombre 3 ne peut done figarer dans le systéme S, si »=4.
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Vu que f(4,6)<Cf(5,5), le nombre 4 ne peut figurer dans §,
avec le nombre 6. Ainsi S, ne peut contenir le rombre 4 plus que
deux fois et s’il contieut le nombre 4, il peut contenir encore seule-
ment le nombre 5. Vu que

7(4,5,5,5,5) <[(6,6,6,6) et f(4,4,5,5) <(6,6,6),

nous concluons que, si S, contient le nombre 4 une fois, il ne peut
contenir le nombre 5 plus que 3 fois, et si §, contient le nomhbre 4
deux fois, il ne peut contenir le nombre 5 plus qu’nune fois.
Ainsi, si n est un nombre distinet des nombres 5, 9, 10, 14,15
eb 20, 8 ne peut contenir le nombre 4.
Le lemme 2 se trouve ainsi démontré.

Lemine 3. Le systéme Sa ne peut contenir le nombre 6 plus
que 4 fois.

Cela résulte tout de suite de l'inégalité
1(6,6,6,6,6) < f(5,5,5,85,5,5),
g'esb-d-dire (14-6-25)5<(145.24)8,

4. Soit n >20.

D'aprés les lemmes 2 et 3 le systéme S, ne contient que les
nombres 5 et 6 et e nombre 6 au plus 4 fois. Admettons que le sy-
gtéme §, contient le nombre 5 ¢ fois et le nombre 6 » fois. On a done
0<r<4. 1] vient

n—1=Bt46r=>5(t+r)+7r

ef, comme 0<r<4, on conclut que r est le réste de la division du

nombre n—1 par 5 et ¢+ est la partic entidre du quotient (n—1):5.

On trouve ainsi
tdr=pn) et d’ou

r=n—1—b¢p(n), t=6g¢(n)—~n-{1.

Comme 8,=/(ly,ky,..., k) contient le nombre 5 i fois et lo
nombre 6 r fois et ne contient pas d’autres nombres, on a

Pl biyyovoy Tog) == (L4-5 - 29) (1. + 6+ 25)7== 811 193",
done

{b) M= 81890 1y g g n=1—Bp(m) pour w20,

17%
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n—1
11 en résulte que m,<163%™ <1575 pour #>20, d’ou:
q ,

¢’est-4-dire le rapport du rombre m, an nowbre de toutes les 8O-
mes qu'on peut former de » rombies ordiraux dcnnés, en les ran-
geant dans un ordre quelconque, ter.d vers 0 pour n — oo,
11 résulte aussi de (B) que 1 m m,=--co. ‘
o=

I reste a calculer leg ncmblf;:s My pour <20, On a évidemment
my=1 et my=2. : :

Le nombre m, est le maxirum de Ty ks, ooy ks) DOUL Ty, By .., B,
naturels, tels que ky+ k... k,=2. On re peut avoir ici que s=2
et k=2 ou bien s=3, et ky=ky=1. Ccmne (1+12<142-2, on
trouve que c¢’est le premier cas qui a liew, done my=35, ce qui a été
démont1é directenert par M. Sierpinski?)

Le nombre m, est le maximum de HEeyyTogy ooy Tes) DOUL Tog,y g, oony B
naturels, tels que k,+X;+..+k,=3. On a done 2€s<4. &
§=2, on trouve k,=3; si §=3, on a k=1 et ky=2, si §=3,
on a ky=k,=Fk,=1. Or, ccmne i

f(1,1,1) <f(1,2) < £(3),

on trouve m,=f(3)=13, ce que j'ai d¢montré ailleurs ) par ure
autre voie. ’

Vu que f1,1,1,1)<f(1,1,2) <f(2,2) <{(1,3) <f(4), on trcuve
que my=233. .
En piocédant airsi de cuite, on trcuve les valcurs suivartess
my=1, my=2, my=f(2)="5, m,={(3)=183, my=f(4)=233
mg=f(5)=81, My=f(6)==1¢3, Mg=1(7)=449, My=f(4,4)=2332,
My=f(4.5)=33-81, My ={(5,5)==§12, My=7(5,6)=281-1¢3,
Myy=f(6,6)=1938, my=/(4,4,5,=133%.81, Mys=[(4,5,5,=33.812,
Myg=J(5,5,5)=81%, Myp=1(5.5,6)=_812.193,
m18=f(_5,6,6)=81-1932,'7)119:](6,6,6):1933,
Myg=f(4,5,5,5)=233.813, :
Tenant corcpte de ceg formrules et de 1a formrule
qQU'on & w5yy=81% pour k=0,1,2,...
vour k=0,1,2,3,4, nais My, == 818,

(8), on corclut
» €6 quion a  mgupp==1L54

%) Voir ce volume, P. 248,
%) Comptes rendus des séances de’

la Société des Scienc g
de Varsovie, CL. III, Année XLII (1949) Togp, ¥ des Tetires

> 8éance du mai 1949,
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5. n étant un nombre naturel, désignons par N, Uensemble
dé tous les nombres naturels <z et par E, ’ensemble de tous les
nombres naturels & tels qu’il existe n nomhres ordinaux dont la
somme donne, pour toutes les pernutatiors de ces nombres, &k et
seulement & valeurs distiretes. On a évidemment E,C Np, pOUr n
naturels et E,=N,=0N,, By=N,=N, Comme Ia démontré
M. Sierpidski (Le.), on a Ey=N,=N, J'ai démontré (L c.)
qu'on & B,=Np, =Ny, Or, je vais moutrer que Hy==Nn, 4 savoir
que Ey=Ng—{.0}.

Je prouverai d’abord que 30 non-e Fy.

Nous avons démontré auparavant que, si ay,ay...,0, SODt 2
nombres ordinaux parmi lesquels il y o &; du degré 2; pouri=1,2,...,8,
ol MW>lh>..>0=0et bi4-ky+...4-k;=mn, lasomme ¢, ay+ ...~ ap
admet, pour toutes les permutations de ses termes, au plus

8
G AL k11ﬂ2 (1T 22 1)

valeurs distinctes.
Pour n=>5, on a les décompositions smvantes du nombre #:

5=144=248=3+2=14+1=1+143=1+24+2=1+43+1=
=0 14-2=24241=8+14+1=1-+1+1+2=1+1+4+24+1=
=1-424+14+1 =241 4+14+1=1414-1-4-141,

gu donnent les valeurs

g(5)=>5, g¢(1,4)=33, ¢(2,3)=26, ¢(3,2)=15, g(4,1)=38,
9(1,1,3)=26, ¢(1,2,2)=25, 9(27]42).:9(272:1):201
9(3,1,1)=12, g(1.1,1,2)=g(1,1,2,1)=g(1,2,1,1)=20,
2(2,1,1,1)=g(1,1,1,1,1)=16. ‘

Il en résulte que, si la somme a,-+ay+ag+ay+4-0o; admet
30 valeurs distinctes, on a néssceairement s==2, k=1 et k,=4.
Ainsi o, est un nombre ordinal du dezeé A, et ay,04,a, €6 o5 sont
des nombres ordinaux du degré 1,, ol 4, >1,>0. Soit

aiz(uélll"i'@[ pour i==2,3,4,5,

oft I; sont des nombres naturels et p sont des nombres ordinaux
de deg:é <i,. ) o R
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En effectuant toutes les 120 permutations des termes de Iy

somme o+ ¢y o3+ a4+ 05, on obtient, selon la place occupde par

le terme o;, uniquement les sommes suivantes:

1) o, (lorsque le terme o est le dernier),

2) a;+ oy, ol 4y est un des nombres de la suite 2,3,4,5,

3) eyta,ta;, ol 4, eb i, sont des nombres distinets de la
suite 2,3,4,5,

4) ot aytatay, ou 4y, iy eb 4, sont des nombres distinets
de la suite 2,3,4,5, )

8) oyt oyt oy taytoy, OO 4y, 4,4 eb 4, sont des nombres
distinets de la suite 2,3,4,5.

11 y a évidemment au plus 4 nombres distinets de la forme 2),
au plug 2(%) =12 nombres distincts de la forme 3), au plus CG) =12

nombres distinets de la forme 4) (vn que la somme o+ 05 ay,.
en tant que somme de nombres du méme degré, ne dépend que de-
son dernier terme) et au plus 4 valeurs distinctes de la forme 5j..
En tout, on a done au plus 1+4+44+12-+1244=33 valeurs di-
stinetes.

Admettons qu'il existe deux indices distinets p et ¢ de la suite
2,3,4,5, tels que e,=0, On a alors

a4 optag=0a,+ ag-0p
et r et s+ étant deux nombres de la suite 2,3,4,5 autres que
p et g: ’
a1+up+ar+aq=a1+0q+ ort0p,
a1+0p+as+dq= o+ 0gt 05 Ops
a1+ap+ar+ as+aq=a1+ aq'}'ar""‘as_‘"a}z-

La somme o4+ a3+ a4 a5 admet done (pour toutes les
permutations de ses termes) an plus 83 —4=29 valeurs distir ctes.

Il en résulte que si cette somme admet 30 valeurs distinctes,
tous Jes mombres g,, gq, o, et ¢s sont distincts.

Admettons maintenant quil existe deux nombres distinects
P eb g de la suite 2,3,4,5, tels que Tr=1,. Sir et s sont deux nombres

distinets de la suite 2,3,4,5, autres que p et ¢, on a, comme on le
voit sans peine:

o+ ot tr=ay+ ap-+- Oy

4+t = oy 4 04y,
o+ apt apt op =0y - 0g+ ort-ag,

o+ aptayt o, = ottt 0+ apy

icm

Sommes de nombres ordinaux 263
et il en rérulte que la scmme a0yt 0+ oy o5 adret au plus
33 —4 =29 valeurs distir ctes. Dcne, si cette scrme adw et 30 valeurs
distirctes, teus les nembues I, I, I, et 7; cent distir cts.

Comire on sait, 'égalité a,4 f= 0o, + y entraine pour les nombres
ordinaux 1'égalité f=y. Dorec, si deux des nombres 1)—5) sont
égaux, on a l'égalité

(6) a,1~|-012+...+0,p=0_,1+ a,-z—l—...+uqu

ol p et ¢ sont deux ncmbres naturels <4 (distincts cunon), 45,4y,...,%p

sont des nombres distinets de la suite 2,3,4,5, et j,j,...,f, sont

des nombres distincts de la suite 2,3,4,5. ‘
Lrégalité (6) entraine 1'égalité .

wh(l,1+7i2+...+lip)+ glpf_—m(zji-x-ljz-[-...+zjq)+gjq
et, vu que, o, et o, sont des nombres de degré <Ay, il en résulte
P v

que R ‘
lil—l—lga—l—...—|—71p=(11+012+..4—rqu et Q"}):qu’

ce qui dorne 7,=7, (ruisque les rcobres gy, cg 04y €6 g5 sODE di-
gtincts dans le cas considéié). On a dore =T, et

(7) Z"1+I"2+"'+hp—1=7/1+lj2+"'+Ijq-—1 (Ofl p——1<3 et q—1§3).

Les nombres Ly, Iy, 1, et I; sort distincts: soit ly<lp<le<<l4,
ol a,b,¢,d est une permutation des necmbies 2,3,4,5. ]

T’égalité (7) est ure égalité ertre les somwrmes de deunx vrais
sous-ensem.bles- distivets de U'ersemble L={l4,15,1c,/4} et, comme on
le vérifie sans peine en examinant tous les 14 viais sous-ensenzble\g
von vides de I'ensemble I, elle n’est possible que dans le cas ol
T'on a soit

Zc=za’i‘zb7
soit une des égalités suivantes (deux & deux incon:patibles):
li=lat+ 1y, lo=lotie, la=lp+le.

Chacuve de ces égalitdés n'entizine quune seule égalité du ?ype_
(7). Il y a dore au plus deux égalités du tyre (7), dore parni les
33 nonbres 1)—5) il ¥ a au plus deux pabres de ncmbres qui sont
éganx, contrairemert & I'typoilise quily a (seulement) 30 nombres
distinets. .

Nous avons ainsi démontré que 30 non-¢ .
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Nous allons démontrer maintenant que Nzp—{30}=E,. A cet »

effet nous prouverens d’abord le lemme suivant da 4 M. Sierpiniski:

Lemme. n et k etant deuw nombres naturels tels que n<<h<<2n,
il ewiste une swite formee de m mombres maturels (ay,0y,...,a,), dont
les sous-suites %) ont pour sommes tous les nombres naturels de 1. & k et
seulement ces mombres.

Démonstration. Le lemme étant évident pour n=1, soit
n>1 et supposons que le lemme soit vrai pour chaque nombre k,
ol n< k< 2r Soit I un nombre naturel tel que n-4-1<I< 27+, &
127 on a nl—1<22 et, le lemme étant supposé vrai pour
n<Lh<2m, il existe une suite de n nombres naturels ay,ay,...,ap,
~dont les sous-suites ort pour sommes tous les nombres naturels
de 1 & I—1 et seulement ces nombres. Or, il est évident que les sous-
suites de la suite (ay,a,,...,05,1) ont pour sommes tous les nomi)res,
naturels de 1 & I et seulemert ces nombres.

Le lemme étant supposé vrai pour n{k<2n, il existe une
suite (by,dg...,0,) dort les sous-suites ont pour sommes tous les
nombres naturels de 1 & 27—1 et seule nent ces nombres.

8i 2nLl<cint, les sous-suites de la suite

$=(byybgyvery by 1— 28 1)

onb pour sommes tous les nombres naturels de 1 & I et seulement
ces nombres.

En effet, d’aprés la propriété de la suite (by,dy,...,bs), tout
nombre naturel de 1 & £7—1 est somme d’une sous-suite de cette
suite et, & plus forte raison, de la suite s. D’autre part, on a évi-
demment '

Byt byt e bp=2n—1, @0l byt-bybevroot-Byet (I— 24 1) =1

et il en résulte que les sous-suites de s ont des sommes <. Soit
enfin k¥ un nombre naturel quelconque tel que 22 Lk<l; va que
1<2mH, on a 0<k—I4Er—1<Sr e, d'aprés la propriété de la
suite (by,b,,...,bn), il existe ure sous-suite b,i,b,z,...,b,p de cefite suite
dont la somme est k—I4-27—1, d’on il résulte que la somme de la
suéte;c (bil,bz,...,bip,l—i‘:ﬂ-i-l) qui est une sous-suite de la suite EN
est k.

%) Nous appelons sous-suite de la suite @y, @y, .. 0y toute suite @5 @y oon Uy
ol 1y <lg<c i ipn. ’
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La suite s jouit done de la propriéié désirde.
Le lemme est ainsi vrai pour le nombre n+1. I en résulte,
par induction, q.’il est vrai pour tout » naturel, c. q. f. d.

Corollaire. On a pour tout n natwrel E, DN pn—1.

Démonstration. Le corollare étant évident pour n=1, goit
doue n >1. Soient k un nombre naturel <n et ay, gy «eey Ony 1 DOTDTES
ordinaux dont n—k--1 sont égaux & w et k—1 sont égaux & 1.
On voit sans peine que, pour toutes les permutations de ces nombres,
leur somme a pour valeurs les nombres o, w+1,w-+2,...,04 (k—1)
et seulement ces nomuores; elle ad.net done précisé.nent & valeurs
distinctes. D’ol

(8) keXE, pour k<n.

D’autre part, soxt & un nombre naturel tel que n<k <271, done
n—1<k—1<27=1 D’aprés le lemme, il existe une suite de n—1
nombres naturels a,dy, ..., 051 dort les sous-suites ont pour sommes
tous les nombres naturels de 1 & %k—1 et seule nent ces nombres.
I1 en résulte sans peire que la somme de n nombres ordinaux
0,01, g, ooy Oy, POUT tOutes les permutations de ses termes, a comme
valeurs les nombres w,w-+1,w4-2,...,04(k—1) et seulenent ces
nombres; elle adnat dirac prérséneat k valeurs distinctes et on a

9) kel, pour n<<k2ni,

Daprés (8) et (9), keE, pour k21 done Np-1CE,,
. q. f. d.

Il en résulte tout de suite que m,>27! pour tout » naturel

Le lemme et le corollaire permettent de trouver pour tout
nombre naturel £<16 une somwme o de 5 nomnbres ordinaux qui,
pour toutes les permutations de ses termes donne % et seulement %
valeurs distinctes. Ce sont les sommes:

o, =o+otototo, o =otototodtl,
0y =0w-+t+ot+ot+l+l, og=0tot+14141,
oy =w+1+1+1+1, ¢ =0+1-4+14+1+2,
0, =w-++1-+14+242, og =w-+1-414-243,
oy =w4+1414 244, op=w+1+2+24+4,
=014 24+8+4, op=o+14+244+44,
op=w-+1+2+445, oy=w+1+24446,
O=0-+1+244+7,  oy=wtl1+244+8,
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D’autre part, on vérifie facilewert que ckacure des sommes
suivartes c¢p dorre, pcur toutes les pernutations de ses termes,
%k et seulement % valeurs distinetes:

= R (04 1)+ (0 2) + (0 3)+ (0+4),
=+ {wo+1)+w- 24w 3+ w-4,
Jm=a) 24t (w-2+1)+ w0 -8+ -5,

o=+ (w+1)+ w2+ w3406

=0+ (o+1) 402403+,
ouumg-i- o+l)+w 2+ow-44+w-7,
633=w2—l~(a)+1)—}-a) 24 w-44+w-8,
Ope=02+(0+ 1)+ (0-2+1)+ w4+ w-7,
o=+ (w+1)+{w-2-+1)4w-44+ -8,
036= 0>+ 0+ {0+ 1)+ (0 2+2)+(w-343),
Oo= 0?4 (w-+1)+(w-2+2)+ (- 2+3)+(w-3+4),
o=+ (w+1)+(w+2)+ (0 2+ 3)+(w-4+4),
0z9= 0+ (0+1)+(0+2)+ (0 3+3) (w5 +4),
oy =0?+(w+1)+(0-242)+(w-3F3)+(w-444),
op= 0+ (0+ 1)+ (024 2)+ (@-3+8) + (- 64 4),
Oyg=02+(w+1)+(w-24+2)F(w-4+3)+ (0 -844).

I est ainsi établi que Ey=N,—{30}.

_|._
+
+
+
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Extensions of measure.
By

J. Lo§ and E. Marczewski (Wroctaw).

In measure theory one is especially irterested in extension
problems. This paper deals with the most elemcntary cne, namely
with extension of a measure from ary field M of sets to the field
determired by M and an arbitrary set Z which does not belong
to M),

We get a simple effective method of extersion (canonical
extensions) ?) which can be used in som.e cases (Theorers 1, 2 and 4 8)),
in particular for each measure assuming orly firite values4). We
deal also with remaired cases of infnite values (Theorem 3 and 5 5)).

Terminology and symbolism. We denote by A a fixed Boolean algebra
{e. g. the class of all subsets of a set). An additive and complementative sub-
elass of 4 is called a field in 4. A o-additive field in a Boolean o-algebra 4 18
ealled o-field in A.

‘We use the symbols +, -, C, ete. in both meanings: in the sense of Boolean
algebra for elements of 4 and in the sense of Theory of sets for subclasses of A.
For each Fe.d we denote by E’ the complement of E.

A class IC 4 is called ideal in A if it is hereditary (i. e. if the relations:
ded, Bel and ACB mply 4 e1) and additive. An ideal I is proper it A%1T.
A proper 1deal is prime if, for each He 4, we have Ee X or E' el

1) Comp. O. Nikodym, Sur les fonctions d’ensemble.
du I Corgrés des Math.
esp. pp. 310-312.

2) Our metod has been recently used by Sikorski in his study of homo-
morphisms in Boolean algebras. See R. Sikorski, 4 theorem on e:ctenswn of homo-
morphisms, Ann. Soe. Pol. Math. 21 (1948), pp. 332-335.

®) Prosentcd to the Polish Mathematical Socicty, Warsaw Section, om
September 21, 1945.

4) The possibility of extension in this case is well known. See e. g. A. Horn
and A. Tarski, Measures in Boolean algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 64 (1948),
Dp. 467-497, csp. pp. 476-477 and, for g-measures, Nikodym, I. e,

5) Presented to the Polish Matlematical Socicty, Wroctaw Section, on
March 25, 1940. v

Comptes Rendus
des Pays Slaves, Varsovie 1929 (1930), pp. 304-313,
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