Sur les espaces de variables aléatoires.
Par
Stefan Mazurkiewicz .
Préparé a I'impression et commenté par

Edward Marczewski (Wroclaw).

1. Cette Note contient quelques résultats concernant Iapplication

du procédé de prolor gerent de Cantor-Meray-Hausdorff, aux

espaces de variables aléatoires.

2. Soit ftl,tz,
désignons par £} 7 f(tytsy ..oy Ta) 1a différence partielle de f correspondant.
& Y'acoroissement 7 de la variable t;, c’est-a-dire

) Ajfti; yEn)=(t1y .- =t h:fj+11---7’ )—F(t1; .. olpyeyin)
et posons

by, bgy wens By by—aq | by bp1—ap_1( Abp—an
CY I pedngr B sl Vel B e G W)

8. Un espace de variables aléatoires (nous dirons par abréviation
un EVA) peut étre défini d'une maniére abstraite par un systéme
convenable de postulats:

Un ensemble M (dont les elements seromt appelds variabies
aléatoires ) est un EV A si & toute suite finie w, 1oy eeny @ € M correspond
une fonction Fy . (b,by,.., 1) de n variables réelles (la Ioi totale

ou distributrice des varmbles B1, @y .. ), Satisfaisant aux conditions

suvantes:

(A duyiagnyin dlant une permutation de 1,2,...,n, on a
Fxll,x12, oty Qagaligy B ) =T o (1,0 ooy t);

(A5)  Fryyxy(tiylayoeyty) est continue & gauche;

(Aq)

- By, e
8 a,<hy, §=1,2,..,n on a VB

=05

Xs e Xy

t,) une fonction arbitraire de n variables réelles;
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(A,) h'm Fx(t)=1;
(AE) ]HT\ Fxl’ ,x",x,l.|_1(11;"-;fnyt)z'-zﬂxl,...,xn(tl;'"7tn);
(Ag) ghm I’xi,.,,,,;j,,_,,xn(tl,...,fj,...,a‘n)—_—O pour j=1,2,..,m.
4, Corollaire. Chaque loi totale Fe,,.. g (Eiseenstnj 086 une

fonelion non-negative ¢t non-décroissante par rapport & chague va-
riable ty,...,1,.

Cela Iésulte de (Ag) et (Ay).
5. Corollaire. Si
(3) By by s tr) =Ty |y (b enesta)

pour tout point (ty,..,1,) apparienant & un cnsemble P dense dans
Vespace cartésien n-dimensionnel R,, on & (3) identiquement dans R,.

Cela résulte de (A,).

6. La fonction Fi,.,x, (ty..,ta) Dericet de déterminer, pour
tout ensemble borelien U de l'espace cartésien R,, une fonction
d’ensemble, absoluent additive: lo Zoz des probabilités Py, . . (T).

Posons pour a;<¥; et j=1,2,.

Byyees by
A”l»"-’an

(4) C Py, (F T (0 <E<hy))=
Eperbp =1

Xfreenndipy”

Cette formule définit la loi des probabilités pour les intervalles
n-dimensionnels semi-ouverts & droite; la définition pour les ensem-
bles U de la famille boreliente du R, s’en obtient par un procédé
connu d’extension, basé sur l'additivité absolue (ce qui est pessible
grace & la condition (A,)). D’aprés (A;) et (4), la loi de probabilité
et non régative, s'axnule pour U=0, et d’aprés (A,) et (4;) on
a -le,...,x" (Bn) =1

On a en particulier, d’aprés (Ag) et (4),
(5) -l’vxl,...,x,‘(lly-"y{n) xl, ,x,, E H Ej<t]
On a aussi
(6) P D)= Pryn( E | (Eosa) € V)
"l' 1o Siy .

pour tout ensemble borelien UCR, et toute permutation 4p,..,i
de 1,...,n
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Cela résulte de (4A,), () et du fait que deux fonetions absolur
ment additives de 'ensemble UCR,, finies et coiacidant pour tout
intervalle n-dimensionnel semi-ouvert & droite, coiacident pour tout
ensemble borelien UCKR,. ! :

7. Lemme. On a pour tout ensemble borelien UCR,

(1) Pxi,‘..,x,,(U)=Px1..‘.,x,,+,,, ( E (fn"';‘fn) el)
: §p

En effet, en tenant compte de (4y), (Ag), (4) eb de 1’mdditi‘ﬁté
absolue de Py,..,x,; O &

n .
(8) P ntpgy : ]L: » jL]l(aj\ §<by))=
&k
n
= lim -lew--xxn-H( E I[([0]<§j< b/)):

Gpy >—oo §pp oo bptg J=1

bppy>too
:Af‘wal(dgz_ﬂz ces Afl"'”"( UM By, v g (g ooy @ny bagr) —

bppg>oa

~ lim Fxl,...,xn, Xppa (“1, ervy Ony all+1)) cer )::

Ap o0
e Dbg— by
=L A gy (O r)o) =
n
=Py E [H<E<)
[y =

et, én partmit de (8), on obtient par induction

n
1(“j< &<by))=

9 Pyy,...
( ) 1 xn+m(§1w_,E§,; i

n
=Py, F I{y<4<ty).
511---; 511 =1

Considérons maintenant leg deux fonctions de 'ensemble UC R,:
Pxi,,..,x,, (U); 'P"’I""’x"'l'm(g E (51; »~-;£n) € U)

1+ Endm
Ces fonctions sont absolutement additives et, d’aprés (9), coin-
cident quand U est un intervalle n-dimensionnel semi-ouvert 3 droite.
ZElles coincident done pour tout ensemble borelien UCR,. Le lemme
- est ainsi démontré,

8. Lemme. Pour chaque loi totale 7, sonxy U Cmiste un ensemble
aw plus dénombrable D de nombres rdels tel que lo loi Feyrrx, 65t
continue en ehagque pomnt (f,...,4,), o i non e D pour j=1,...,n.
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Désignons par D; (§ =1,2,...,n) Iensemble deg points de discon-
tinuité de la loi ij; cette loi étant ure forction non-décroissante
d'une variable réelie, I; est un ensemble au plus dénombrable de
nombres réels. Posons D=D4D,+...

Supposons que 1;<1} pour j=1,..,m. On a

HE<t— E [lE<fcs

n (I< £ i” ,
B Loy By =t R = £, <4<y,

B 0 X ST
d’olt, en vertu de (5) et du lemme 7,

)" r " N s
Pyt (oo la) = Py (1o )< 3 Uy (1) — oy 1]
=

{10)

La fonction Fy,. . étant non-déeroissante par rapport i cha-
que variable (d’aprés 4), il résulte de (10) que Friyenx, €st continue
dans chaque point (i,,...,t,) tel que iynon e D pour j=1,..,m:

Le lemme est ainsi démontré.

9. Le lemme précédent entraine, en vertu de b, ce

Corollaire, Si on o (3) pour chague point (15 ey tn) dans lequel
les lois By, x, € Fy,, .y, sont, Vune et Vaulre, continues, on a (3)
identiquement dars It,.

10. Soit M un ZVA. On peut le considérer comme un espace
metrigue, en introduisant, d’aprés M. Fréchet, la distance stocha-
stique des variables aléatoires par la formule: '

(11) 0,(®, @) =TIt [+ le,x2(§]§ [ —E|=N] @0, ¢ W
11, Théoréme 1. Les relations:
0,(® 4y %,) =0 ot j=1,2,..,m el 0y 4 0y M
entraknent
(12) gf;olt:lﬂxl,lzv-“2,k’~~-r-"n,lt(t1’ oyl = gy (5 0y )

en toul point (fy,...,tn) oi la fonction Iy . . (fy...,1n) est continue.

Ce théoréme est bien connu; jen reproduits la démonstration
car: 1° on ne la donne en géndéral que pour le cas n=1 et 2° pour
qu'elle dépend directement des postulaty

(Agy ey (Ag). Lo
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Supposons que 'on ait
(13) g‘(wj',yj)<l pour j§=1,2,..,n et R M.
D’aprés (11), il existe pour §=1,2,...,n un 4;>0 tel que
Wk Payay (E 60| 1) <
Done 4<%, d’'on
- Ele—nl>2C Fle—|>
Tl en résulte, Py, étant une fonction d'ensemble additive
et non négative et par suite non-décroissarte, que

(14) ‘ ij,,,jlgEIE—n]>Z)<ﬂu pour j=1,...,n.
X

D’autre part

n
E  [m<t)C
800 Bl J=1

I3

C E  [dE<y+m+3 F

(m<ty) (=1+1)C
§19 M vees by My J=1 =1 &1y m1s s by .

n

C E IE<t+n+3 E

: (&—my>2).
E1M1reems bty J=1 J=1 84,015 s bpain

" En appliquant le lemme 7 et (5), on obtient
. . i
(18) Py, by eonsta) Sy (ti Ay iyt 2) j;:ij, ,,,(élgs-n >2)
d’oli, en permutant «; et 9, et en remplagant ¢; par ;—A1,
in,...,;,‘,(tl—x,-..,tn—z)@yl,..,,yn(ti,-.-,tn>+jEIPyj,x,(Es—n >7)
= &7
et enfin, en appliquant (6) et en permutant & et 7,

(16) Fy .m,yn(ti:"':tn)>1Fx1,...,x,, (tl";‘; "':tn‘l)“}Zlij,yj(éEnwg >1)—
o= 7
Comme

Tt 2oy tn=2) < Py gyt < Py (b By ey b 2y

icm
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les relations (15) et (16) entrainent

|Fx1..--,x,,(tu---;fn)“lﬂz/i,m.y,,(zn---ﬂn)lSin ..... Aty 2)— =«

st 3Py (B >2),
= X
done d’aprés (14)
(17) lFxl,...,x,, (ll}-~~;tn)“-Fyi,...,yn(Ih ---51n)l< Fq,...,x,,“l'l"% e 5tn+ Z)'—
~F gy (=2 o oty — D) mid

Nous avons démontré que (9) entraine {17). L’énoneé du
théoréme en résulte immédiatement.

12. TLe théortme précédant et le corollajre 9 entrainent le
gorollaire suivant: )

Corollaire. Si les variables wm,y e M somt presque égales,

c'esi-a-dire, st g (w,y)=0, on a

Fx,xl‘,.,.,x,l (t7 f], ---7in) =Fy,x1,-n.x,, (t;TI; '-~7tn)-

1l en résulte que deuw variables de M qui sont presque dyales
peuvent éire identifides, ce que nous supposerons dans la suite.
M dévient alors un espace méirique. Ceci posé, nous allons étudier
les EVA séparables.

13. Lemine. Soit My un .E'V.A, .M),CM],_H, k=1,2,... .AZOT&
Vensemble M= M, est un EVA.
=1

J'en omets la démonstration, qui est fort simple.

14. Soient M, et M, deux EVA; nous dirons que M, contient
M, stochastiquement, si 'on peut faire correspondre 4 tout @ e M,
un y(x) € M, tel que

oy vty (B wons B) =Ty, ptg, v (Byenga)  DOUT @ty uny a6 My,

La transformation () est évidemment une isométrie au sens.
de la définition (11). '

8i cette transformation définit une correspondance biunivoque
entre M, et M, (aprés Iidentification des variables presque égales),
nous dirons que M, et M, sont stochastiquement équivalents,
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Tn LVA séparable sera appelé universel §’il eontient stocha-
stiquement tout EVA séparable.

15. Soit M un EVA. M ébant un espace métrique, on peut
appliquer & cet espace le procédé bien comnu de Cantor-Meray-
Hausdorff, ce qui donné un nouvel espace métrique et complet
M*DM; nous appellerons M* Uextension compléie de M. Si M est
complet Ini-méme, on a M*=M.

Lemme. Soit M un EVA contenu stochastiquemcnt dans un
EVA complet My. Alors Vemtension compléte de M peut etre considdree,
et cela d'une seule mamiére, comme un EVA contenant M.

Soit % € M*. On a done u={m;} ol mre M et {;} est une suite
fondamentale (c.a d. satisfaisant & la econdition de Cauchy).
D’aprés T'hypothése, & tout we M correspond un y(x) e M, tel que-

-Fxb v Xpy (tlj seey tn)=1i’y(xl), s Ylip) (tl, veey tn) oil &1, --.,$nG.M.

Cette transformation est évidemment une isométrie; done
{y(@n)} est une suite fondamentale; done, M, étant supposé complet,
cette suite converge stochastiquement vers un élément y(u) de M,
(ce qui veut dire que mgs(y(wk),y(u))=0). Posons maintenant:

F”ll-",u,,(tly voytn) =Fy(,,1)’ i) (11, wyfn) O Uty oesyUn€ M,

De cette manitre M* devient un EVA contenant M et con-
tenu stochastiquement dans M,. Une détermination différente de-

Fuy,.rm, (b1y-eyTn) st impossible en vertu du théoréme 1 et du
lemme 9. Le lemme est ainsi démontré.

16. Passons maintenant au probléme de la,. congtruction des
EVA. Envisageons d’abord Vespace L des jonclions f(z) mesurables

pour 0<Cv<1. On sait que L peut étre considérd comm.e un HVA
si 'on pose

(18) Byt lty oyt =mesure de 7 jﬁ[f,(r)mﬂ.
‘ En vertu de (5), on a done
(19) Py,...5, (U)=mesure de Efi(n),efnlz) e U

pour tout ensemble borelien UCR,.
" Loest espace séparab}e et complet.
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17. En secord lieu, envirageors le procédé classique de
la formation des EVA, & ravoir celui qui se rattacke & Pétude des
gains et pertes d’un joueur dars un jeu de hasard. Ce procédé peut
étre décrit d'ure manitre abstraite comme il suit.

Soit (B,p) un champs de probabilite fini, c. i d. réunion d'un
corps de Boole fini B et d'urte probabilité p(a) définie pour aeB
b satisfaisant aux axiomes de M. Kolmogoroff (moins I'axiome
de contiruilé, qui est supeiflu, le corps B étart supposé fini).
Désigrons par AU(B) lerscrmble des afomes du corps B. B étant
fini, tout a e B se déeccmpose (et d'ure seule waritre) en ure somme
@’atorres. Les atomes sont ¢vidennert les cas possibles de la théorie
classique. Cette derniere les suppose égalcment pos<ibles et détermine
la probalnlité classigue par la forn ule 2 {0)=l[l oli 1, désigne le nombre
d’atomes contenus dans o, et I —le nonbie total d’atomes. ]
 On peut attacher au chawp (B,p) un EVA, qui sera désigné
var M(B,p), de la maritre sunivarte. M(B,p) est Penseble de
fonctions 1éelles y(p) défiries pcur Bedi(B); la loi totale de
Y1 (B Yy (B)y ey ¥, (B) € M (B,p) est détermirée par la formule

]’11/1, Yoy wer i\ b1s ooy ) =Zp (),
Ia somme X g’¢tendant & tous les feAt(B) qui satisfont 5 la con-

dition j[_]l (A<t
Soient B, un corps de Boole conteru dans B, 2(f') ¢ H(By,p)

b B ¢ At(B,). Déterminons y,(f) e M(B,p) par la condition

¥,(B)==2(f) pour BCH.

On vérifie facilement que

gy 2Ty e t) =8yt ---,yz”(fh ereytnli
M(B,p) contient done M(B,p) stochastiquemert. Or, faison_s Ia
convention (d’ailleurs gér.éralen.ent admisse tacito consensu), d'iden-
tifier les varables 2(f’) et y,(f). Cette convention faite, on a

(20) B,CB~M(B,,p)CH(B,p).
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18. Considérons en particulier le jew de pile et face, composs
de m coups. Le corps de Boole correspondant sera désigné par D,;
il est déterminé par ses atomes, au nombre de 2™, qui sont leg 9™
pavties possibles composées de m coups et qui peuvent étre repré-
sertés par les suites dyadiques (y;,...,7,), olt 7;="0 (pile} ou 1 (face).
La probabilité classique p, d'un atome est 1/2™, ce qui la détermine
pour tout éléxent de D,. On a évidemment D,,CD,.q, et le pro-
babilités classiques dans Dy, et Dy sont compatibles. D'aprog (20)
il en sésulte que M(D, ,p )CM(D, +1:P,)- Done, d’aprés le lemme 13,
Vensemble

M= ‘Z’; M(D,,p,)

est un EVA. Nous appellerons M, Vespace des wvariables aldatoires
du jeu de pile et face.

Théoreme 2, L'ewtension compléte de Uespace des wariables
aldatoires du jew de pile et face est um espace de variables aléatoires
universel. :

19. Désignons par I, T'ensemble des fonctions feZ possédant
la propriété suivante: pour un m naturel, f(v) est constante dans
tout intervalle F (k2" <r<(k-+1)/2"), ot k=0,...,2"—1.

*

L, comme sous-ensemble de L, sera traité comme un EVA.

Lemme. M, et L, sont dquivalents stochastiquement.

Soit # € M,; alors, pour une valeur de m, on a ¢ e M(D,,p,),
done g=2x(8) ou B AH(D, ), done F=a[(¥;,Vgreey V)] O y==0 0u 1.
Faisons correspondre & # la fonction f. €L, déter.ninée par la con-
dition :

_ — Y, % Yo .. 7V Ym , 1
Fd=alyyey,) pour 5+§+...+5,;<r<§’+...+§,-+—2—;-

La démonstration que l'on a

Fxl,....xn (Hy eanyln) =fo1vfxg-'"'fx,,(t1’ coyta) pour @y,.,ane My

et que la correspondance /. est biunivogue ne présente auweune
difficulté.
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Corollaire. Mg est un EVA.

C'est une conséquence immédiate des lemmes 15 ot 19,
Draprés le lemme précédent, il suftit pour la démnonstration
du théoréme 2, de dénontrer que L} est un EVA universel.

20. Désignons par L, 1'ensemble des fonctions 7 e I, 3 un nombre
fini de valeurs dont chacune est ad.aise sur un intervalle semi-ouvert
3 droite:

f(-;)::}i pour T y<Lr<yy, oﬁ. O=r<n<..<tp=1.
11 est facile de construire pour chague f L, une suite foeL,
telle que o, (f,,f)—>0, d’olt
Lemme. L,CLY.
21. Lemme. L} contient stochastiquemeni tout EV.A. dénom-
brable. '

Soient en effet: N un EVA dénombrable eb Y1y Yy eer BES Sléments.
Il s’agit de déterminer une suite f,,f,,... e L} telle que k

) y == Ti oty yugenyd
(21) F”ff"fz""’”fkm",?2’ ;fjk) P/jl‘j"l2,""/jk( Jyrlipres :jk);

Jirlarenrdy ébant une suite d'indices. D’aprés (4,) la suite Fyodareres iy
peut étre supposée croissante. Posons j,=n. On aura alors d’aprés
(4,) et (A;):

By oy, (i seotp)= Tim lim ... NHm  Fy, ., (Gt
oy ,yjk ERULUA oo tybos b oo X n

73,79y ooy Tn—r Asignant leg indices de 1a suite 1,2,...,n qui ne figurentl
pas dans la suite §,,4,,...,5,- IL ’ensuit que (21) aura lieu si l'on a pour
tout » naturel i '

(22) F!]l.yg, v lln (tutm "'7111) ==Ff1»f2. wln (, 1l ""t")'

Pour m==1,2,...,k=0, -1,42,... eb r=1,2,...,m on a en vertu
de la relation

(% T+ ok 2h+1 %41 ‘2k+2.)
E(:’T"-l \<~77< 2m)=E(§m ‘\\~ﬂ<‘2m+1 . +§ 2m+1 <7]< 2m+.l- ’\
7 7
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ol k=0,+1,42,..., et de I'additivité absolue de la fonetion d’en-
semble Py ...

~+oo
p Iy Toyt-1
2Pl fg<n<757)=1
k4

h=—o0
GUkgH Ut too m+1 o
5 T 41
2"'2 P”‘N“‘”ﬂV”mH( l 5 I 2 (‘ 1n+1<77r<_m-l_—f)) =
- — i ¥ 2
=2k ly=2%p lpyq=—oo a0 Ui T T=1

Hireonr Yy =1

Nous pouvons par suite détermirer un systdwe d’irtervalles
semi-ouverts & droite (qui, d’ailleurs, peuvent é&tre vides) Hpy, ... .
° peves iy
oum=1,2,...,r=1,2,...,m et ky=0,41,-12,..., satisfaisants aux con-
ditions suivantes: :

(23) ] Hiyy,ootyy iy i, ==0

b m

si la suite d’indices %,,...,%, difféve de Tdyeonskms

m
(24)  mesure de Ry, ., = pm,,_"ym( F ]I(J% @ﬁk,-tl))
sty =1 2 4

- +m
(25) Feo<i<y= 3 g,
z ) Ry=—00

Wit ol o,

(26) 22‘ > Hyop, 1= Hig, by -

=2ky ly=2kp, 1, ]

Posons ensuite

k
27 f"‘ﬁ(r):'_; pour 7 e Hy,..z,, r=1,2,..., m=r,r4+1,..,

%

En vertu des corditions (23), (25) et (26

: : o 26), les fonctions fp,,
(o\t mz=r) sont ainsi définies dans Vintervalle 0% <1 tout enﬁfg}l_

'
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Je -dis que, pour un r fixe, la suite {fms!7)} converge unifor-
mément pour 0<z<1. En effet, soit TeHy, b,y OU mr; s
teHy,. gy O0 3 alovs ou bien =2k, ou bien L,=2k.-+1, done

ker 1. e

(28, fm,r('t):;,_n f"“*‘l"(t):zm-g-] =£E ou bien

k. 1
b LI
% it

On a done pour 0<{r <1

1
o mt1?

P

omyr (€)= fant, o ()] <

ce qui démontre la convergence uniforme de {fm,r(7)}. Pogons
(29) fr(7)= lim fm,r('r)-
m-p+oo

- On a bien fumreL, et, d'aprés le lemme 20, f, <L}
Démontrons mairnterant (22). Considérors dans R, I'engemble
Va des points (iy,...,7s) pour lesquels #; est irrationrel (3=1,2,...,n)
et dans lesquels les deux lois totales Fytrongy €6 Ffl,...,fn sont con-
tinues. D’apres le lemme 8 I'ensenble V, est dense dans R, et
d’aprés b les lois totales By €6 Fpy,..r. sont déterminées dans
R, par les valeurs qu’elles prennent duns V,. I suffit done de dé-
montrer (21) pour (¢,...,n) € Vp. ’
Soit done (fy,...,tn) €V et ¢>0. En vertu de (29; et du théo-
réme 1, on peut détermirer un m; de manitre que pour m>my:

(30) IFI’,,,J, e fmyn (i1 (AN wtn) - Ffl, weln (tls '“1tn)|<e"

Les nombres #; étant irrationnels, il existe pour fout j=1,2,...,%
et m=1,2,... un nombre ¢, ; tel que’

(31) i 4 <-——g"";,j- L

Zm
On peut done déterminer un m, de maniére que pour m>inys,

Img 1 EhuAll
(82) ‘Flliu-'-,!ln(tly"-7fn)""'lﬂy1w-:lln( m,: m ""’qm:lm )l,<8‘

s

4 4

Les fonctions fm,, (7) n’admettent que les valeurs de la forme é;l—n;

on a done, en vertu de (31):

(33) Ff,,,.i. Y (_t1 ’ -'-,.tn) =1ﬂfm,1>_:n:ft‘n,n (

qm.i'l;l qm.n+_1_ .
o ,...,—‘zm o 1
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Je dis que pour tout m>n et p; entiers

r,+1 pn-f— 1 n, 41 1
(34) Ffm.l..-..f,,,,,,(J—— )= me,y,,( 1 Pat )

R S I R Ry
2 2 4

On 2 en effet, en vertu de (5), 7, (23), (24) et (27):

L § »,+1
meyn(_'._ . _'L___) =

m T o T
2 2

n n
- Pt Pt
—'P.Illv-v'vfln( E ]Z’nj< 2"1 = Pﬂl:--'s YnrosUm E .[[}71< 2"! =

Ty veer Ny J=1 Mgy ees Ay J=1

P

n ~+co o0 m
=pywym( 22 2> F ]]2%<%<7c,;11)=

ky=—00  kp==—co kpp1==—00 Rpy=--oo s oo Ty J=1

41 Pp oo o
h " Y
=mesure de S 2 S SH"i by =
1oy
k

(=00 y=r00 Ry q =00 Rpy=—o0

T)l—}—l p"+7)

,1....,f : g
m, mu| om Y ? om

Pour m>max (my,m,,n) ‘on a done simultanément (30), (38),
{34) et (32), d'od

Byt (g eesta) = Fyy oy by ooy ta)| < 26,
& €tant un nombre positif arbitraire, on a (22), c. q. . 4.

) 22. Lemme. Soient P et Q deux BV A tels que PCQ et P=@Q.
8i P est contenu stochastiguement dans un EV A complet M, Pespace Q
ést également contenu stochastiquement dans M.

) Désignbns par g, la distance stochastique dang Q et par g la
dista,x.lce stochastique dans M. D’aprég Phypothése, il existe ane
fonction ¢ telle que @(@) € M pour z ¢ P ot -

{35) Fx!,.--yxlf(tl)n-’tn)%Fw(xﬂ,.,.,q;(xn)(tl,...,tn) pouf Dyyeuiy®n € P

d'olt, a plus forte raison, &, (@3@,)= o [9(a,), p(a,)] pour. @,,5, € P.
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L’espace P étant dense dans @ et M étant complet, on prolonge
aisément ¢ & tout l'espace @ de manidre que @(Q)CHM et

(36) Q,(w1;w2)= 93[‘7)(“1)7(p(m2)] pour L4,y € Q-

Pour démontrer que @ est contenu stochastiquement dans M il
sutfit de démontrer qu’on a

(87)  Fyy,.opyltsy ---;’n)=1’790(1/1),-",9’(11,,)“11 «yn)  pouUr Yyseensy, Q.

Une suite finie g,,...,9, <@ étant donnée, considérons pour
j=1,...,n une suite ;. e P telle que

{38) gs(mj,,l,:uj)—ro.
Les relations (36) et (38) entrainent
(39) 0,9l ), ¢y )10.
D’aprés (35), on a
FxL]p-«-.x,,,k(tl:'--sfn)=F9v(x],k),...,q2(x,,‘k)(tly-“}tn) pour k=1,2,,..

En vertu du théoréme 1, on a donc (37) pour chaque point
(tyyeptn) dans lequel les lois totales Fy, .., et Fpgy,.,¢@y sont,
T'une et l'autre, contirues. Done, en vertu au corollune Y, ces lois
sont égales partout dans R,, c. q.f. d.

23. Les lemmes 21 et 22 entrainent ce

Corollaire, L} est un EVA wniversel.

D’aprés 19, le théoréme 2 est ainsi démontré.

Commentaire.

1. Oe travail avait été éerit par Stefan Mazwrkiewicz en 1939 et devait
paraitre dans le volume XXXIIT de ,,Fundamenta Mathematicac®. Le manuscrit,
déja & PImprimcrie de PUniversité de Cracovie, a été brilé pendant I'occupa~
tion hitlérienne; il n’est rosté qu’une partie de la composition typographique, sans
renvois et sans une quantité de formulcs.

Draprés ce matérial incomplet, j’ai reconstruit le travail en 1948-9, en y i:n-
troduisant quelques modifications formclles. Jo n’ai pas essayé de reconstruire
les Tenvois qui, il n’est pas de doutes, se rapportaient avant tout au livre fonda--
mental de M. A. Kolmogoroff1).

1) A. Kolmogoroff, Grundbegrijfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ex~
gebnisse der Mathematik II, 3), Beriin 1933,
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302 S. Mazurkiewicz.

2. Quant & la notation, le symbole H] est entendu par l'uufeur au sens de
1a Logique: powr tout j=1,2,.. = .

On prouve facilement que la- convergence dans l'espace métrique définie
au n° 10 est équivalente dans ’espace L (n® 16) 4 la convergence asymptotique,
ot que Li=1L.

3. Il est & remarquer que la condition (A,) formulée déja par Daniell
Jans un Mémoire peu connu ?) avait été ensuite souvent omise?), ce qui n’était
pas juste. Mazurkiewicz, auquel ledit travail était problement inconnu, a intro-
duit Jui-méme cette condition et prouvé que la non-décroissance des distribu-
{rices, appliquée parfois au lien de (A,), n’est pas suffisante.

4. L’interprétation de la notion de EV.A au n®16 peut &tre généralisée:
au liew de la mesure de Lebesgue dans intervalle 0<z<1, on peut employér
une mesure abstraite normée, o-additive. De plus, il résulte du théoréme de Da-
niell-Kolmogoroff*) que chaque BEV.A peut &tre interpreté de cette manidre.
Ceci permet de formuler le résultat principal de ce travail comme un théoréme
concernant les classes de fonetions mesurables par rapport & une mesure. abstraite,
Ceci permet aussi de parvenir au résultat de Mazurkiewicz sur une autre voie,
4 savoir 4 l’aide du théoréme d’aprés tequel la mesure de Lebesgue est, dans un
sens, universelle pour toutes les mesures séparables 5). J'aborderai ce sujet ailleurs.

11 est cependant & remarquer que, pour les probabilistes, les distributrices
des variables sont préférables aux variables mémes ) et lo jeu de pile et face
est préférable & P'espace des fonetions mesurables. Sous cet aspect ’énoncé de

Mazurkiewicz semble &tre particulitrement réussi.
E. M.

2) P.' J. Daniell, Inlegrals in an infinite number of dimensioms, Annals
of Math. (2), 20 (1918-9), p. 281-8, et Funclions of limited variation in an infi-
nite number of dimensions, Annals of Math. (2), 21 (1919-20), p. 30-38.

3) Cette condition ne figure ni dans le livre de M. Kolmogoroff, cité
<i-dessus (voir en particulier p. 18), ni dans Random variables and probability
distributions de M. H. Cramér (Cambridge 1987). On la trouve dans le livre plus
récent de M. Cramér: Mathematical methods of statistics (Princeton 1946), p. 79.

4) Kolmogoroff, 1. c., p. 27.

5) Cf. p. ex. la communication de-E. Marczewski, Sur P’isomorphie des
wmesures séparables, Colloquium Mathematicum 1 (1947), P. 39-40 et les travaux
y cités.

8) Voir p. ex. P. Lévy, Théorie de Paddition de variables alédatoires, Pan~
Tis 1937, p. XVI et J. L. Doob, Probability in function space, Bull. Amer. Math,
Soc. 53 (1947), p. 15-30, en particulier p. 15.
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Complementary domains of continuous curves ).
By
R. H. Bing (Madison, Wisc., U.S.A).

1. Introduction. Suppose that space is metric, eompact
connected, and locally connected. It is known that each pair of
points can he joined by an arc. If the space is locally topologically
equivalent to a subset of the plane, then each complementary
domain of this arc has property 8. In this paper we show that the
arc may be 50 chosen that its complementary domains have property & »
even if the space is not locally planar.

Much of this paper is devoted to the development of theorems
regardirg partitionirgs. The results regardirg the complements of
continuous curves are applications of these results. Although finite
coverings by open sets could be used to prove these results, once
the theorems regarding partitionirgs are demonstrated, partitionings
seem to be a more efficient method of accomplishing them.#lt is
hoped that partitionings will be useful in other connections. As
pointed out in sections 4 and 5, problems handled by other methods
can sometimes be treated effectively by using partitionings. In fact,
partitionings provided a means for showing [2,3] that a compact
‘continuous curve (locally connected continuum) can be convexified.
The study of partitionings.throws light on the structure of con-
tinuous curves and is of interest aside from its applications.

We shall use the following definitions.

Property S. A set M has property S if for each positive
number e, M is the sum of a finite number of connected subsets
sach of diameter less than e

Uniformly locally connected. A set M is uniformly locally
connected if for each positive number e there is a positive number (<)
such that each pair of points of M at a distance apart of less than d(e)

: 'l)elong to a connected subset of M of diameter less than e.

1) Pw~euted 40 the American Mathematical Society, November 26, 1948.
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