Sur un probléeme de M. Lusin concernant les complé-
mentaires analytiques.

Par

Wactaw Sierpinski (Warszawa),

En 1934 M. N. Lusin a posé le probleme suivant ).

On sait, que si I'on supprime de deux complémentaires analy-
tiques leur partie commune, on obtient des ensembles restants
séparables simultanément au moyen de deux complémentaires ana-
Iytiques 2). M. Lusin demande si 1’on a une proposition analogue
pour la géparabilité multiple.

Je démontrerai ici ce

Théoréme 1. By, E,..,E, dant un nombre fini guelconque
des complémentaires analytiques situés dams wn espace complet et

séparable, 1l emiste dans cet espace n complémentaires analytiques
H,,Hy,...,Hy, tels que

[08)] HH,..H,=0
€t
{2) Ey—EE,..E,CH pouwr k=1,2,...,n.

Je déduirai le théoréme 1 d'une proposition de la Théorie
générale des ensembles (Théordme 2).

Nous dirons quune famille @ d’ensembles jouit de la pro-
priété m,, si, By, B, .., E, étant n ensembles quelconques de la
famille @, il existe toujours n ensembles H,,H,, <y Hy de la famille @,
tels qu’on a les formules (1) ot (2)

Théoréme 2. 8i la famille @ Qensembles ost additive et maulti-

Plicative et si elle jouit de la propricis 7y, €Ule jouit de la propridd m,
pour n=2,3,4,...

1) Comptes rendus de I'Académie des Sciences de PURSS, 1934, p. 283,

%) N. Lusin, Lecons sur les ensembles analytiques et lewrs applications,
Paris 1930, p. 217. )
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Démonstration. Procédons par induction. Soit @ une famille
d’ensembles additive et multiplicative et, » étant un nombre naturel
donné >3, supposons que la famille @ jouisse des propriétés mp
et w1 (ce qui est vrai, d’aprés Phypothése du théoréme 2, pour
n=23), et soient Hi,H,,...,H, n ensembles de la famille @. Cette
dernidre jouissant de la propriété s, il existe n—1 ensembles

“de @y My, Moo, Mny, tels que

(3) My My... Mpy=0

et

(4) By—FEBy... By CM, pour k=1,2,...,n—1.
Posons

(6]  E=E L. .Eny

la famille @ étant multiplicative, on a Ee®. .
Or, ln famille @ jouissant de la proprieté =, il existe deux
ensembles H et H, de &, tels que

(6) HH,=0

et

(M) E—FE,CH et E,—FECH,.
Posons )

(8) Hy=M+H pour k=1,2,..,2—1

1a famille @ ébant additive, nous aurons Hye® pour k=1,2,...,n—1.
Je dis qlie nous aurons les formules (1) et (2).
En effet, d’aprés (8) on a

n—1 n—1
HH,..H,=[] (M4 H) Hn CkH1 My-Hp+ HHp,y
k=1 =
dot, d’aprés (3) et (6) on trouve la formule 1.
Or, daprds (5), on a, pour k=1,2,..,n—1
By BBy o= By — BB = (Ey—E) + By E—Ex),
done, aprds (4), (5), (7) et (8): ,
(9) Ey—Bh By... By CMyp+ H=H, pour kh=1,2,..,n—1.
Vu (5) et (T) on &

(10) By—FyBy... By= By—EEy=En—ECH,.
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Les formules (9) et (10) donnent les formules (2). La famille @
jouit done de la propriété m,. Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré
par induction. :

Or, il est 3 remarquer que le théoréme 2 cesse d’étre vrai
DOUT =1, Soit, en effet, @ la famille de tous les ensembles linéaires
qui sont & la fois F, et Gs. La famille @ est, comme on le sait, addi-
tive, multiplicative et soustractive, elle jouit done de la propriété m,.
Soit maintenant

{11) T3y Ty Ty ere

une suite infinie formée de tous les nombres rationnels et soit E,
T’engsemble de tous les nombres réels sauf les nOMLIES 7y,7p .0y
Tes ensembles Ep (k=1,2,...) sont évidemment ouverts, donc
Epe® pour k=1,2,... L'ensemble B=FH,H,.. est ici formé de
tous les nombres irrationnels et on a

Ex—B={rpp1, nt2,...} POUr k=1,2,..

Les ensembles Ey—E (ob k=1,2,...) sont donc denses dans
tout intervalle. Soient maintenant Hj (k=1,2,...) des ensembles
de la famille @, tels que :

(12) E,—ECH, pour k=1,2,..

Les ensembles Hy (k=1,2,...) en tant que des G denses dans
tout intervalle, sont des complémentaires des ensembles de 1¥° caté-
gorie, de méme que leur produit H,H,H,...: ce dernier ne peut donc
étre vide. Il n’existe donc aucune suite infinie Hp (k=1,2,..)
d’ensembles de la famille @ dont le produit soit vide et pour les-
quels on ait les formules (12). La famille @ ne jouit pas done de la
propriéte my, quoiqu’elle jouisse de la propriété =, pour =1,2,...

La famille de tous les complémentaires analytiques situds
dans un espace complet et séparable est, comme on le gait, additive
et multiplicative, et satisfait au théoréme de réduction de M. Ku-
ratowski®), d’olt il résulte sans peine qu’elle jouit dela propriété m,.
Le théoréme 1 est ainsi une conséquence immédiate du théordme 2.

Vu que la famille de tous les ensembles PC(A) est aussi ad-
ditive et multiplicative et satisfait au théoréme de réduction 4,
on peut remplacer dans le théoréme 1 les complémentaires analy-
tiques par les ensembles PC(4).

%) C. Kuratowski, Fund. Math. 26, p. 186, n° 3,
%) Voir C. Kuratowski, 1. ¢., p. 187, no 4,
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Or, le probléme reste ouvert si, B, By, ... étant une suite infinie

des complémentaires analytiques (linéaires), il existe toujours une

suite infinie H;,H,,... de complémentaires analytiques tels que

H,H,H,...=0
et
By—E\E,B,...CH, pour k=1,2,...

Ta famille des engsembles boreliens de classe additive «>0
(dang un espace métrique) satisfaisant au théoréme de réduction 5),
i1 vésulte tout de suite du théoréme 2 quelle jouit de la propriété
g pOUr m=1,2,..., maig je ne sais pas a1 elle jouit aussi de la pro-
priété my, (méme pour la famille des ensembles F, linéaires).

Dans la méme Note du 1934, M. Lusin a posé encore un autre
probleme, & savoir de démontrer Dexistence de trois ensembles
analytiques qui, lorsqu’on leur enléve la partie commune (& tous
les trois) donnent des ensembles restants qui ne soient pas sépa-
rables B. La solution de ce probléme me semble facile.

Soient, en effet, H, et H, déux complémentaires analytiques
linéaires non séparables B °). Soit Iy T'engemble de tous les nombres
réels et posons Fy=E;—H,, B,=FE,—H, Les ensembles E;, E,
et B, sont évidemment analytiques et leur produit est l'ensemble
B=D,—(Hy+H,): en Venlevant aux ensembles Ey, B, et Ey; on
obtient (vu que H,H,=0) les ensembles

E,—E=H, E,—b=H, et E,—E=H,+H,.
i ces trois ensembles étaient séparables B, il existerait trois
ensembles mesurables B, @, @, et @, tels que
QleQa—':O, chQn H2CQ2, H1+H2CQ3

et Q,Q; et §,Q; seraient deux ensembles disjoints mesur@bles B con-
tenant le premier H, et le second Hy, ce qui est impossible, les en-
gembles H, et H, n'étant pas géparables B. .

Tes ensembles analytiques By, By et Ey jouissent done des
propriétés désivées par M. Lusin.

8) Voir ¢, Kuratowski, 1. ¢., p. 186, nf 2. ] .

8) Pour la démonstration dexistence de tels ensembles voir p. e. le livre

cité de M. Liusin, pp. 220, 260 et 263.

————
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