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Il est facile & donner un exemple d’un type d’ordre dénom-
brable qui a une infinité de puissance du continu de diviseurs droits
Tf}l est, en effet, le type 7, Vi qu’on a pour tout type = au pluf:;
dfanf)mbrable =1yt et vu qu’il existe 2% types ordinaux dénombrables
distincts. Le type 5 n’a cependant que 5 diviseurs gauches, notam-
ment les types 1, n, 149, 41 et 1441, ’

Or, M. Mostowski a posé la question 8’1 existe un type d’ordre
dénombrable qui a une infinité indénombrable de diviseurs gauches
Le but de cette Note est de donner un exemple d'un tel type. h

Soit D un ensemble dense de segments fermés et disjoints
par exemple ’ensemble de tous les intervalles contigus & l’ensemble’
parfait non dense de Cantor. Soit dy,d,, ... une suite infinie formée
de tous les segments de ensemble I).

: 'Plagons, pour tout n naturel, dans le segment d,, n points
distinets (p. ex. ceux qui divisent @, en n+1 parties ég7ales): soit
E, leur ensemble et soit T Pensemble-somme de tous les ensem-
bles E, (pour n=1,2,...). Soit 7 le type d’ordre de l’ensemble 7'
ordonné d.’aprés la grandeur des abscisses de ses points 1),

Considérons des coupures de Pensemble ordonné T déterminant
des lacunes, cest-A-dire des décompositions T= +N¥ de T en
une somme de deux ensembles, oft A/ n’a pas d’élément dernier

. b 02 'démontrel.saus p-eiue gue Pensemble T contient un sous-ensemble

de type o*tw 'et qu il n’existe aucune transformation de similitude de l'en-

s;:sll;lle T en }m-mﬂixJI;quux ne s0it pas Pidentité. Cela résoiit positivement un
eme pos¢ par M. Hartman. Doailleurs les types o t * joud

la méme propriété. THE T € w0 Jouissent de
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et N n’a pas d’élément premier et ol chaque élément de M précéde
chaque élément de N. L’ensemble T étant dénombrable et conte-
nant évidemment un sous-ensemble ordonné dense, on voit sans
peine qu’il existe 2% coupures distinctes de T déterminant des
lacunes. A toute coupure 7=M-+XN correspond évidemment une
décomposition z=pu+r du type 7 en une somme de deux types.
Je dis que si les coupures M+N et M-N, (déterminant des
lacunes) sont distinctes et B =y, N=v, My=p,, Ny=», on a g,
et vy,

Appelons portion d’un ensemble ordonné H tout son sous»
ensemble H, jouissant de cette propriété que sia e Hy, be H,, x e H
et a$x<Xb, on a xeH,. Appelons les éléments &, &y,...,7, de H
chaine d’ordre n, si 2, <%,<...<i,, §’il n’existe entre x, et x, aucun
élément de H distinet de 2,2, ...,45—1 €t si Pensemble des éléments
de H précédant 2 n’a pas d’élément dernier et I’'ensemble des éléments
de H suivant r, n’a pas d’élément premier.

Supposons maintenant que les coupures M+4N et AN,
déterminant des lacunes sont distinctes, done que M==M,.

Un des ensembles I et JIf; est donc une partie aliquote de
Pautre, par exemple M, de M, et on a évidemment M=, P,
olt P est une portion infinie de M (puisque M n'a pas d’élément
dernier), done aussi une portion de 7. Or, il résulte sans peine de
la définition de ’ensemble 7' que toute portion infinie de T' contient
une infinité des ensembles de la suite Ey,F,,... Si E, est contenu
dans P, donc dans M, M contient une chaine d’ordre n. Or, comme
on voit facilement, ensemble I, ne contient aucune chaine de ce
genre, vu qu’il ne contient que des ensembles Ej, ot k==n. Par con-
séquent les ensembles M et I, ne peuvent pas &tre semblables.
Pareillement on démontre que les ensembles N et N; ne sont pas
semblables. On a ainsi u==g, et vk, c. q. £.d.

Ajoutons gu’on a dans notre cas v-tu==wt . En effet,
soit, comme auparavant E,CP et soit F, un ensemble de la suite
E,E,,... contenu dans N. Comme M=2M +P, d’ott N;,=F+N,
Tensemble E, précéde E, dans N,, donc aussi dans N, +M,, et
ensemble E,CA suit E, dang N+M. Il en résulte sans peine que
les types v—u et » —+u, sont distinets.

Nous avons ainsi démontré qu’il existe une famille F' de puis-
sance 5% des décompositions du type 7 en une somme de deux
types T=pt», telles que t=u-+» et =y +» étant deux dé-
compositions distinctes de la famille F, on a »v4-u==» 4+
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Posons maintenant p=1(w* + ) et s0it 7= » une décompo-
sition de la famille 7. Je dis que »- x est un diviseur gauche de ¢.
En effet, on a évidemment

() (*+o)=..+rv+ptr+putrv+u+.. =@+ (0¥ +o),
done, vu que p—r=r,
(1) (0* + o) =¢p.

Vu la propriété de la famille 7, on conclut gue le type ¢ (qui
est évidemment dénombrable) a 2% diviseurs gauches distincts.

Il est maintenant facile de donner un exemple d’an type ordinal
dénombrable ayant 2% diviseurs gauches et 2% diviseurs droits:
tel est évidemment le type ¢z. Chaque diviseur gauche de ce type
est en méme temps son diviseur droit.

11 est enfin & remarquer qu’il n’existe ancun type ordinal ayant
comme diviseurs gauches les types o et wo*.

L’équivalence par décomposition finie et la mesure
extérieure des ensembles.

Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Désignons par R, l’espace euclidien & m>1 dimensions.

Théoréme 1. Si =y, ¢t si E est un ensemble situé dans Ry,
borneé et de mesure extérieure (lebesguienne) m-dimensionnelle m(E)>0,
il eriste, pour tout nombre réel u>mJE), un ensemble H dans R,
équivalent & E par décomposition finie et tel que m.(H)= p.

Lemme. Si 2%=xy,, tout ensemble E situé dans Ry, et de mesure
m-dimensionnelle non nulle est une somme de deur ensembles disjoints
dont chacun est de mesure extérieure m-dimensionnelle égale & celle
de Uensemble E.

Démonstration du lemme. Soit £ un ensemble de mesure
non nulle situé dans R, Il existe, comme on le sait, un ensemble
Gs, T, tel que ECI" et que m (E)=m(I") (ol m(I") désigne la mesure
lebesguienne m-dimensionnelle de Pensemble I'). 11 résulte de 2% =y,
qu’il existe une suite transfinie du type 2, {Pzlsco, formée de tous
les ensembles parfaits de mesure positive contenus dans I'. Je dis
que Von a P¢E >y, pour £<<0. o

En effet, si I'on avait, pour un a<Q, P.E <&, on aurait:
ML —Pg) + P Bl =m(I") —m(Po)+m(PeE) = m(I) —m(Pg)<m(l),
done, va que EC{(I'—P.,)+ P.E, on aurait m(E)<m(l’), con-
trairement & ’égalité m,(E)=m(I").

Les ensembles P, E sont donc indénombrables pour a<2. On
peut done définir par induction transfinie deux suites transfinies
Pelsco €t {4):0 de points de E, telles que

p;;EP,,: _qaePa et pa#py paziZQ§7 ga#pga .fla*?m “#45 pour é<a.

Soit Ey={p,};.0 et E,= {¢)eco- On aura done EE,=0.
Si Pon avait m (B,)<<m{B)=m(I"), on aurait m;(I"—F,) >0 et il exi-
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