Sur un ensemble plan singulier.
Par

Waclaw Sierpifiski (Warszawa).

Le but de cette Note est de démontrer les deux théorémes
suivants:

Théoréme 1. B dant un ensemble lindaire, il exviste au plus
un point p de B tel que B—{p}~F (A~B désigne que les ensembles
A et B sont superposables par translation ou par rotation).

Théoréme 2. Il existe un ensemble plan E contenant deux
points distincts p et q tels que E—{p}~F et BE—{q}~E.

Démonstration du théoréme 1. Soit & un ensemble linéaire
et admettons qu’il contient deux points distincts p et ¢ tels que
E—{p}~FE et E—{g}=~E.

Je dis que ’ensemble B—{p} ne peut pas étre superposable
avec B par rotation (de la droite sur laquelle il est situé de I’angle o
autour d’un point quelconque de cette droite). Bn effet, soit ¢ la
rotation qui transforme I’ensemble F .en ’ensemble E—{p}; c’est-
d-dire @(B)=E—{p}. Soit p’=g(p); on a donec p"e¢ B—{p}, donc
p e E et g(p') e p(B)=E—{p}, d’oht ¢(p’)E=p, ce qui est impossible,
puisque évidemment ¢(p')=g¢p(p)=7p.

L’ensemble E—{p} est donc superposable avec F par transla-
tion, et il est de méme pour l'ensemble E—{¢}. Il existe par
conségquent deux nombres réels a et b tels que E—{p}=1E(a) et
E—{g}=E(b), ou B(c) désigne la translation d'une longueur ¢ de
T’ensemble E (le long de la droite), c’est-a-dire I’ensemble de tous
les nombres #-+¢, ot ¢« B. Comme 9 e B, d’ott E=F—{p}, on a
a=0. Comme g==p, on a g e E—{p}, done g F(a), d’ott ¢—acE.
Comme a==0, on a g—a==g, done g—a e B—{g}, c’est-a-dire g —a e E(b),
d’ol ¢g—a—beE et g—b e E(a) et, comme F(a)CH, on trouve
g—b e B, A’0ou q ¢« B(b)=FE—{q}, ce qui est impossible.

L’hypoth&se qu'on a p e B, ge B et BE—{p}~E~E—{p} impli-
que donc une contradiction et le théoréme 1 se trouve démontré.
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Corollaire. E diant un ensemble linéaire non vide, il existe
un point p de E tel que les ensembles B et B—{p} ne sont pas super-
posables. .

Démonstration. Le corollaire est évident pour les ensembles
contenant un seul point. Si F contient deux points distinets p et g,
on conclut d’aprés le théoréme 1 qu’un au moins des ensembles
E—{p} et E—{q} n’est pas superposable avec HE.

Démonstration du théoréme 2. Soit a=e! et soit f=e™
un nombre complexe & module 1 qui est algébriquement indépendant
du nombre a. Soit ¢ un nombre complexe qui n’est pas une fonction
rationnelle aux coefficients rationnels de « et .

Soit ¢ la rotation du plan de Pangle=1 autour du point 0
ot 80it p larotation du plan de ’angle= ¢ autour du point c;onadone,
pour z complexes: ¢(z)=az et yp(z)=(2—c)f+c.

Posons, pour z complexes: ¢%z)=9%z)=2 et désignons par
¢! et ¢~ les rotations inverses par rapport & @ et p.

Soit F le plus petit ensemble plan tel que:

(1) OcE et 1B,

(2) sizeE, on a ¢(z) e E et y(z) e B,

3) 8ize B et 21, on a ¢g—(2) ¢ E,

(4) 8i 2¢ B et 20, on a y—i(z) ¢ B.
Je dis que

(5) o(B)=B—{1} et wE)=E—{o}.

En effet, d’aprés (2) on a o(F)CE et Y EB)CE. Boit 2 ¢ E—{1}
et posons z=¢—1(z). Comme 21, on a z ¢ & d’aprés (3). Or, on a
évidemment z=g(2) ¢ p(E). Il est ainsi démontré que E—{1}Cp(E).
On démontre pareillement que E—{0}Cy(E). )

Pour prouver la formule (8), il suffira done de démontrer
que 1none@(B) et 0 nonep(E).

Soit H Pensemble de tous les nombres complexes ayant l'uné
des 6 formes suivantes:

1) ¢*Y(1), ot n=1,2,...,

2) p=1(0), o n=1,2,...,

3) glaplstghes .. phglphgn—1(1)

4) yla—ighsayhes... glylgni(1),

5) plasgha—iplsr ... playlgliyn—1(0),

6) (;212:~1|p7'2;—24p123—3 - y)lz(plmp"*1 (0),
ol s est un nombre naturel et Lyly ..., los sont des entiers positifs
ou négatifs.
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On vérifie sans peine que les conditions (1)—(4) sont remplies
si’on y remplace ’ensemble E par H. Vu la définition de ’ensemble
E, on a done ECH.

Admettons que 1eg@(H). On a donc 1=g¢(z), ot 2zeH, done
aussi #z e H. Le nombre 2 a par conséquent une des formes 1)—6).

Si 2 est un nombre de la forme 1), on a pour un n naturel:
z=¢n" (1), d'olt 1=g(2)=g"(1), c’est-d-dire a"=1, ce qui ést im-
possible, le nombre a=¢! étant transcendant.

Si z est un nombre de la forme 2), on a, pour un » naturel,
g=yn1(0)=—cf"14-¢, Ao 1=g(2)=c¢(1—p"1)a et, ¢ n’étant pas
une fonction rationnelle (aux coefficients rationnels) de o et g
cela, est impossible.

8i #z est un nombre de la forme 3), on a

glsHybs—1ghs—2 . ylghylgri(1)=1,
c’est-4-dire

(.- (((a™t—6) fa+ c)al—c) f3... 4 ¢) ahs—2—c) fl2s—1+ ¢) alas =1,

Le nombre ¢ n’étant pas une fonction rationnelle (aux coeffi-
cients rationnels) de a et f, le coefficient de ¢ & gauche doit 8tre=0,
c'est-a-dire, vi que akst$=0, on a

(o (((—BH+1) ale—1) fl...+ 1) ales—2—1) fls—t -+ 1=0.

Le nombre B étant algébriquement indépendant du nombre «

et vu que Ip1=3=0, on trouve
(- (((—B141)al—1)f8...+ 1) cls—2—1=0.

Le nombre a étant algébriquement indépendant du nombre 8

et vu que I, »=+0, on trouve ensuite

(- {((—f1+1)a2—1) fl...—1) flos—3+ 1= 0,
et ainsi de suite, enfin
—pi+1=0,

ce qui est impossible, vu que ,==0.

Le cas olt 2z est un nombre de la forme 4) est traité d’une fagon
analogue.

8i 2z est un nombre de la forme 5), on a

pylspls—iyls—a... glylghypr1(0)=1,

c’est-b-dire

(eer(((—epn 1+ 0)alt—c) fla+ ¢) als—...+ ¢) ales—1 —¢) fls+ c)a=1.
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Le nombre ¢ n’étant pas une fonction rationnelle (aux coeffi-

cients rationnels) de o et f, on conclut que le coefficient de ¢ & gauche:

doit étre nul, mais alors le c6té gauche de notre formule est nul,
ce qui est impossible, le e6té droit étant=1.

On traite le cas ol # est un nombre de la forme 6) d’une fagon
tout & fait analogue.

11 est ainsi démontré que 1 non e ¢(E).

On démontre pareillement que 0 non e (E) (en prouvant que
Pégalité y(2)=10 est impossible dans chacun des cas 1)—6) pour le
nombre 2).

La formule (5) est ainsi établie et il en résulte que les ensembles
E—{1} et E—{0} sont superposahles avec E. Le théoréme 2 se trouve
démontré.

Le probléme suivant reste ouvert: existe-t-il un ensemble E
non vide plan (ou situé dans Pespace & 3 dimensions) tel que
E—{p}~FE quel que soit le point p de E?

Or, il existe dans l’espace de Hilbert un ensemble dénom-
brable E tel que, quel que soit le point p de , I'ensemble E—{p}
est congruent (c’est-h-dire isométrique) avee K. Tel est par exemple
Pensemble X de tous les points de I’espace de Hilbert dont toutes
les coordonnées sont nulles sauf une seule (d’ailleurs quelconque)
qui est=1.

Sur I'évaluation du domaine d’existence des fonctions
implicites dans le cas des espaces abstraits?).

Par

Tadeusz Wazewski (Krakéw).

§ 1. Considérons le systéme d’équations
(1.1) fi@1y s Bpy Yry ooy Yn) =0, (i=1,..,m)
les fonctions fi étant de classe ¢! dans un ensemble ouvert 2 (c.-a-d.

possédant les dérivées partielles du premier ordre continues dans £2).
Supposons que le systéme (1.1) soit rempli par le point

(1.2) To=%a, Y=V; (a=1,.,p;i=1,..,n).
Si en ce point le jacobien Détb (f;]j) ne s’annule pas, alors, en

vertu d’un théoréme classique, il existe un systéme de fonctions

implicites

(13) Y= 0@y, ory ) (i=1,..,n)

qui sont de classe C* dans un voisinage ¥V du point (1.2) et y remplis-

sent identiquement les équations

Ty ooy Wpy OH &1y ooy Bp)y ooy 07) = 0.

Les systémes (1.1) et (1.3) sont équivalents dans un voisinage
suffisamment petit du point (1.2). .

Le théoréme classique mentionné a un caractére local, car
il ne donne aucun renseignement sur la grandeur du rayon r du
voisinage V.

Certaines applications (p. ex. & la théorie des équations diffé-
rentielles aux dérivées partielles) nécessitent 1’évaluation du rayon 7.

1) Communiqué le 2. VI. 1946 & la Section de Cracovie de la Société Polo-
naise de Math.—sans le Théoréme 1 du § 4, et, avec ce théoréme, 1o 13.X11.1946
au Congrés des Mathématiciens Polonais.


GUEST




