SUR I’INDEPENDANCE DES DOMAINES SIMPLES
DANS I’ESPACE EUCLIDIEN A n DIMENSIONS

PAR
A RENYL C. RENYI Er J. SURANYI (BUDAPEST)

1. Dans un f{ascicule précédant de ce Journal'), . Marczcw-
ski s'occupe de la notion d’indépendance (au sens de la Théorie
des Ensembles) et 'examine en connexion avec les fondements de
la théorie abstraite des probabilités. Le présent travail concerne
I'indépendance dans un autre domaine: il- contient quelques théo-
rémes et quelques problémes élémentaires sur 'indépendance des
intervalles et des sphéres de Vespace euclidien & n' dimensions
ainsi que des polygones convexes du plan euclidien, Bien que ces
considérations soient tout d fait élémentaires, elles peuvent pré-
senter un intérét, tant par leurs caractéres surprenants, que par
ce qu'ils peuvent étre utilisés comme point de départ pour exa-
miner I'indépendance des ensembles du type plus général.

2, Ktablissons d’abord quelques définitions et notations. Soient
Ey1, Es, ..., E, des sous-ensembles d’un ensemble E. Soit — E;=FE — I,
l'ensemble complémentaire de E;. Soit k un nombre entier quel-
conque tel que O0<k-<{n. Choisissons k nombres quelconques
parmi les nombres 1,2,....n, et désignons-les par r,rq, e Ty
soient s1,52,...,8—r ceux des nombres 1,2,...n qui ne figurent
pas parmi les r;. Nous désignons par E(ri, ra, ..., Tel 81, 825 eees Sne k)
I’ensemble

E E ... By (—E ) (—E, ). o(—

1 2 . W

(out 4-B-C-... désigne la partie commune des ensembles 4, B, C,...).
Nous dirons que les ensembles Ey, Ey, ..., E. sont indépendants,
si E(ri,ra, ., 7k381,82, ..., Su—i) est non vide pour chaque valeur
de k et pour chaque choix de ri,r,...m. Ainsi Pindépendance
des sous-ensembles Ey, Es,...,E, d’un ensemble [ signifie que I
peut éire décomposé en 2% ensembles non vides, disjoints deux

} E. Marczewski, Indépendance ’ensembles el prolongements de me-
sures, Colloquium Mathematicum 1 (1947-1048), p. 192-132,
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a deux, chacun défini comme la partie commune de quelques ‘
ensembles E; avec les complémentaires des autres. _
Dans ce qui suif, 'ensemble E sera ou bien Vespace eucli-
dien & n dimensions (désigné par E), ou bienﬂla s‘urf'ace S::])
d’une sphére & ‘n-1 dimensions dans E™+Y, .(, es?-a-du‘e‘, .S" "
est Pensemble des points P==(x1,%, ..., ¥n41) qui satisfont & ré-

tion
quati a1

Z(xi'—ai)ssz

fa=

ot les o et R sont des nombres réels quelconques.

Nous appelons interpalle dans E¥ 1’6115611}]?1e (ouvert) des
points P==(x:, X2, ..: ¥n) qui satisfont aux conditions &i’<x,-<bf,
(i=1,2,...,n), ol & et b (a<th) sont des nombres réels arbi-
traires. Nous désignons cet intervalle par J{a1, bu; ag, bs; ...; @n, ba).

3. Nous allons déinontrer les théorémes suivants: “,

Théoréme A. Pour chague entier n>1, le nombre maximum
d'intervalles indépendants dans E™ est égal a 2n.

Théoréme B. Pour chaque entier n>1, le nombr’e ma\ximum
de sphéres & n dimensions indépendantes dans E® est égal a n—{—i

Théoréme C. Soit N(k) le nombre maximum de domaines
polygonaux convexes (ouverts) indépendants dans le plan, chaque
polygone ayant k cdtés au plus; nous avons alors

lim M'= ! .
ryeelogk  log2

4. Pour démontrer le théoréme A, nous allons démontrer
d’abord que 2n--1 intervalles dans ‘E®™ ne peuvent pas étre
indépendants. Soient Ji= J(aw, bias 8x2, ez, .3 8kn, brn) des inter-
valles' supposés indépendants (k==1,2,.., 2n—+1) et

Jo==J (@01, boi; a0z, boz; ... don, ban) = E (1,2, ..., 2n4-1)

leur partiec commune. Alors

bm = min bki

= 3 i et
an max & T i

1< k<1
pour i=1,2,.. 7. Ainsi chaque aq et chaque by; coincide au
moins avec un des ay, respectivement by. Choisissons quelg]ues
intervalles ]k],]k2,...,]k2n de telle sorte que aoi = aiy .c?t’ boi = 'k“i!“
(i==1,2,...,n). Désignons par ri,rez,....7p tous les différents indi-

ces parmi ki, ke, ..., k2 et par si,82,.... 5 (q=2n—{—‘l—l—p) — (_:eux;
9
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des nombres 1,2,...,2n-1 qui ne figurent pas parmi les r;.
Evidemment p<(2n, done g>1. Selon la définition de ry.

.]0=.]r1'.]r2‘---'.]rp-
D’aprés la définition de Jj,
Jor I (=T (= o) =0,
d’oi
E(rs, 2o 3 810 800 8 =y Jrges Ty (= Ji) - (=)o (= ) =0,

en contradiction avec I'hypothése que nos intervalles sont in-
dépendants.

D’autre part, les 2n intervalles Ji, Joor (k=1,2,....,n) définis
par les inégalités '

Jot 0<<x<<1/2 et O<<ay<<1 pour ik, et i=1,2,...,n,
Jrent 1/4<<xp<<3/4 et 0<x;<<1 _ pour ik, et i=1,2,..,n,
sont indépendants dans E™, ce qui achéve la démonstration.

5. Nous démontrerons le théoréme B par induction. Désignons
par ‘B le nombre maximum des parties, en lesquelles les surfaces
de k sphéres & n dimensions divisent E™, et par C} le nombre
maximum . des parties, en lesquelles la surface S™ est divisée par
les surfaces des sphéres & n—1 dimensions, obtenues par linter-
section de la surface S avec les surfaces de k autres sphéres
de MY By appliquant la projection stéréographique de $™ sur E™,
nous obtenons le suivant

Lemme 1. On a
Ci=BE,

Soit §™ Ja surface d’une sphére fixe dans E"*Y; soient
Q1, Qz,..., Qx les k sphires dans E™Y, qui se coupent avec la
surface ™. On peut alors choisir une projection stéréographique
qui transforme S en E™ de fagon que les produits S™.Q),
(=1,2,..,k) aient, comme projection sur E™, des sphéves Q.
11 suffit & cet effet que le centre .de la projection ne soil sur la
surface d’aucune sphére Q. _

Inversement, étant domné un systéme de sphéres Qy, Qq, ..., Q'k
dans E™, nous pouvons transformer par projection stéréographi~
que E™ en §™ de fagon quiil existe dans E™ un tel systéme
de sphéres Qy, Qq,..., Qx que Pimage de Q; (i=1,2,... k) soit de
la forme S™. Q.

C OMMUNTICATT1ORNS 133

Ainsi, puisque la projection stéréographique conserve le
nombre de parties obtenues dans la décomposition de ™ (ou de
E(")), le lemme est démontré.

A Taide du Lemme !, nous évaluons aisément BE. -

Lemme 2. Ona

o
Bzgg.;‘o(k;‘l) ol p=min (k—1,n).

Nous démontrons d’abord la formule récurrente:
(1) Bi=Bp_,+ Bl

Considérons k sphéres & n dimensions dans E™ et désignons
leurs surfaces par S8i,8,...,8. On voit aisément que le nombre
de parties en lesquelles E™ est divisé par S1,$:,...,S; ne dépasse
pas le nombre de parties en lesquelles E™ est divisé par Ss, Sz, s St—1,
augmenté par le nombre de parties en lesquelles Sy est divisé par

ses intersections avec 81,8%,...,S8k~1; en d’aufres termes, nous
avons

) Bi < Bi1+CEZi.
En utilisant le lemme 1, nous en concluons
(3) B < Bi_1+BiZi,

d’ou résulte la thése du lemme par un simple calcul, en utilisant
les valeurs initiales Bl ==2 pour n=1,2,3,... et Bi=2k % pour
k=1,2,3,... ' '

On peut démontrer par induction que, dans le lemme 2, I'iné-
galité < peut &tre remplacée par I'égalité.

Nous donnons & la fin du travail quelques valeurs de BZ.

Démonstration du théoréme B. Pour que k sous-ensem-
bles d'un ensemble E soient indépendants, il est nécessaire qu’ils
divisent £ en 2¢ parties disjointes deux a deux. En vertu du
lemme 2, nous avons pour k>n--1

n k=1
Bz<2‘2(k ; 1)<2~2 (k;1)=2’°.
r=0 r==0
D’autre part, on voit aisément par induction que n~-1 sphéres

“ 9 . , . X P
i rayon r et dont les centres forment un simplexe régulier i cotés
r, sont indépendantes.

%) 1! est elair que EM doit étre considéré comme la droite projective,
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Remarquons encore que les énoncés des théorémes AetB
coincident pour n==1.

6. Nous allons démontrer le théoréme C i laide des indga:
lités :

2N{k)—2 /k; . N -
(5) Ny —1 < F < (3@ —1)).

La premidre partie de (5) est une simple conséquence de ce
que deux lignes polygonales fermées couvexes, dont chacune a k
cbtés au plus, ne peuvent avoir plus que 2k poinis d'intersection.
Donc; si nous considérons N(k) domaines polygonaux de k coiés
au plus, la frontidre d’aucun d’eux ne peut passer i travers de
plus de 2k-(N(k)—1) domaines limités par les frontiéres des autres.
Si les domaines en question sont indépendants, la frontiére de
chacun d’eux passe a travers de 2" ' domaines limités par les
frontidres des autres. Nous avons donc ' : i

oV 01 ok (N (k) — 1).

Pour démontrer la seconde partie de l'inégalité (5), nous con-
struirons k polygones indépendants, chacun a 3.0 1) cotés
au plus, comme suit. Choisissons sur une circonférence n=2f—2
points consécutifs A4i, s, ..., .. Le polygone A14a..4, sera la
partie commune de tous les polygones & construire. Choisissons
ensuite un point sur chaque arc Aidi1 G=1,2,..,n; Aps1=4u);
nous les désignons par

Bi,Bs, ..., Br, By, Bisy ooy Bk, Baso oo Bev by oo Baa i

(Pindice parcourant toutes les combinajsons de nombres 1,2,..., k,

excepté la combinaison 1,2,...k). Le domaine polygonal (ouvert)
I (r==1,2,...,k) soit 'ensemble des points intérieurs du plus petit
domaine convexe (fermé) conienant tous les points Ay (f==1,2,..., 1)
et chaque point B dont I'indice contient le nombre r. Done, chague
I, aura 26—2--2k—1—{=3(2k—1— () cOlés. Démontrons que les
domaines Iy, ITs, ..., [T sont indépendants. Lin effet, 'ensemble
E(ri,12,.007p3 81, 9,...,85—p) est un triangle dont un sommet cst
Bryry...r, ¢t les deux autres sont les extrémités de lare Aidip1 qui
contiexit le point By ry...r,.

Ainsi Vinégalité (5) est démontrée. Comme d'ailleurs N(k) est
une fonction monotone de k, il résulte des deux membres de
Pinégalité (5) que

icm
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— N(k) 1 . Nk 1
klﬁlalogk<log2 et que kh—mlogk&logw

le théoréme C est ainsi démontré.

?. Nous posons enfin quelques probldmes qui ne sont pas
encore résolus:

. P 71. L’inégalité (5) donne des bornes pour N(k), dont Pinfé-
rieure peut &ire augmentée encore, car une autre construction,
aussi simple que celle donnée ci-dessus, fournirait k polygones
indépendants convexes de 2*7*—{1 c6tés seulement. Probléme:
trouver Ja valeur exacte de N(k).

P 72, Comment peut-on généraliser le théordme C pour
Pespace a n dimensions, n=3,4,...?

P 23, Pour n=2, le théoréme B peut é&tre généralisé par rem-
placement des cercles par des domaines convexes perspectifs.
Ceci résulte dé ce que deux courbes convexes perspectives ne
peuvent avoir plus de 2 points d'intersection (excepté le cas ol
les deux courbes ont un segment droit commun). Peut-on étendre

cette généralisation du théoréme B & un nombre de dimensions
quelconque?

Valeurs de Bp

Valeurs Valeurs de n
de k

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
3 [ 8 8 8 8 8 8 8 8 8
4 8 14 16 16 16 16 16 16 16 16
5 10 22 30 32 32 32 32 32 32 32
6 12 32 52 62 64 64 64: 64 b4 64 ,
7 14 44 84 114 126 128 128 128 128 128
8 16 58 128 198 240 254 256 256 256 256
9 18 74 186 326 438 494 510 512 512 512
10 20 92 260 512 764 932 1004 1022 1024 1024

Budapest, le 21 Avril 1949
Séminaire Mathématique de 'Université de Budapest
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