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PAR
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Soit %" un ensemble dénombrable infini ("ensemble des enliers
positifs, par exemple). Soit E la famille de tous les sous-ensem-
bles de ¢ Faisons correspondre a ioui ensemble X appartenan
A E un entier »(X) de facon que les conditions suivanies (de
norme et d’additivité) solent satisfaites:

) »(2)=0,
(ii) (X X)=vX)+r(Xy), si X-X,=0.

Désignons par () la famille de toutes les fonctions~y
(normées et additives), Cette famille peut &tre congue comme
groupe, en définissant Ja composition de ses éléments par I'équi-
valence:

(”s=”1+7’2)z("’n( = (X)+2,(X

P 92. Le groupe iTt(?z?') est-il isomorphe au groupe (dési-
gnons-le par ©°) de toutes les fonctions de variable réclle a va-
leurs entiéres (Paddition des fonctions étant entendue dans le
sens habituel)? S’il ne Test pas, quelle est sa structure?

), quel que soit X e E).

Remarques. 1° Soit 7 un espace compact de puissance arbi-
traire (finie, ¥, ou ¢). Soit E la famille de tous les sous-ensembles
de & qui sont simultanément fermés et ouverts, Le groupe RN (=)
est alors isomorphe soit au groupe " {groupe des points & coor-
données entiéres de Iespace n-dimensionnel), soil au groupe ’FN“
(de toutes les suites infinies & termes cntiers), suivant que la fa-
mille des composantes de P'espace ¥ cst me (formée de n-~1
éléments) ou infinic ).

20 Le théoréme cité dans la remarque 1° aclmet une applica-
tion intéressante d la théorie des fonctions de variable complexc
et & la topologie du plan.

) Voir C. Kuratowski, Topologie Il, Monografie Matematyczne, Warsza-
wa-Wroclaw 1950, p. 418,
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Désignons, en effet, pour tout sous-ensemble ouvert G du
plan & (plan des nombres complexes augmenté du point a l'in-
fini), par 9°° la famille des fonctions continues, définies sur G,
ayant des valeurs complexes différentes de 0. Cette famille peut

‘étre congue comme groupe en définissant Ja multiplication des

fonctions commme d’habitude:
(Fym= F1- fo) = (folo) = Fil) - falx), quel que soit xe ().

Soit ¥(G) le groupe des fonctions-éléments de %% qui adwmet-
tent une branche continue du logarithmé (c¢’est-i-dire, fonctions
de la forme e"lx), ol ¢ est une fonction continue sur G) Le
groupe-facteur Y () est alors isomorphe au groupe N (F—G)¥).

3% Désignons par I* (=) le groupe dont la définition s’obtient
de celle du groupe R (=) en remplagant ladditivité finie (condi-
tion (ii)) par ladditivité dénombrable:

(iii) 7’(2Xu) =Ev(Xn), si Xu Xpm=0 pour m=n,
na==q =1

Si = est un ensemble dénombrable infini, 2= (p,,py...), et
e M* (), on n'a »(pu)#0 que pour un nombre fini d’indices n.
On en conclut que le groupe ¥ (%) est isomorphe au groupe &
des suites infinies de nombres entiers, dont chacune ne contluxt
gqu'un nombre fini de termes 0.

11 suffit & ce but de faire correspondre a 'élément v de W* (52)
*élément [v(p1), v(p,),...] de &°.

Il en est de méme si % est un espace formé d’une suite infi-
nie de composantes ouvertes et si £ désigne la famille des sous-
ensembles fermés-ouverts de (c’est-a-dire, formés par la réunion
d’un cerfain nombre de composantes).

On montre que, F désignant un sous-ensemble fermé de &3,
le groupe Z7T/W(F) est isomorphe au groupe R*(F— F)Y).

4" La puissance du groupe R (") peut &ire évalude de la fa-
¢on suivante?). Les fonctions additives définies sur < (c’est-d-dire
satisfaisant seulement & la condition (i) forment aussi un groupe,

——

¥) Ibidem, p. 420.

%) Voir C. Kuratowski, Fundamenta Mathematicae 33 (1945), p. 348,
olt — par erreur — le groupe MN* est tconfondu avec N,

) Nous devons cette remarque & J. Lo§ et C. Ry)l-Nardzewski.
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M (), dont M () est un sous-groupe. Nous allons montrer que les

En effet, soit # un élément arbitraire de = et pe M (= —[x}).
Faisons correspondre i tout emsemble X C 2 'entier »(X) com-
me il suit:

) #(X), si x noneX,
ol )H{M(X—{xl)—u(kf—-—[w}), sixeX,

Il est aisé de voir que la correspondance p-»v élablit un
isomorphisme entre les groupes M (22— {x}) et N(=*). [’ensemble
¥ —{x} étant de la méme puissance que ¥ les groupes M () el
M (% — {x}) sont isomorphes, ce qui achéve la démonstration.

Soit maintenant P un idéal premier de B, c'esi-d-dire une
famille héréditaire et additive des sous-ensembles de ¥ telle que
X étant un sous-ensemble arbitraire de 2% un au moins des ensem-
bles X, £2°—X appartient & P.

La fonction
0, si XeP,

M"(X)={1, si X none¢P

est évidemment additive, donc elle appartient & M (). Puisque
up#pg pour deux idéanx P, Q différents I'un de lautre, nous
en concluons que la puissance de M (%) (donc aussi de N () est
au moins égale & la puissance de lensemble I des idéaux pre-
miers de E.

D’aprés un théoréme de Tarski’), J=2', donc R()>» 2

D’autre part, on voit immédiatement que ()<< 2, ce qui prouve

que ER(SZ; )= 2,
On montre de la méme fagon que ETt(__i"_)th‘m pour Q= mz Ny

5% Soit A un anneau de Boole®) avee Punité 1 ot avec los
opérations de multiplication et d’addition (c’est-i-dire de la diffé-
rence symétrique) notées par les signes - et-}-. Soil (' un groupe
abelien par rapport a l'opération © et avee I'élément neuire z.

) A. Tarski, Fundamenta Mathematicae 32 (1939), p. 62, Satz 3.19,
9 Cf. M. H. Stone, Transactions of the American Mathematical Sociely
40 (1936), p. 37.
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En remplacant dans P92 la famille £ des sous-ensembles de
¥ par A et I'ensemble des entiers par (, nous arrivons au pro-
bléme plus général suivant:

Déterminer la structure: du groupe I'=N,(4) dont les élé-
ments sont les fonctions » définies sur 4, prenant les valeurs de
G et satisfaisant aux conditions:

r(1) =2z, v (8, -+ as) =v(a,) O »(a,), si a,-a,=0,
I'addition des fonctions étant définie par la formule
(v est la somme de 3y et )=

=(v(a) = (a) O » (a) pour tout aed).
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