OB OCOBEHHDBIX IIEPHOJHYECKAX OYVHRITHAX
H. FAST (BPOLJIAB)

Hacrosman c¢raths CoNepmuT mambHeHinylo paspaloTRY Bo-
IPOCoB, KOTOPHIM OLIIA TOCBANEHA CTATHA ONMYGHMKOBANNAL MIOIO
coyectHo ¢ S. Hartman’om u H. Steinhaus’om '). 1y crarnio
ofosnayalo B ganbHedmEX cchlikax wepes HSE.

1. B Hayaxe HamoMHHM HeKOTOpEIE ONpeNelenia xaunuse B HIF,

Onpedeaenue 1. s-noumu-nepucdom Pyuryuu f(w), onpexensn-
HOIt Ha BCelf UMCIOBO HPAMON W HENPEePHIBHOH, HABHIBACTCA RAMI0E
qncno (s), KOTOPOE YNOBNETBODAET HEPABEHCIBY

[fleFr(e) —f@)| <e
JNIA BCAKOTO REHMCTBUTENBHOrQ 4.

Onpedenenue . Modysem pagromeproli nenpepuigrocnu 8(e)
PaBHOMEDPHO HeNpepEBHOH (ynRuMM f(x) HaSHBAETCA TOINAA BEpX-
HAA IPaBb TEX 4HCeX 6, JAA KOTOPHX U3

o' =" | <6 cmenyer |f(o)—j(@")|<e.

Onpedeaenue 3. Ilyere f(x) wenpepsmsuas IEPUONUIECKASA
(YHRIMA C OCHOBHBEIM IEPMONOM DPABHEIM ] &-IIOYTH-TIEPHOT 7 (&)
$ynrumn f(x) wasmBaercs HEOCOBEHMBIM, €CIIH CYNECTBYET TAKOE
Lexoe Heao 7, UTo

1w — §(e) <7 (g) <new -+ 6(s).
B nporueron ciyuae mourn-mepuon 7(&) HABBIBALTCS 0COOCHMLIM,

Onpedeaenue 4. Henpepusnas NePUOUYCCKan QYHRIMA Ha~
BEIBAETCA MEOCOGEHHOL, eCHM CYIIECTBYET TAK0e &> 0, uro anA &< g
BCAKMHA xmourd-mepnox 7(e) HeocoGemmuii. B IPOTUBHOM CIYyYae
QyHRIEA HABHBAETCA 0COBeHHOL.

) 8. Hartman, H. Steinhaus et H. Fast, Sur les presque-périodes des
fpnctions périodiques, Colloquinm Mathematicum 1 (1948), p. 297-304,
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2. Bompoc o cymectBoBanmM 0coGeHHBIX (YHKUMI ORI peruéH
H. Steinhaus’om, KOTOpHil HOCTPOMN IpHMep TaKol HyHKRIUM
(H8F, crp. 300). Muolo 0o TaM-He TOKasaHO, YTO BCAKAH Ky-
COYHO MOHOTOHHAS HENPEPHIBHAS INepHONHYeckaa (QYHRUHEA Heoco-
GeHHAA.

Hpyroe mocTaTouHoe YCIOBAE HEOCOGEHHOCTH madrcd Clexylo-
meli Teopemoii:

Teopesma. Ecau nepuoduueckas GyHKYUA UMEEM HENPEPLIEHYIO
npouseodHyl, Mo OHA HeocobeHHAA.

TIpe:xme YeM MPHCTYNUTL K HOKABATEILCTBY, CREIaeM ABa OGLINX
3aMeYaBHA. '

(a) Ecnm mepmomuueckas $yHuxmuma f(x) uMeer BCIONY Hempe-
PHBHYI0 TPOM3BOREYI, TO BLIPAKEHINE

f(@+h)—f(@)

u h—>0
3 upu  h—>

CTPEMUTCA PABHOMEPHO OTHOCHTENILHO & Ha BCell YHCIOBOM IIpH-
Mol K f'(2). B camom meme, ama pmocraTouHo Mamoro |k} u Hewo-
Topoit TOYKM &), MemAy © ¥ z-+h, HAMeeM

f@+h)—f{x)
h

(6) Ecimm ¢dyaxnua ¢(x) paBHOMEPHO HempepbiBHa HAa Beei
4ncioBol mpAMoll U sup g(x) =m >0, TO CYIECTBYeT TaKOe TUCTO
1>0, uTo A KaKmOK TOUKM %y, B KOTOPOH g(x,)>m/2, dynx-
¥ ¢(®) MONOMKUTENRHA B HHTepBalle {Zy,%,+I>. DT0 cmenyer He-
IOCPENCTBEHHO U3 PaBHOMEPHOM HempepHIBHOCTH (YHKOMM ¢ ().

Tlepeiiném Temeps R MOKA3aTenbcTBY TeopeMsl Ilyers f(z) He-
NPEPHBHAA TEPUONUYECKad (YHKLMA C OCHOBHEIM IEDHOIOM pPaB-
oM . Ilyere m =supl|f'(»)|; oueBHmHO M >0, Tak KAK MBI pac-
CMATPUBAEM JIUME PYHKIME He PAaBHBE TOMKIECTBEHHO IOCTOSHHOH.
CormacHo 3aMeHamMIO (a) CYINECTBYeT TAKoe dHCHO >0, uTo AIA
OPOM3BONLHOTO MOMOMKHUTEALHOTO A << h, W BeAroro 2€{0,w)

fle+h —f@
h

=1 (@) | =If' (&) —f'(2)] <e.

-

m
<Z,
OTKyZa TeM Goiee

[f(@-+h) —fa)|

® -

—If (=)

m
<7 (0 <k <ho;2e<0,wD).
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TlockomuRy f'(4) HenpepmBHas (YHRIMA, CYLICCTBYET TAKOE M-
cmo @', uro |f'(@')|=m. Wa (1) cuenpyer

@'+ —j@) w3

T M= —4—m,
OTRyna Tem Gomee
wplf@EW—T@1_ o8
= h 4

Ilycts B TOuKe &

| F(&n+R) —F(a)] _

- n(h).

Uz mepasexcrBa (1) mpd #=§, NOAyYAeM

|nt) |18 || <
OTKYTA

, m_ 3 mom
7@ > n ()= > pm— ==

Cormacuo samewanmio (G), cyurecrsyer ramoe 4HCIO {3 0, uTo
D‘;JIH‘ BCAKOTO TONOMHTENBHOTO % <<y, HMEET MECTO HEPABEHCTBO
[f(z)| >0 B murepname <&, &+ 1), CIIENIOBATEILEO, B DTOM MHTEp-
Bame dynrmua f(s) MoHOTOHHAS (maske CTPOr0 MOHOTOHHAS).

B mowmasaremscrse MomewM, cormacwo HSF, m. 10 (ctp. 298),
OrPaHMYUTBLCA PACCMOTPEHHEM IOUTH-IEPHONOB BSAKRIIOYBHHEIX B HH-
repsaie <0,0/2>. Cormacmo HSF, m. 2° (crp. 298), BhIfepeM 11a-
CTOTLEO MAJI06 YHCIO &, ITOGH IPH & < 5y GHuI0 0< 7(e) < 1/2. Torma
u3 memmst HSF, n. 3° (crp. 802), cxemyer, uro

sup | Fla+ 8(e)) — F(®)] = (& + 8(&)) — F(Exe)| = .

Omronvanne [OKA3ATENBCTBA ANAMOTHYNO MOKABATCALCTRY M3
HBF, m. 4° (ctp. 303), mpuuém uETEpBAT {®y, 2 +1) urpaer agecsn
Ty-#Ke pomls, Kawyo urpaer 3 HEF, m. 4° xparvattumi uma murep-
BajI0B MOROTOHHOCTH PACCMATPHBACMON TaM (YyHKIuIM.

3. Ycmonnit WpMBeABHEON TEOPEMEl HENbAH OCTAGHTS : LOCTPOMM
npumep- ocofennoll Byrryuu, npouzsodHan Komopoll  cyuwecmayem
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6clody, ecinb 0epaHUMEHQ U UMeem JUulb 0OHY INONKY paspvled 8 KaMc-
dom unmepeane daurm pagHoll ocHosHoMY Nepuody?).

ITycTs
@ (@) = 2¢ — 0%,
JO maa o=0,

2) = 5 1 1 1 1 1
" l“‘l“{z"“"”(é%)’q”(ﬁﬁ)Jfaf——l—w} 2o )
(n=0,1,2,...).
K}
&
plx)
i
I
|
i
)
1
|
i 1
I |
TA
nl
o !
I |
aille | ®
0 B D 1 2

OyHRIMIO () IPOROIKAEM NEPHOLIYecKH Ha BCIO MPAMYIO U 10~
Iy4aeM HEPEPHBHYI0 NEPHORNHMUYecKYo (YHKIWIO ¢ MepPUOIoM pas-
e 2. Joxames, uTo oHA O0COOEHHAA.

Ilyers @, Ha#Gombmee smavenne (QyHKnuM (x) B HHTEPBAIE
{1/2™+1 1/2™5. Vs NOCTPOEHMA BUIHO, UTO @y, HONOMHUTENBHO U CTpe-
MHTCA K HYIO.

TloxameM, YTO ANA HOCTATOYHO Gompmoro 7 umero 1/2" ecrs
0Oy TIOUTH-TIEPUON, IAA (). A 8TOTO HY/HHO ONCHUTL BENUYUHY

) (m + ;}l) — (@)

%) B npumepe Steinhaus’a IpomsBomHas He OrpaHMyeHA M HE CyNIe-
crayer B Touke 0,
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W3 ompememenna QYHRUMY (@) JETHO YCMOTPETH, 4r0 QI
ze(1/2"*Y) 1/2%y, k=1,2...,n—1, UMeeM HePABEHCTBO

1 1 1y 1
‘w(”’f‘yb)”"/’(”) gmax{ﬁyzk-zp(ﬁ) ?} =

1 1 1
= max 5,;;7(]9 'é',‘c' ‘W .
IlpuasaB emd pas Bo BHEMAaHME ompefenexue (Qynumuu v (z),
MEL y6essnaemca, uro aua xe{0, 1/2™

1 1 1 1 1
@ sforg)<olg)r ot 5)=olz)me ol

a BHOYRIOCTH K BepxXy QPyHKuum ¢ (v) mast

)

1 1
(4) 2”-qv(y)-w<¢(w)<w(av) ik we<0,§,;~

ITokameM Tenepsb, YT NPH NOCTATOYHO GONBIIOM 7, ANA © <L 1/2"
1
(8) : y 90+§ﬁ > y(z).
Ilyers » HacTONbKO GoibIIOE, Yro HpH &< 1/2"

(6) o'(2)>1.

Mpumem cmadaxa, yro o <1/2". Ilyers 1/2"H <o <1/2% mua
kzn+t1.

Iycrs mamee 7, Ta Touxa mHTepsama (1/2°7%,1/2%y B moropon
v(ne)=0; TOrma v(») < p (7). Kpome sroro mmeem o 4-1/2%>1/2"1,

ClIenoBaTeNbHO
1 1 1
] W+y > ¥\ g1 =9\ g1

™ #(o+ 30) @2 () ~pm.

Hoaromy

Hepasencrao (5) cuemyer us (6), (7) m M8 onpepmeneEus (QyHK-
o p(x).
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[ycrs temeps 1/2"H <o <1/2". BocmoupsyeMmca 0603HAYCHHA-
MU yKagaHHEIME Ha uepreme: Ad=17,, B=1/2", D=1/2""1, 0 — ra
Toura METepBana BD, B Roropo#t p(x) paBHa a,. MMeem
1 3 — 1=
Ha ocnoBanun (6) mmeem
—_ — 1 ] ——
BO’<AB<—2W=§BD.

Otcioma ¥ u3 (8) cuexyer @+ 1/2" > 0_0'-, OTHyNa nomxydaem (5).
U3z mepasescTs (3) u (4), yaaTssaa (5), umeem

® lo[o+ 35w

1 1 1 1
=w(w+ ?)—w(méw(gﬁ)=w<y) s we<0,—2-,:>‘~

IIpupumas BO BHHMAHME, 4TO

1 1 1
PlgE) = <ely

HepaBeHcTB2a (2) U (9) maloT BMecre

1 1
< max —2—57 @ —i;b

s 260,13 u KOCTATOYHO GOIBIIUX M.

Tax Har »'(0) =2, CIeL0BATEILHO, NIA NOCTATOYHO GONBIIOTO
Gynmer @(1/2™)>1/2" 1 TOTAA OKOHYATEAHHO MOIyYaeM

(b=1,2,...n—1),

(o4 2) v

(10)

w(m—{-%)—w(w) ézp(-élﬁ)<an mia  xe{0,1>.

Hua @ as unrepsana {1,2) HepaseHcrro (10) 6ymer, KaK BUAHO,
TOME MCHONHATHCA KA NePUOTHUECKH IPONOIKEHHON QyHrIun p(a),
€Cil TONBRO 7 MOCTATOYHO BEIHKO.

OxoHuaTeIbHO, HepaBeHcTBo (10) WCIONHEHO NN BCEX @ U KO-
CTATOYHO GOJBIIUX %, a BTO M BHAYHT, yTo ymcna 1/2" AsIAw0TCA
ap-TIO9TH-TIepUOgaMy YHKIMY % (2) ATA AOCTATOYHO GONBITHX 7.
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Tax wax ¢(0)=0 u 5,<1/2% 10 |p(n,) —p(0)|=0a,> p(1/2"),
8(ay) <np<<1/2% sHaumT, v(ay,)=1/2" eCTb 0COGEHHLI MOYTH-NEPHON
¢ynruua y(x).

B Toure #=0 cymecrByer npoussogHas QyuHKumm y(x) pasma
npouasonuolt gynrnmuum @(x) B sTofiwme Toume: ¥'(0)=¢'(0); a10
ClieflyeT M3 COOTHOMICHUS

h)—e(0 h Ry — (0 wih (0) h
‘?';L)_TM - ?L;L.Z < l/’.(__)nlr’/’*(_) - _/_gi._) < fp__(";)_ =¢'(0)  (h>0).
TIpussomuman Qyamuumu y(%), 0YEBHENO, OTPAUKYEHA.

Mamenssr HesHAUMTENLHO (PYHHUMIO () B KOCTATOUNO MaJLIX
OKPECTHOCTAX TeX TOYeK, B KUTOPBIX OHa HE MMEeT HPOM3BOIHOH,
MEL MOM{EM, He HApYmAsA e ocoGenIocTH HOGUTLCA TOrO, 4T0 UPOH3-
BOQHAS GyRer CyWIECTBOBATL BCIOXY M OyAeT HEenpPepHIBHONH H orpa-
HMYeHHOH B OTKpPBLITOM HuTepsage (0,2). V mepuopudecKk:m NMpomoi-
HEHNOY YHKIMA IPOMBBONHAA GYyMeT CYIeCTBOBATL BCIOKY M Gymer
HENPEePLIBHOM BCIONY, UCKAIOuad Touru 0,2, —2,4, —4,...,2n, —2n,...

Homyvennaa QyRROMA W ecTh npumep (Pyaxuum obramaromett
TpeGyeMEIMI CBOMCTBAMY.
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UN PROBLEME CONCERNANT LE PROLONGEMENT
DES FONCTIONS AUX o-MESURES
PAR ’

1. LOS (WROCLAW)

Soient B une algébre de Boole, X un sous-ensemble de B et
f une fonction réelle sur X.-1I serait de grand iniérét d’établir
des conditions suffisantes et nécessaires pour que f se laisse prolon-
ger i une o-mesure sur B.

Par mesure nous comprenons ici une fonction x non-néga-
tive, additive et normée sur B, c.-a-d. telle que u(X)>0,
pEFY)=uX) 4 u(Y)—uXY), u(XX)=0 et pX+X)=1, pour
X,YeB. Une mesure u est dite o-mesure, si elle est dénombrable-
ment additive, c.-a-d. silim x(Xn)=0 pour chaque suite X; DX, D...

Nn—yoo

d'éléments de B telles que iﬂiX,-=0 (0 étant élément nul de B).

Dans le cas ou la condition de additivité dénombrable n’est
pas exigée, on parle des mesures simplement additives. Dans ce
travail, nous ne supposons guére que lalgdbre, sur laquelle est
définie une o-mesure, soit dénombrablement additive.

Le probléme analogue pour les mesures simplement additives
était examiné et résolu par Horn et Tarski?). Il resulte de leurs
théorémes que la condition suivante (étant évidemment nécessaire)
est suffisante pour l'existence d'un prolongement de f & une telle
mesure sur B:

(C) Pour chaque sous-ensemble fini ¥ de B il existe une me-
sure u sur la plus petite sous-algébre [¥], de B contenant ¥,
et telle que u(X)=F(X) pour XeX ¥ (auntrement dit: une mesure
qui est un prolongement partiel de f sur [¥],%).

1) Voir Horn et Tarski [2], p. 469-477.

%) Cette condition est formulée dans le travail de Lo § et Ryll-Nardzewski
[4]. Dans ce travail nous avons démontré aussi sans y faire usage des résultats
de Horn et Tarski, que cette condition est suffisante pour le prolongement
en question.
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