Sur les fonctions continues d’une variable ordinale.
Par

Wactaw Sierpifiski (Warszawa).

La notion de limite d’une suite transfinie de nombres ordinaux
est définie habituellement pour les suites transfinies croissantes de
nombres ordinaux, mais on peut étendre cette notion aux suites
transfinies quelconques de nombres ordinaux, en disant que le
nombre ordinal 1 est limite d'une suite transfinie de type @ de
nombres ordinaux {oglscy, 0l @ est un nombre ordinal de deuxiéme
espéce, si pour tout nombre ordinal »<2 il existe un nombre ordinal
p<@ tel qu'on a y<as<<A pour u<£é<g.

Une fonction f(£) qui fait correspondre au nombre ordinal &
des nombres ordinaux f(£) sera dite continue, si, p étant un nombre
ordinal de deuxiéme espdce, on a toujours lim f(£)=7f(p), c’est-

i<p

a-dire si, § étant un nombre ordinal quelconque, tel que B<f(p), il
existe un nombre ordinal a<g, tel que f< f(&) < flp) pour a< é<g.

La fonction f(£)=¢ ainsi que toute fonction constante d’une
variable ordinale sont évidemment:continues.

La somme et le produit de deux fonctions continues d’une
variable ordinale peuvent &tre des fonctions discontinues. Tel est
par exemple le cas ot chacune de deux fonctions est égale & la
fonetion f(£)=¢.

En effet, si g(é)==£+¢£ et R(E)=£-£, on a

lim =lim(&:2)= ‘2=
s‘@!J(S) K@(f J=w%o g(w)
et
lm A(&) =1im £ = ok w?=h{w).
<o <o
.On peut relativiser d’une fagon évidente la notion de con-
tinuité d’une fonction d’une variable ordinale aux fonctions f(&)
définies seulement pour les nombres ordinaux ¢ inférieures & un
nombre ordinal donné «.

icm

Sur les fonctions continues 205

Théoréme 1. Toute fonction f(£) définie pour les nombres
ordinous £<a, ob a est un nombre ordinal donmé <Q et dont les
valeurs f(&) sont des mombres ordimaum quelconques, est limite d’ume
suite infinie (de type w) de fonctions continues fn(£) définies pour E<a.

Démonstration. Seit f(4) une fonetion définie pour &< a,
ol a est un nombre ordinal <, et dont les valeurs sont des nombres
ordinaux quelconques. Nous pouvons évidemment supposer que a
est un nombre ordinal transfini. Comme a<®, ’ensemble de tous
les nombres ordinaux <a est dénombrable: soib

1) 30 T

une suite infinie formée de tous ces nombres. n étant un nombre
naturel, définissons maintenant Ia fonction f,(£) pour é<a comme
il suit.

Ordonnons la suite de n nombres ordinaux &,&, ...,£, d’aprés
leur grandeur: soit &i,&,...,&, la suite ainsi obtenue, et posons
£4=0. Posons

In(6)=f(& pour EH<i<EH  (h=1,2,..,m)
et

fa(é)=1 pour &<é<a.

On voit sans peine que les fonctions f,(£) (n=1,2,...) sont
continues pour £<a et qu’on a fn(&x)=7F(£r) pour n>%. La suite (1)
contenant tous les nombres ordinaux &<, il en résulte tout de
suite que

lim f,(&) =f(&) pour &<a.
n<e®

Le théoréme 1 se trouve ainsi démontré.

Théoréme 2. La fonction f(£)=E&+1 définie pour £<0 n'est
pas limite d’aucune suite tramsfinie de fonctions continues d’une
variable ordinale.

Démonstration. Supposons qu’il existe une suite infinie
{de type w) fa(£) (n==1,2,...) de fonctions continues d’une variable
ordinale, définies pour é<Q et telles que

@) limfa(§)=E+1  pour E<Q.
n<o

D’aprés (2) il existe pour tout nombre ordinal £<£ un nombre
naturel p; tel que fn(§)=£&41 pour n=p,.
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Les nombres p, ol £<£2, ne prenant que les valeurs naturelles
dont ’ensemble est dénombrable et 1’ensemble de nombres ordinaux
- £<Q étant indénombrable, il existe un nombre naturel p tel que
Pégalité p,=p a lien pour une infinité indénombrable de nombres
ordinaux £< Q. Il existe donc une suite unfinie croissante de nombres
ordinaux & <§£<...<Q telle, que p,=p pour i=1,2,... Soit
0= lililfﬁ,ﬂn aura done fu(&)=4§ +1 pour nz=p et i=1,2,..,

done limfu(&)=lim(&+1)=§&,, pour n=p. Soit » un nombre
<o i<o .

naturel Z=p et >pg. On aura les égalités

lim (&) =&

i<o

et fu(fo) =&+1

qui prouvent, d’aprés'lim&;=§&, que la fonction f,(£) est discon-
<w

tinue pour £=§&), ce qui est impcssible.

La fonetion f(§)=£-1 n’est pas done, pour £<, limite d’une
suite infinie de type w de fonctions continues, ni, évidemment,
d’aucun type confinal avec w.

Supposons maintenant que la fonection f(&) est pour &<Q
limite d’une suite transfinie de type >0 de fonctions continues:

Imf(8)=&+1 pour é<.
<y

I existé done pour tout noinbre ordinal £< un nombre .

ordinal f:<g, tel que fi(£)=£41 pour {e<<f<p. Comme le<o

pour {<w et, vu que @ est un nombre de deuxiéme espéce qui n’est

pas confinal avec o, il existe un nombre ordinal £, tel que fs<lo<g@

pour {<w. On a done fe(§)=£+1 pour fw, d’ont limf, (&)=
<o

=0<w+1=f{w), contrairement & I’hypothése que fe,(§) est une
fonction continue. ' )

Le théoréme 2 se trouve ainsi démontré.

Théoréme 3, f(&) étant une fonction quelconque définie pour
§<Q et dont les valeurs sont des nombres ordinaus, il existe pour tout
nombre ordinal a<Q et tout mombre naturel n une fonction fan(E)
dune variable ordinale, continue pour £<Q et telle que

(3) ‘ f(§)=lim Hmf,,(&)

our £<Q.
a<l n<o 4 £
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Démonstration. D’aprés le théordme 1 il existe pour tout
nombre ordinal a< {2 une suite infinie fo (&) (n=1,2,...) de fonctions:
continues d’une variable ordinale, définies pour &<Ca, telle que
f(&)= lig}) fen(€) pour £<<a. Posons fon(é)=1 pour a<é<Q: les:

n .

fonctions faa(8), ol a<® et n=1,2,..., seront, comme on le voit
facilement, continues pour £<, et on aura la formule (3).

Le théoréme 3 est ainsi démontré.

Théoréme 4. La limite @une swile transfinie non décroissante
de fonctions continues non déeroissantes dune variable ordinale est
une fonction continue. :

Démonstration. Soit ¢ un nombre ordinal! transfini de
deuxidéme espéce eb soit {fz(£)}rcep une suite transfinie non décrois-
gante de type ¢ de fonctions continues non décroissantes d’une.
variable ordinale, et soit

(4) lim f(&)=1(£)
. <y

pour tout nombre ordinal .
Soit A un nombre ordinal de deuxiéme espéce et » un nombre-
ordinal quelconque, tel que »<jf(4). Comme ?("11 fe(A)=F(4), il existe
()

un nombre ordinal p<eg, tel que »<fr(d) <f(A) pour u<i<ep.
Soit ¢ un nombre ordinal tel que’u<{<g. La fonction f:(&) étant
¢ontinue; il existe un nombre ordinal z< 42, tel que »<fr(&)<fe(d)
pour v<£&<A. La suite {fz(£)}tcp étant non décroissante, on a,.
d’aprés (4), (&)< f(£). On a ainsi »<f(§) pour 7<é<i et la
fonction f(£), en tant que limite d’une suite transfinie de fonctions.
non décroissantes, étant, comme on le démontre facilement, non.
déeroissante, on a »<f(£)<f(4) pour r<é<4i, ce qui prouve que
1a fonetion f(£) est continue pour £=4i.

Le théordme 4 est ainsi démontré.

Il est & remarquer que le théordéme 4 n’est pas en général vrai
pour les limites de suites transfinies qui ne sont pas non décrois—
santes de fonctions continues non décroissantes d’une variable
ordinale, p. ex. il n’est pas vrai pour la suite infinie de fonctions:
continues {fn(&)}nco, Ol fa(€) =1 pour £ < n et fa(§)= o pour £>n.

Le théordme 4 n’est non plus vrai pour les limites de suites.
transfinies non décroissantes de fonctions continues qui ne sont.
pas non décroissantes, p. ex. pour la suite infinie de fonetions con—
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tinues {fn(é)}nco, OU fu(é) =0 pour £Ln et pour £>w et fo(€) =1
pour n<éKw.

Il est & remarquer que pour les fonctions réelles d’une variable
Téelle on a la proposition suivante:

La limite d'une swite infinie mon décroissante d’une variable
réelle continues partout du cbté gauche est une fonction continue partout
du cbté gauche.

En effet, soit f(z)=1limf,(#) la limite d’une suite infinie non

n=oo

décrf:issante de fonctions non décroissantes d’une variable réelle

continues du c6té gauche. Soit , un nombre réel quelconque et &

un nombre positif donné. Comme f(zy)=1imf,(#,), il existe un
n==co-

nombre naturel m tel que f(2g) —e<fm(®y). On a done 7= f(z,) —

—f(®y)+&>0. La fonction fn(#) étant continue au point z, du

©0té gauche, il existe un nombre 6>0, tel que fm(@)>fm(®)—n

(f’est—a-dire fm(®) >f(2y)—e pour z,—dé<w<wm, La suite {f,,(m)},,<,:.

4tant non décroissante, on a d'aprés Lm fu(#)=f(®), f(x)>fn(z),
n=co

done - f(x) ?f(wo)—e pour. g,—d<x <, et, la fonction f(x) étant

non dégrm.ssante (en tant que limite d™une suite infinie de fonctions

mnon déecroissantes) on a f(w,) > f(#) pour z<ax, On a ainsi
H@)—e< f(w) <flwy) pour m—d<az<a,

<e qui prouve que la fonction f(x) est continue pour w==m, du c6té
gauche.
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Some Remarks on.Automorphisms of Boolean
Algebras™),

By
" Ladislav Rieger (Praha).

The main subject of the present paper is the construction
of an algebra B admitting no proper homomorphic mapping onto
itself 2). :

BEspecially, B has no proper automorphism, i. e. we get 2 nega-
tive solution of the known problem (see (L), problem Nr 74, p. 162
and the problem listed at the end of the first edition (1939) of this
book) as to whether each algebra must have a proper automorphisms®).

The elementary construction of B is essentially a topological
one, i. e. we solve an equivalent topological problem in disproving
the known hypothesis (see e.g. (L), p.174) that every zero-di-
mensional bicompact space should admit some proper homeomorphie
transformation onto a suitable subspace of it. Actually, we have
an ordered zero-dimensional bicompact space without such homeo-
morphic mappings.

A remark is added concerning the construction of algebras
with rather singular automorphism-groups, which may be of some
interest from the point of view of abstract ergodic theories 4). Some
consideration of a part of problem Nr 75 of (L) (of whether a certain
dual-automorphism-property is typical in Boolean algebras) con-
cludes the paper.

1) For basic notions of the theory of Boolean algebras (in the sequel, the
attribute ,Boolean” will often be omitted) see G. Birkhoff, Lattice Theory,

Amer. Math. Soc. Coll. Publ. XXV, Sec. Ed. (1948), quoted as (L)

2) The result was communicated by the author at the session of the Po-
lish Mathematical Society in Warsaw on January 26-th 1951.

3) Recently M. Katétov (Praha) has given an elegant solution in which
he uses the theory of Cech bicompactification. Katstov’s result will be published
in Coll. Math. (1951) and has priority.

4) Cf. P. R. Halmos, Trans. Am. Math, Soc. 86 (1944), p. 1-18.
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