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Sur une méthode d’estimation des moyennes de Weyl pour les
fonctions périodiques et presque périodiques
par

S. HARTMAN (Wroctaw).
L Introduction. Notions et théorémes préliminaires.

Désignons par f(t) une fonction de variable réelle & valeurs
complexes, & période 1, intégrable (R) dans lintervalle <0,1).
Selon le théoréme connu de WEYL on a pour tout £ irrationnel

im = (7(8) + ...+ F(E) ff

woe N
ou, en autres symboles,
1) e N‘IZJ‘(?E)—-J(/,
N-roo

M; désignant, comme en généra,l (pas seulement pour les fonctlons

périodiques) la valeur moyenne lim 7' lf f)dt, ici égale & f f(t) dt.

T-see

Appelons Pexpression N’lz‘f(y& moyenne de Weyl) de la fonetion
j=1
périodique f(t) et posons

N
@) G(f, E,N)=1§f(jf)-1\7-//lf-

On a alors en vertu de (1) pour tout & irrationnel
@ (f, &, N)=0(N).

1) Pour ce terme cf. 8. Hartman, E. Marczewski et Cz. Ryll-
Nardzewski, Théorémes ergodiques et leurs applioations, Colloguium Mathe-
maticum II,2 (1950), p. 109-123, surtout p. 114.

Studia Mathematica. T. XII. 1


GUEST


2 8. Hartman

Des estimations plus précises de @ comme fonction de N dé-
pendent évidemment de deux facteurs: des propriétés analytiques
de la fonction f(t) et des propriétés arithmétiques du nombhre &.

On dit que le nombre irrationnel ¢ est du type g, si u est la
borne supérieure (supposée finie) des nombres a tels que P'inégalité
[gé—p|<1/g" admet une infinité de solutions entidres p et g¢.

Désignons par f#, les dénominateurs du développement de &
en fraction continue et par p,/g, — les réduites de cette fraction.
On sait que

(3) Q1= 1%t Gy

En posant ¢,,,==¢,", il vient ?)

(4) u=lm g, .
. el
Soit ¢ () >0 une fonction continue pour ¢ > 0; admettons que
#p () tend de maniére monotone vers 0 pour t—oo. On a alory
le suivant théoréme de KEINTCHINE 3): Vindgalitd |qé—p|< q9(q)
admet pour presque tout & au plus un nombre fini de solutions en-
tidres p et g, ou bien elle admet pour presque tout £ une mfinité de

telles solutions, suivami le cas: [to(t)dt <co ow bien [iq(t) dt=oco.
i :

0
De la premitre partie de ce théoréme (pour ¢(f)=1/""}, a>1),
ainsi que du résultat classique concernant les fractions »,/q, on
conclut que presque tous nombres sont du type 1.
Citons encore le théortme de THUE: si & est un nombre algé-

n

brique du degré n>2, Vindgalitd |qi—p|<1/gz* (6>0) nladmet
quun nombre fini de solutions entiéres (nous laissons de c6té les
résultats ultérieurs qui sont encore plus précis). On en déduit que
tout nombre algébrique du degré n>2 est du type p<<n/2. En
particulier, les nombres du 22 degré sont du type 1. D’aprés (3)
et (4), il en est de méme pour tout nombre irrationnel & pour
lequel les B, sont bornés.

*) Voir par exemple: J. Koksma, Diophantische Approzimationen, Sprin-
ger, Berlin (1936), p. 27-28.
) ) A. Khintchine, Hinige Sdtee iiber Kettenbriiche, mit Anwendungen auf
die Theorie der diophantischen Approzimationen, Mathematische Annalen 92
(1924), p. 115-125.
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Dans ce cas on a de plus
(5) |mé—n|>M[ln| (m,n entiers; n#0),

ol M est une constante positive qui dépend de £ On obtient (5)
en vertu de (3), en tenant compte de la relation 1§—p./0,1 >1/2¢,9, .+
et de ce que (m,n)=1, mz=gq, (»=1,2,...) entrainent

|E—n/m|>1/2m2.

Les recherches spéciales sur les moyennes de Weyl concernent
surtout, quoique non exclusivement ¢), des cas, ol f (¢) est une fone-
tion bien déterminée, un des polynémes de Bernoulli P,(ty par
exemple.

Puisque c’est le cas qui nous intéresse, rappelons la définition
de ces polyndmes, en désignant par [t] la partie entiére de i:

' -3, si t=[t],
Pty =114 o 1 it .
‘ELWZ_‘;;G sl i1,
1 e
. Pel® = w2 ™
% ) 1
P (t) = (_1)T¥7 V pmint
2r+1 (2n)27+1 n::Jm 17.2r+1 ’

ot X" signifie que la valeur n=0 est omise dans la sommation. On a

(T)  Py(t)==P, (t) pour ts[t], P ()=P, (1) pour tout t et k>1,
1

(8) [P, (t)dt=0 pour tout k naturel.
]

POSOIIS encore
(9) B (&, N)=)I

4) Cf. par exemple J. Koksma, Een algemeene stelling wit de theorie
der gelijimatige verdeeling modulo 1; Mathematica B (Zutphen) 11 (1942), p. 7-11.

N
On y considére les sommes Xf(g),[() étant & variation bornée ef; {57-} étant
une suite quelconque. =1

1*
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BEHNKE °) a montré que
(10) R, (&,N)=0(1) pour k>2 et pour { du type u<k.
Cet auteur fit I'usage de l'inégalité )

' 1
(11) const - (ij* +o powr néz[nd],

~ ] 1—7&3?{%5_])
de laquelle il obtint, pour tout & irrationnel et pour k=2, k étant
réel,

, 1 Qu+1
12 e < eonst - S’
12 ;n"lsmamﬂ 2

lsm 5[

»

oll r est un nombre naturel qui dépend de £ et de N. De (12) et
de la relation presque évidente

oo N oo
v 1 e 2
13 R, M < il 32m71z, < R
(1s) Be NI N X< Y
résulte (10), parce que d’apres (4) on a, pour a>u et pour tout »
suffisamment grand, g¢,,,<q?, dou g¢,,./¢F<q¢*" ce qui entraine
la convergence de > g"“

=1 7

pour u<a<k vug,>(3/2)" pour » suffi-

samment élevé.
On peut facilement remplacer les inégalités (13) par d’autres

plus générales: en admettant f(t)=) a,e™™, a,=., on obtient

=24
(14) @M< Y | wZeZ"MKZ .
= — oo = e | 81N ym&

De (14) et de (12) on déduit le théoréme suivant, qui est une
simple généralisation de (10):

Théoréme 1. Si a, sont les coefficients de Fourier de la fonction
1) e a,=0(A/m*), ow k=2 (k réel), et si & est un nombre du
type p<k, on a G{f,&N)=0(1).

*) H. Behnke, Zur Theorie der diophantischen Approzimationen, Abh. a. d.
Mathematischen Seminar d. Hamburgisechen Universitit 3 (1924), p. 261-318,
surtout p. 282.286.

Sur une méthode d’estimation.

“t

.

Quant & R,(£N), on a d’aprés HARDY-LITTLEWOOD ©)
(15) E,(¢,N)=Q(1gN)
pour tout & irrationnel 7); mais, d’aprés KHINTCHINE 8),
(16) B, (&, N)=o(lg***N)
pour tout &> 0 et pour presque tout & et d’aprés LERCH °)
(17) R, (£,N)=0(lgN), si les B, sont bornés.

Afin d’obtenir plusieurs autres estimations de G(f,&N) pour
quelques classes de fonctions périodiques, ainsi que des estimations
d’expressions analogues pour les fonections presque périodiques,
nous allons nous servir de quelques théorémes sur les fonections
presque périodiques.

Pour une fonection f(t) de variable réelle & valeurs comple-
xes, nous désignons par <(f,e) (¢>0) tout nombre z tel qu'on =
[fE+7)— ;f( )|<a pour tout ¢ et par ™ (f,¢) tout nombre = tel que

sup { |f t-+7)—f(t) |Pdi<e. La fonction f() s’appelle wunifor-

—oelgpl o X
mement presque périodique (abrégé u. p. p.) ou bien presque pério-
dique au sens de Stepanoff selon la p-éme puissance (abrégé p. p. 8%,
p=1), si elle est continue ou bien intégrable (L) dans chaque in-
tervalle fini et s’il existe pour tout >0 un nombre L (f,¢) tel que
tout intervalle de longueur L (f,e) contient un au moins des nombres
7 (f,¢) ou 7,(f,e) respectivement.

Toute fonetion périodique est u. p. p., si elle est continue; elle
est p. p. 87, i elle est intégrable (L?) dans chaque intervalle fini.

% G. Hardy and J. Littlewood, Some problems of Diophantine Appro-
ximations, Proc. of the London Mathematical Society 20 (1922), P. 15-36, sur-
tout p. 36, ol (15) fut énoncé sans démonstration; pour la démonstration, cf.
A. Ostrowski, Bemerkungen zur Theorie der diophantischen Approximationen,
Abh. a. d. Mathematischen Seminar d. Hamburgischen Universitdt 1 (1922),
p. 77-98, surtout p. 85-90.

) I8 = R2(g () équivaut & lunif(t)/g Y[ >0.
froy o

8 A. Khintchine, Bin Satz uber Kettenbriiche, mit arithmetischen Anwen-
dungen, Mathematische Zeitschrift 18(1923), p. 289-306. Bemerkung dazu: Ma-
thematische Zeitsehrift 22 (1925), p. 316.

%) M. Lerch, Question 1547, I.’Intermédiaire Mathématique 11 (1904),
p. 145-146.
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Ce sont surtout les fonetions u. p. p., p. p. S* et p. p. 82 que nous
allons considérer. Toute fonction u. p. p. est p. p. 82 toute fonction
p. p. 82 est p. p. 8% La somme de deux fonctions qui sont u. p. p.
ou p. p. & ou p. p. 82 est & son tour u. p. p. ou p.p. S ou p. p. §*
respectivement. Le produit de deux fonctions u. p. p. est w. p. p;.
le produit de deux fonetions p. p. 8% est p. p. 8% Le produit de
deux fonctions p. p. 8%, dont une est bornée, est Iui-méme p. p.

87, 8i la fonection f(¢) est u. p. p., elle est bornée sur toute la droite.
z+1
Sif(t)estp.p. 8%, ona sup [ |f()Pdi<co.
—oaLy<oo I

8i f(t) est p.p. 8, il existe, pour tout nombre A réel,

T
ay=lm T [ () e2"* .
T-yoo 0

Si A désigne P’ensemble des valeurs A pour lesquelles a,5£0, on a

A< &, On appelle séric de Fourier de f(t) toute série 3 ay ™™, ou

A parcourt I’ensemble 4 ordonné arbitrairement en une suite finie ou

infinfe (y compris bilatéralement infinie). On écrit alors f (£)~ Y a, e*™#
‘ A

et on appelle les 4 exposants de Fourier et les a,— coefficients de Fou-
rier de f(t). La série de Fourier au sens ordinaire d'une fonction pé-
riodigue intégrable (L) est sa série de Fourier selon la définition
précédente. Pour toute fonction p. p. 82 la relation de Parseval est
valable, c¢’est-a-dire

2 3 1 3
2l i{gﬂflf(t)lzdt-

8i la-série Ya,e®* converge uniformément, elle représente
i

une fonetion u. p. p. 19)
On appelle la série 3¢, > produit des séries de Fourier Ya, ¥
. . veN Aes
et 3b,e*, & ¢,=3 a,b,, lensemble N étant composé de toutes
6M A=y

u
les valeurs A+-u, ot AeAd et ueM.

Lemme 1. Le produit des séries de Fourier de deur fonctions
p. p. 8% est la série de Fourier de lewr produit,

) Pour les notions et théorémes mentionnés ici, concernant les fonc-

tions presque périodiques, ef. par exemple: A. Besicovitch, Almost periodio
functions, Cambridge University Press, Cambri dge (1932)
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Un théoréme analogue a été démontré par BoHR ') pour les
fonctions u. p. p.; dans son raisonnement, la thése apparait comme
une conséquence algébrique des propriétés suivantes: 1° toute
fonction uw. p. p., ainsi que le produit de telles fonctions, admet
la valeur moyenne .#,, 2° toute fonction u. p. p. satisfait 4 la re-
lation de Parseval, 3° la classe des fonctions u. p. p. est additive,
40 la classe des fonetions u. p. p. est fermée par rapport & la multi-
plication par const.e'™ (4 réel). Or, les fonctions p. p. &* possédant
les propriétés 1°-49% le lemime se trouve démontrsé.

On aura besoin dans le chapitre IIT d’un théoréme auxiliaire
suivant:

Théoréme II ). Si f (i) est p. p. 8%, si F(5) est u. . p. et i

@ O~ ae™t, () P~y i g,

ed jed 27082
alors

F(t) =ff (u) du-+const.
é

Remarque. (i) implique évidemment a,=0.
Démonstration. On peut déterminer 4 l'aide de l'algorithme
de FEJER-BOCHNER ') des ensembles finis A9 A (¢=1,2,...) et
des coefficients réels %@ (1¢ A@) indépendants des a,, tels que pour
toute fonetion @ (£)~3 a,e?™* qui est w. p. p. ou p. p. S* respee-
Aed

tivement, les sommes (finies) o, ({)= D' kPa,e>* satisfont & la re-

164(@
lation
lim @, (f)=¢() pour tout i (méme uniformément),
gres
ou #& la relation
x+1
im  sup i) —o,(f)|dt=0
g-¥ - —relpea L

respectivement 4).
1) ., Bohr, Fastperiodische Funktionen, Springer, Berlin (1932), p. 56-57.
12) (le théordme constitue un cas particulier d’un théordme plus général
démontré d’une autre manidre par M. Marke. Cf. P. W. Marke, Bidrag #il
Teorien for Integration og Differentiation of vilkaarlig Orden, Copenhague (1942),
p. 115,
1) Voir par exemple A. Besicoviteh, loe. cit. ), p. 46-51.
1) Besicoviteh, loe. cit. ), p. 105-107,
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On en conclut, en vertu des hypothéses du théoréme II, gqu'en
posant

(18) : 8, (1) mzmkw’zn; Jo,
(19) )= 3 10 a, i,
on a 104(@)
(20) lifn 8,(H)=F ()  pour toub %,
geres
(21) lim sup Tl [f(u)—s, (u)|du=0.
g-ren  — oAl X

En vertu de (18) et (19), on obtient
(2) fs W du-+0,,
ot 0, ne dépend pas de t.
11 résulte de (21) que hm fs (w)du= }f (#)dw pour tout ¢, car

Lfsq u)du—~f;f u)du]gf]sq(u —f(w)|du<|t]| sup f]s (w)—F(w)| du.

—noLyp< o
Par sume, il enste en vertu de (20) et (22) lim U,=0, et on &
pour tout @ q-ree
lim 8, ( f f(u)du-+C,

q-ree
ce qui prouve le théoréme.

Corollaire. 8i la fonetion f(t NZa;LeZ’““ est p. p. St et sila
série Z-;EE "M converge umformemmt vevﬁs une fonction F(t) (en
particulier si Z lay/Al<oo), on a Bt ff(u du-const.

Oe]a résulte de ce que F(i) est alors une fonetion w. p. p. et
F NZ' e?nm

5 2mid
Remarque. Le théoréme IT est & distinguer d'un autre sem-
blable, mais plus élémentaire, d’aprés lequel on &
' @
W) du~ A 2miag
off( ) : 52’ +- const,

. . f
s f(t)N;‘a,\ez’“’" est p. p. S* et si [f(u)du est w. p. p.
[

Sur une méthode d’ estimation. 9

1I. Les moyennes de Weyl pour les fonctions périodiques.

Afin d’obtenir quelques estimations des moyennes de Weyl
pour les fonetions périodiques, nous allons transformer I’expression
G(f,&,N), en faisant des hypotheéses convenables sur f(i} et en ap-

N

pliquant & la somme »'f(j&) la méthode sommatoire eclassique

=1
d’Euler-Maclaurin, '

La fonction @(3) étant définie pour ¢>0 et ayant des dérivées
qui sont jusqu'dh l'ordre k>0 %) absolument continues dans tout
intervalle fini de la demi-droite <0,4-co), nous avons, comme on
le sait, pour tout N naturel

N
B(O)+B(1) 4.+ B(N)=] B (1) dt-+(2(0) +B(V)

le(cb’(N) B0+ .o+ S (G0~ 00)

jPH (6)@%+D (1) ds,

ot P, font les polynémes de Bernoulli et B,=k!P;(0) — les nom-
bres de Bernoulli.

Admettons & présent que f(t) est une fonction & période 1 et
quelle posséde dans lintervalle demi-ouvert <0,1)7%) des dérivées
absolument continues jusqu’a ’ordre %>>0. Il en résulte 1’existence
des valeurs finies

M (1—0)=Lm @)  (v=0,1,...,k).
. +1—0
Posons

(2) 9 (1-0)—fP (0)=4
et introduisons la fonction auxiliaire )
pt)=f(t)+jd, powr j<i<ji+1 (j entier),
c’est-a-dire
=f(t)+[1]4,.
Ainsi @(t) est absolument continue sur toute la droite et pos-
sede da.nq les intervalles fermés conséeutifs (N, N-1> les déri-

15) Incluswement on pose fO(t)={(i). )
1) 8i Pon y remplace {0,1) par (0,1), on n’a qu'd poser dans la suite
FOL)—f(+0)==4, au lien de (2) pour que le raisonnement devienne com-

plétement analogue.
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vées absolument continues jusqu’s 'ordre k, si 'on entend comme
dérivées aux points N et N1 les valeurs

(3) o (N)=f2(0), (N +41)=f" (1—0)
respectivement.

Posons & présent D(t)==¢(t£), ol & est un nombre réel fixé.
Nous pouvons le supposer positif, car pour un £<:0 on n’a qu's
considérer G(f, —&,N) aun lieu de Q(f,&N), ou f‘(t)mf(——-t). La
fonction &(f) étant absolument continue sur toute la droite, nous
pouvons appliquer & cette fonetion la formule (1) pour k=0; nous
obtenons ainsi

(4) DO+ D)+ ...+ B fa> dt+%(a><0>+¢N>)+ﬁ1<t>¢'<t>dt

En transformant le membre gauche, on a avee la notation 1(9)

B(O) 4.+ BN ) =F(O)+HE) e HHFE) Ao ([E] .. +[VE]
(5) *Z’f (j&)— A.,{(£-[£])+.‘.+(N5-[N5])}+Aogi&?2
X (N+)

'Zf —AoBy(§,N)—

4y e

En transformant le premier sommande du membre droit de (4)
et en posant N&—[N&]=ey, on obtient

qu t) dit = f(p tf)dt—-f”lfqvt)dt r‘fqa dt—l—E“lij

—[Nflé“‘ff(t AU+E Ao (1424 ((NE 1))+ E‘leeN[NEH- 1)

=N0ff(t VA FAETH (N E—ey—1) (NE—ey) +2ey (Né—sy)) +0 (1)

1
=fo(t)dt+%AoN (N&-1)+0(1),
ol O(1) désigne une expression bornde par rapport & N. Le deu-
xiéme sommande donne
HPO)+B(N))=141 (0)+3H(NE) + 44, [NE]=4 4, [NE]4+0(1)
=34,N640(1),
done le membre droit de (4) prend la forme

1
Ndff(t)dt+%AoN(Nf~1) $4,NE4+0(1 +fP Bt .

icm
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Le deuxiéme et le troisidme terme de cette expression s’abo-
lissent mutuellement avec le troisiéme et le guatridme terme dans
le dernier membre de (5), en fenant compte de 'égalité

N
[P, (t) P (8) dt._ffPl(t (t€) dt_sfPl F @& dt,
1]

ol f'(¢£) désigne la dérivée de la fonction f(¢) par rapport & £ au point
t€, nous pouvons écrire (4) de maniére suivante:

N 1 N
f_Zl'f(iE)—AoRl(E,N)=N6ff(t)dt+ifP1(t)f’(tE)dt-I—O(l),
ou bien, en vertu de I(2),

N
(6) G(f, E,N)=A0R1(£,N)-‘.—EofPl(t)f'(tE)di-FO(l)-

La fonction f'(t£) a évidemment 1a période 1/&.
Admettons k>0 et transformons l'intégrale dans (6) en inté-
grant par parties dans les intervalles consécutifs

<0,1/8), <1/&,2/8),...,([NE1—1)/&,[NEV/E)

et en utilisant I(7), (3), I(9), (2), ainsi que la relation

F4 () f f(’“) w) du—+const= f¢(’+1 () du--const

pour 0<t<l (v=1,2,...,k).
On obtient alors

fpl f (&) dt

[NVE)E
~fP1 f(8&) a+-0(1)

1/

=(P4(1/6)¢_(1)—P,(0) g, )EJP ) (86) d

+(Po(2/8)9_(2) =Py (1/6) @, (1)) — EjP V(Y dtt. ..

o (P ([NEE ([N ED) —P,(([NE]—-1) /€)@ ([N E]—1)]
[Ns]/e '
—& [ Py)f"(t8) at+0(1),
(lNe]—l)/e
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N
Of P(t) ' (&) @
=g’ (1)R,(1/¢, [NEJ — ¢/, (0) (Ro(1/£,[NE]—1)+P,(0))
-§f P ) f (8€) dt-4-0(1).
L'inégalité

a1/ 1
sup [ lPa(t)f"(tf)Idt<slt1PJPz(t)I‘Oflf”(tﬁ)ldt<°°

—coLglee I

donne alors

N !
dfP1(t)f (&) dt

— AL Ry(1[6, INE)—¢ [P0y (8) 24001,
Done, en vertu de (6),
G(f, &, N)=A B\ (&,N)+EA, R, (1/£,[ NE]) c“’fP )1(@E) dt4-0(1).
En répétant lintégration par parties (si k>1), on obtient
G(f, & N)=Ao By (&, N)+ 84, B, (1/£,[NE)
(1) —BAR(L)E,[NED+. . A+ (=14 R,, (1), [NE])
- (~1>"f"“dfv Pryr (050 (16 &t+0(1) .
Lemme 2. On a pour tout >0 et pour r>1
B (&, N)=(—1) & R (1/¢[NE) +0(1). *

Démonstration. Posons dans (7) f@t)=P,(f) et k=r—1.
Comme dans le cas considéré Ag=dA,=...=4, ,=0 et A, =1,

en vertu de I(7) et I(6), on obtient, compte tenu de 1(9),

B, (&, N)=(—1) &R, (1/£,[NE])+ ’“IS’IP ) Ldt4-0(1),
d’olt on déduit la thése en vertu de I(8)
A Paide du lemme 2, la formule (7) donne par une transforma-
tion évidente
G, & N)=Ao Ry (£, )+ A, By (£,N) ... A, Ry 1 (£, V)

(8) N
TPy 8
¢

) R (2£) dE -0 (1),

icm
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C'est notre formule fondamentale.

A Taide des estimations connues des grandeurs R, (E N) on
peut obtenir par la formule (8) plusieurs estimations de G(f, & N),
si l'intégrale dans le membre droit de (8) est une fonction bornée
de N, ce qui est vrai dans quelques cas.

Nous montrons notamment le lemme suivant:

Lemme 3. f(f) ayant k=1 dérivdes absolument continues dans
Vintervalle {0,1) et & dtant du type pu<<k+1, on a

[Py 18 sr=0(1).
0

Démonstration. Soit & un nombre satisfaisant & I’hypothése
du lemme et so0it

j(k+1) (t)~a+ 2 G eZ*nmt

M= —— e

Alors, en posant p, (t;) f (f("“) —ay)dt, on a

Q, O
nit)= 0t = 5 o it

27 m=—oa M

21

et de méme, en posant v, (ty)=[(y;(t;)— C,)dt,, il vient
I

o,

o {t m p2aimi, .
P2 (ty) = Oat —— (27:7,) m_Z'iW 'mze

En répétant cette opération (k1) fois, on obtient

et 1 = a,
Pepr (L) = f( )=C)dt=Cpp1+ i > 2

- 2rimig.q
(2ot il e 1¢ !
et pour presque tout ¢
(9) P () =4 () —

La suite (a,] tendant vers 0 en vertu du théordme de Riemann-
Lebesgue, los coefficients de Fourier de ., (f) sont o(1/m¥*1).
Puisque k>1, il résulte du théoréme I que

(10) Gpran, &H)=0(1).
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La- fonction w,,(t) ayant & dérivées absolument continues
sur toute la droite, la formule (8) devient pour cette fonction

gy & N)=(— EkH[P v ( w}jﬂ“(tf)dtﬁ—O(]),

on obtient donc de (10) et de (9)
N
[Py B [FFD(28) —ap] dt=0(1).
0

On déduit ensuite la thése du lemme, en tenant compte de I(8).
Le lemme 3 permet de démontrer les théordémes III et IV qui
suivent:

Théoréme III. 8i la fonction f(t) & pdriode 1 admet une dérivée
absolument continue dans Vintervalle <0,1), on a

G(f, &, N)=0(lg'*"N)
pour presque tout £ et, si les f§, sont bomds, on a de plus
G(f,§N)=0(lg N);
cependant, 81 f(1)sf(1—0), on a
G(f, & N)=Q(1gN)

(e> 0 arbitraire)

pour & du type u<2.

Démonstration. On obtient ce théordme moyennant la for-
mule (8) pour k=1 & l'aide de I(16), I(17) et 1(15), pnisque pour &
du type u< 2, donc pour presque tout & — et en particulier quand
1(155 B, sont bornés — on a R,(£,N)=0(1) en vertu de I(10) et

f P, (8)f"(t6)dt=0(1) en vertu du lemme 3. Pour obtenir Ia der-

mére proposition de la thése, il faut encore temr compte de ce que
F(L)#f(1—0) équivant & 4,40.

Remarque. 8i la fonction f(¢) admet um, dérivée absolument
continue dans l'intervalle <0,1) et si f(1)=7(1— 0), done si f(1)
est absolument continue sur toute la drmte, on a G(f, &N)=0(1)
pour chaque £ du type u< 2, ce qui résulte du théoréme I, ley coef-
ficients de Fourier de f(t) étant alors O (1/n?). Clest d’mlleum un cas
spécial (pour 1=0, k=1) du théoréme suivant:

icm

Sur une méthode d’estimation. 15

Théoréme IV. 8i la fonction f(t) & période 1 admet dans Vin-
tervalle fermé (0,1 (donc sur toute la droite) des dérivdes absolument
continues jusqu’a Vordre 10, et si elle admet dans Dintervalle demi-
ouvert {0,1) des dérivdes absolument continues jusqu’d Pordre k>1, on
a pour tout & du type ,u<k+1

1— V_H
G(]‘,E,N)——IO ) pour k>1+1, p=l+2, e>0,
l 0(1) pour pu<<l-+2.

Démonstration. On a les suivantes estimations de R, (&,N)

(r>1), & étant du type <p:

{O(Nl‘i“)
l 0(1) pour u<<r1¥).

On obtient la thése du théoréme IV, si I'on pose dans ces esti-
mations #=1-+2, et si on les utilise ensuite dans la formule (8)
celle-ci se réduisant &

G, 6 N)=4A1,1 By (&, N)+Az+sz+a(5 M)t 4y By (6 N)
+(=1) §k+1fpk+1(t)f(k+l) (t&) at+-0(1),
¢

>r 0w ,
B, (§,N)= pour #=1, & )

¥

puisque, d’aprés I’hypothése concernant f(t), on a Ay=...=4,=0.
Il reste encore de prendre en considération qu’en vertu du

N
lemme 3 'hypothese concernant & entraine [P, (£)f*+)(tg) di=0(1).
[}

Remarque. 8i k=121, les coefficients de Fourier de f(t) sont
o(1/n**1); on a alors en vertu du théoréme I G(f, &, N)=0(1) pour &
du type pu<k-+1.

Théoréme V. Pour presque tout & il ewisie une fonction f(t)
& période 1, admettant wne dérivée partout continue et telle que
lim |G (f, & N)|=o0.

N-roo

Remarques. 1° Nous allons montrer d’avantage: la fonction
demandée peut avoir pour coefficients de Fourier de tels a, que
> bmay|<oo.

M=z —

1) Of, H. Behnke, Uber die Verteilung von Irrationalitéten mod. 1, Abh.
a. 4. Mathematischen Seminar d. Hamburgischen Universitidt 1(1922), p. 262-267.
1wy Cf. 1 (10).
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20 8i f'(1) est absolument continue, on a pour tout & du type
u<2 lestimation G(f,& N)=0(1) en vertu du théoréme I, parce
qu’alors a,,=o (1/m?)1%).

Démonstration. Soit £ un nombre irrationnel tel que l'iné-
galité
(11) !’E P < 1

" al “etlgg
admet une infinité de solutions en valeurs entiéres de p, g. Comme
ﬁit/tlgt:oo, il vient d’aprés le théoréme de Khintchine (cf. p. 2)
0

que presque tout & jouit de la-dite propriété. Supposons que &>0.
Soit {p,,q,} 1a suite de toutes les solutions de (11). Extrayons de la
suite {g,] une sous-suite infinie {q,} de fagon que lon ait

(12) ' 5

= lg qm
Constrnisons la fonction f(¢), en posant
(13) ‘ f(t)=2 a, e,
olt =l
(14) @,=0 pour mzg, (s=1,2,...)
(15) ) o, = ——i————-
s g, 1249,

La fonction (13) satisfait & la thése du théoréme V. En effet,
la somme des coefficients de la série trigonométrique que I’on
obtient en différentiant terme 4 terme le membre droit de (13),
converge absolument en vertu de (14), (13) et (12), on a done

f’(t)=2ni21mamez"i’"‘ et f (t) est évidemment eontinne. P, (t) et f/(t
m=

étant périodiques, mesurables et bornées, la fonction P, (f)f (&) est
une fonetion p. p. 8% sa série de Fourier est — 3'm a,, c2metniy,

myn
(les paires d’entiery m, n étant ordonnées en une suite, m>0, nz 0)

en vertu du lemme 1 et de I(6). Par Pintégration terme & terme on

%) Cf. aussi la remarque au théoréme III.

icm
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en obtient une double série de Dirichlet, dont les coefficients sont

Cpp=—z—————— Par suite on a

278 n(m&—+n)
1 q"s aqrs

C —
Qp D, ;
Ty Pre 21 p'.s‘ (q’sf_p’a)

et en vertu de (11) et (15) il vient

1 & 1 1

1%y, 1> 5 Pr, 7 om 14E

Il en résulte D'|e,,|*=-occ; par conséquent, comme les fone-

m,n
tions u. p. p. satisfont & la relation de Parseval, la fonction

z
p (2)= f 1-’1 1)f (t£) dt n’est pas u. p. p. Puisque, p(t) étant p. p. 8, Pin-
tégmle f @ (1) dt est ou bien une fonetion u.p.p. ou bien une fonetion

non bornee de x20), on dedmt du précédent hml jPl(t)f (t&) dt| =
]

>
=t N

L’intégrand étant borné, on a par conséquent hm | f P, f(18) dt] =00

(N=1,2,...). Dci et de 1a formule (8) pour k 0 on obtient, en
tenant compte de 4,=0, hm |G (f, &, N)|=o00c, et le théoréme V se
trouve démontré.

Ce théoréme laisse apparaitre le probléme ouvert suivant:
pour toute fonction périodique (& période 1) qui admet une dérivée
partout continue, ou au moins pour toute fonction périodique dont
les coefficients de Fourier sont d,/m (m=£0), ou Y'|d, |<co, a-t-on

m
G(f, &, N)=0(1) sauf pour un ensemble de mesure nulle de valeurs
de £? Le théoréme V montre qu’an cas d’une réponse affirmative
cet ensemble exceptionnel dépenderait de f(t); cependant, si f'(?)
est absolument continu (au moins dans Pintervalle (0,1), pourvu
que f(t) soit absolument continu dans (0,1)), Pensemble (de me-
sure nulle) des £ pour lesquels G=0(1) est en défaut, ne dépend pas

) ¢f. H. Bohr, loc. cit. 1), p. 50-52. Le théordme en question y est
démontré sous 'hypothése que ¢ (f) est une fonction u. p. p., mais la thése et la
démonstration ne changent pas, si I'on admet que p(f) est p. p. S

Studia Mathematica. T. XIT. 2
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de f(¢), comme le montre la remarque au théoréme III. On peut

montrer aisément, que si les coefficients de Fourier de f(t) sont

tp=d,[m — ol m=0 (4, étant arbitraire) et D' |d,|<oo — et si
M= e

pour le nombre irrationnel & les 8, sont bornés, on a G (f, & N)==0(1).

C'est une conséquence de I(14) et I(11), compte tenu de ce que
Phypothése concernant & entraine I(5).

IIl. Les moyennes de Weyl pour les fonctions presque périodiques.

Soit f(¢) une fonetion u. p. p. On @éfinit pour un &0 réel
arbitraire et pour un N naturel

) ' G, 6 N)=f(&)+ ... +/(NE)—N A,
) H(f, E,N)=“—f(§)—|--~-+f(N'f)—jvf(t5)flt-

8i Yon y pose comme f(£) une fonction i période 1, (1) devient
identique avec I(2); on & alors
(8) G(f,f,N)——H(f,E,N):O(].),

c;; qu'on prouve moyennant une transformation élémentaire de
(;f f(€)dt. Si f(t) vest quiuniformément presque périodique, la for-
mule (3) n'est pas toujours valable. Sa validité ne dépend pas de &:
(3) est vyrai, si la fonction Y(T)= fT (f (t)——Jt,) dt est bornde done
U. p. p. et seulement dans ce cas. (u}eci résulte de 1’égalité

N
Off (&) =N+ 5P (NE),

qui donne
(4) Gl & N)~H(f, &, N)=£1P(Ng),

e}; dg ce que fgt) est borné. Par suite, dans le cas ol f(£) est pé-
riodique (et, bien entendu, intégrable (L)), il nimporte pas, si l'on
cherche des estimations pour ¢ ou pour H. Cependant, dans le cas

ol f(1) est presque Périodique, on doit distingner les estimations de
ces deux grandeurs, ‘

icm
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On a toujours
(5) G(f, &, N)—H(f, & N)=o(¥N),

lim T71¥(T)=0.

T—ea
Voici un cas spécial d'un théoréme plus général démontré par
A. BESICOVITCH ).

Théoréme VI Si f(t)~D aye®™™ est une fonction u. p. p. é
e

si pour aucun Az=0 le nombre A& nlest un entier, on a
(6) @(f, & N)=0(N).
Démonstration. f(£) est la limite d’une suite uniformément

721 ~ — T)
convergente des fonctions o, (t)=2; )kf{” a, 7% ol AQ T A, AD< Ry,
AeA\d)
et olt I'on peut évidemment supposer 0e49, k=1 (¢=1,2,...). Pour

B iE
tout A0 on a lim N1} ¢4 =0, donc pour tout g

N-yoo =1
N

(7) lim N7 Yo, (j&) =ao=1;.
N-eo i=1

En vertu de la convergence uniforme _de o,(t) le passage & la

N
limite avec ¢ -» co dans(7) donne lim N3 f(j&)=M; et ensuite (6).
=

N-—roo
Corollaire. En vertu de (5) on a sous Uhypothése du théo-
réme VI H(f, & N)=o(N).
On poulfrajit montrer d’une fagon analogue que f(f) étant
p. p. 8%, on a
x+1
lim  sup  JINTUF(E)HF ..+ (NE] A, PAE=0.
N—roo —calg<oe T .
En modifiant le raisonnement de BEHNKE (cf. I), on obme{lb
une condition suffisante pour que G(f, £ N) soit borné. A savoir,
on a le théoréme suivant:
8i f(t)~Da, e est une fonction w. p.p. ¢t si

Aed
I l) < oo,
1—2&+ (28]

‘ Ay
ey | - T
on a G(f, & N)=0(1).

:1) A, Besicoviteh, loe. cit. ), p. 44-45. o
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Pour le montrer, il faut remarquer que notre hypothése en-

traine f(f)=Ya,™* et que par suite la thése est une consé-
ded

quence de I(11), ol I'on remplace n par i, et des inégalités -

& L a
Gif,§N) < 2 |'1AZ 62"”75|< Z “L ’
Osded  j=1 oded | Sin A

qui sont une généralisation immdédiate de I(14).
Nous allons formuler & présent un critérium pour que H(f, &.N)

N
soit borné. Pour I'obtenir, nous allons appliquer & la somme D)7 (j£)
i1

le méme procédé de sommation d’Euler-Maclaurin que nous avons
appliqué aux fonetions purement périodiques. Admettons que f(t)
et ses dérivées jusqu’a D’ordre k>0 sont borndes sur toute la droite
‘ot absolument continues dans tout intervalle fini. On a alors en
vertu de 1I(1), en posant @ (f)=f (t&),

(8) H(f, &, W)= (— 1841 [P, () /D (2) At -0 (L).
[}

Cette formule permet d’obtenir le théoréme suivant:
Théoréme VIL 8%

(i) f(t)rv;’ a ™™ et ses dérivdes jusqu'a Vordre k=0 sont u. p. p.

et absolument continues dans tout intervalle fini,
et st

(ii) f(lc+1) (t) est p. p. 8222
43
- 2k+1al
& 5| (e n)
alors on a H(f,£,N)=0(1).
Démonstration. Ona f% () ~(2mi) 3 a, # 62t (j =1, ey k1),
A

(iit) < o0,

en ver-tu de (i). Comme toute fonction u. P. p. est bornde gur toute
%a droite, I’hypothése (i) permet d’appliquer & f(t) la formule (8),
il ne reste done & montrer que

N
@) JPen® @) di=0(1).

™) 11 suffirait Q’admettre que jU+1)(z) egt p.p. 8% mais nous supposons
(i) pour ne pas compliquer la démonstration. .
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Or, on a d’aprés (i) et d'aprés le lemme 1,

a .
(10) Py 0)f® (38)~const- 3 3 q{k:i_l JeH1 g2mint
v Af+n=v

La somme des coefficients de la série de Dirichlet, que l'on
obtient par l'intégration terme & terme du membre droit de (10),
étant d’aprés (iii) absolument convergente, cette série représente,

i
en vertu du corollaire au théorémeIT, I'intégrale [P, (u)f*™ (ué) du
§

4 une constante additive prés. Par suite on a en effet (9) et la dé-
monstration est achevée.

Remarquons qu’en vertu de la presque-périodicité uniforme
de f(f), celle de f'(t),...,/®(f) est équivalente & la continuité uni-
forme de ces fonctions sur toute la droite 23).

Nous allons donner un exemple d’une fonetion u. p. p., telle
que Pon a lim |G(f,§ N)|=oco, H(f,§N)=0(1) en méme temps

N->ca
pour tout &, exception faite d'un ensemble au plus dénombrable.

Posons & ce propos
N 1 2nitfm®
(11) f(t):Zmze it
m=1
Cest évidemment une fonction u.p.p. On a A,=a,=1/m* La
série

20 _:L e2m't/1n,"‘
Z m*

étant uniformément convergente, elle représente la fonction f'(f) qui
est alors également w. p. p. (et d’autant plus p. p. 82). Comme f'(2)
est continu, la fonction f() est absolument continue dans tout in-
tervalle fini. Ainsi les hypothéses (i) et (ii) du théoréme VII sont
gatisfaites pour k=0.

La série double

5§l

|
2 2 | (E i) A

43

i

1) (. 8. Bochner, Fourier series of almost periodic functions, Proc. of
the London Mathematical Society 26 (1927), p. 433-462, surtout p. 442.
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converge, si

(12) 7;; +n#£0 (m naturel, n entier, ns£0),
on satisfait donc également & (iif) sous la restriction (12), en posant
k=0, et on a H(f,&N)=0(1), & & obéit. & (12).

Puisque > @, [An]?=0c0, la série que l'on obtient en inté-
m=1 !
grant terme & terme le membre droit de (11), n'est pas une série
de Fourier d'une fonction u. p. p.; il s’ensuit 24) que la fonetion
T T
P(L)=[(f (O)— M) di=[F(t)d (comme a,=0), done la différence
0

0
G —H, n’est bornée non plus. Par suite on obtient

lim 6], £, V) | =oo
N-yea
pour tout ¢ satisfaisant & (12).
On pourrait se poser le probléme de trouver une fonction
U. p. P, pour laquelle & soit borné et H non borné pour tout ou
presque tout &.

Nous montrons encore deux théorémes d'un caractére un peu
différent.

) 'Rappelons d’abord la définition d’une suite presque périodique :
aingi s’appelle la suite numérique {a,} telle que pour tout &>0
on peut trouver un nombre L (¢)>0 de maniére que dans tout in-
‘tervalle {oya+L (&) (ax0) il existe un entier positif & satisfaisant
@y —a,l<e (n=1,2,...).

On sait 25) que
(&)  f(t) étant w. p. p., lo suite {f(m)} (n=1,2,...) est presque pério-
digue.

Théoréme VIIT. 85

; LR VR ;
(i) f(t)NAg @ e est une fonction wu. . p. absolument continue

dans tout intervalle fin,

) Cf. %),

%) Cf. par exemple: I Seynsche, Zur Theorie der f todi
: > : L. s astperiodischen Zahl-
folgen, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 55 (1931), p. 395-421.
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(i) f'(2) est p. p. 87,
(iii) H(fnyN)=O(1)1

alors la swite {H(f,& N)) est presque périodique.

Démonstration. En vertu de (i) on peut appliquer & la fone-
tion f(¢) la formule (8) pour k=0. En y écrivant O(1) d’une maniére
explicite, on a d’aprés II(1)

N
(13) H(f, & N)=—%f(0)+3f (¥é)+ EOfPl @) (&) ds.

~
#(t) étant bornée, on déduit de (iii) [P, (t)f #&)di=0(1). En vertu
d

de (ii) la fonction sous lintégrale est p. p. S* comme produit de
deux fonctions de cette espéce, dont une est bornée. Ainsi la fonetion

T
U(T)=[P,(t)f (t£)dt est bornée, donc u.p.p. Par conséquent, en

tenant 0compt:e de (i), la fometion —3}7(0)+%f(T&)+EU(T) est
également u. p. p. La suite {H(f,£,N)} est en vertu de (13) celle
des valeurs admises par cette fonetion pour T=1,2,..., elle est
done presque périodique en vertu de (A).

Comme toute suite presque périodique converge en moyenne 6),
c'est également le cas de H(f,£,N) sous les hypothéses du théo-
réme VIIL. Si I'on exige de plus que &1 ne soit entier pour aucun
sed, A0, 1alimite en moyenne de H est égale & —4/(0) +4 M+ EMy.
Pour montrer ceci, il suffit d’appliquer le théordme VI 4 la fone-
tion f(t), et puis, en tenant compte de ce que les exposants de Fou-
rier de U(T) sont égaux & n-+Aé (n entier, n#%0, led, 15£0),
done non entiers, d’appliquer le théoréme VI pour =1 & la fone-
tion U(T).

Théoreme IX. () diant une fonction w.p. p.,si la suite G(f, &N)
est bornée, elle est presque périodique.

) A, Walther, Fastperiodische Folgen und Potenzreihen mit fa.stpe-
riodischen Koeffizienten, Abh. a. d. Math. Seminar d. Hamburgischen Univer-
sitit 6 (1928), p. 217-234.
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Ce théoréme résulte immédiatement de la définition de G(f, ¢, N),
de 1a proposition (A) et du théoréme de WALTHER®), d’aprés le-
quel, a;,a,,... étant une suite presque périodique, la presque-pé-
riodicité de la suite a,,a;+a,,... équivaut & ce qu’elle est bornée.

PANSTWOWY 'INSTYTUT MATEMATYCZNY ,
(INSTITUT MATHEMATIQUE DE L’RTAT)

) A. Walther, Uber linears Differenzengleichungen mit konstanten Koef-
fizienten und fastperiodischer rechter Seite, Gottinger Nachrichten (Math.-phys.
K1) 1927, p. 196-216.

(Regu par la Rédaction le 15. 11. 1949).
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(1 2= . p
(11.1) W, 1f 1= 5, [110re®) pao
ZTT G
Here 0<<r<1 and 0<p.

Definition 11.1. The class H? is defined as the set of all
fe such that M, [f;r] is bounded as a function of 7. For such an
f we define

(11.2) | Fll,= sup M, [ 5 7]

On occasion, when there can be no ambiguity, we may write
(If]l instead of |f|l,. We observe that

(11.3) gﬁp[fiﬂgwq[ﬂ"]y 0<p<y,


GUEST




