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Or, en vertu de (1), la série (2) converge pour |z|<g, donc la
formule (2) est valable pour tout |2|>g non appartenant & I
D’autre part, en traversant la courbe I' long d’une normale, la
fonetien F(2) croit de 2nif(z) pour presque tout point z de I.
D’onr le théoréme. -

Ce théoréme trouve des applications dans le calcul opératoire,
4 savoir il donne une démonstration nouvelle de la non-existence
de 7™ pour a>12).

Dans le cas particulier, ol I" est un segment [a,b] de la partie
positive de Paxe réelle, le théoréme se réduit & celui que nous ci-
tons au commencement de cette Note.

?) Voir J. G.-Mikusifiski, Sur les fonctions exponentielles du calcul opé-
ratoire, ce volume, p. 208-224.

(Regu par la Rédaction le 15. 5. 1951).
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Sur les équations différentielles du ecaleul opératoire et leurs
applications aux équations classiques aux dérivées partielles

par

J. G.-MIKUSINSKI (Wroctaw).

1. Introduction.

Le sujet de cet article sont les équations différentielles Ii-
néaires
(%) agz™ a5 D4 g, x=f(4)
dont les coefficients a, sont des opérateurs et f(1) est une fonction
opératoire donnée!). Nous montrerons que le nombre de solutions
linéairement indépendantes peut &tre, en général, inférieur 4 m,
méme dans le cas ol équation caractéristique
(#) g +aw™ . +a,=0
a n racines ). Par ce fait, notre théorie différe un peu de la théorie
des équations différentielles aux coefficients numériques. Cette
derniére peut d’ailleurs étre regardée comme un cas particulier de
la présente.

Dans la seconde partie de cet article, nous appliquerons les
résultats obtenus aux équations aux dérivées partielles

g
D mm alt, D=t ),

dont les coefficients sont des nombres complexes quelconques.

1) Voir J. G.-Mikusinski, Sur les fondements du caleul opératoire, Stu-
dia Mathematica 11 (1949), p. 41-70, en particulier § 23 et § 24.

*) On ne sait pas si toute équation de la forme (#%) a des racines; on ne
sait méme pas si I’équation w?—a=0 est résoluble dans le corps des opéra-
teurs. C’est pourquoi I'étude des équations différentielles (*) serait peut étre
prématurée, sinon le fait que dans beaucoup de cas particuliers la réponse est
affirmative, ce qui permet, par exemple, & faire des applications intéressan-
tes dans le domaine des équations classiques aux dérivées partielles.

15*
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2. Expressions différentielles linéaires.

En posant
{1 Lo=ays™+...+a,,
on a évidemment
@) I(az-+by)=aLa-+bLy,

quels que soient les opérateurs a et b.

Si Lz s’annule identiquement pour une fonction opératoire
w=x(1), cette fonction est indéfiniment dérivable et l’expression
(La)™ =T (z™) s’annule encore pour tout m=1,2,...

Si L,z et L,z sont deux expressions de la forme (1) et si L,z
g’annule pour une fonction z==x(1), il en est de méme de 'expres-
sion Ly Lyo=L,(Ly%).

A toute expression Lz est lié le polyndme caractéristique

P(w)=ayuw"-+...+a,,
possédant les mémes coefficients que La.

On a le théoréme suivant:

Si Py(w) et Py(w) sont des polyndmes caractéristiques des ewpres-
sions L,z et Lyx respectivement, alors

19 la somme P,(w)-+Py(w) est le polyndme caractéristique de
Vexpression (Ly+Ly)o=L;x+L,x;

20 lg produit P,(w)P,(w) est le polynbme caractéristique de Vex-
pression Ly Low=1L,(L,x).

Démonstration. La proposition 1° est bien évidente. Elle
rédnit la démonstration de 2° au cas ot Lyz=aa'™ (m=0,1,...)
et Lyw=agr™+...+a,z. Or, on a

LILyz=a{a,a™+ ...+ a,2)™ = aa,a™ - ...+ aa, o™,
ce qui complete la démonstration.

Draprés le théoréme précédent, ’ensemble des ewpressions Lux
constitue un anneaw isomorphe & Vanneau des polynémes P(w).

En particulier, on a L;L,o=1IL,L,»; done Pexpression L,L,x
g'annule si l'une quelconque des expressions L,z ou L,x s’annule.
Plus généralement, si 'une quelconque des expressions L,z,..., L,
g’annule, il en est de méme de leur produit

Ly=1,... I, 2.
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Posons généralement
L'o=ILs et L"w=LL" (n=1,2,...).

8i Lz s'annule pour une fonction z(3), alors L'z (n=1,2,...)
sS'annule en remplagant & par Vune quelconque des fomctions A'm(A)
(v=0,...,m—1).

Démonstration. Si e a le polynéme caractéristique P(w),
désignons par L'z DPexpression différentielle correspondant & Ia
dérivée P'(w) de P(w). Alors

(LY z=nL""'L's.
1l est facile de vérifier que l'on a généralement
L(Ax)=2ALz+L'z.
Done
I ) =L (A" ) + (0 1) I (),
d’olr la proposition résulte par induction.

3. L’équation homogéne.

Nous dirons qu'un opérateur w est logarithme lorsqu’il existe
une solution non triviale de I’équation différentielle #" —wz=0.
Par exemple, les nombres, les fonctions de la classe C et l'opé-
rateur différentiel s sont logarithmes; cependant, Popérateur s* ne
Pest plus 3).

Théoréme. Si Péquation

(3) agw™+a w4 ...+ a,=0 (@, 0)

a n racines et si p (et seulement p) parmi elles sont logarithmes, alors
Déquation différentielle

4) a2+ a2V 4, =0

a p (et seulement p) solutions lindairement indépendantes*). En
désignant par w,,...,w,, les racines-logarithmes différentes et par

3) Voir J. G.-Mikusinski, Sur les fonctions exponentielles du calcul
opératoire, ce volume, p. 215-218.

4) Les fonctions ,(1),...,%,(%) sont linéairement dépendantes dans I'in-
tervalle considéré lorsqu’il existe des opérateurs oy,...,¢,, non tous nuls, tels
que ¢;,(A)+ ...+ 6,3, (1)=0 identiquement dans cet intervalle. Dans le cas
contraire, ces fonctions sont lindairement indépendanies.
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Ay yonsyly (@40 4 a,=p) leur ordre de multiplicité, ces solutions
pewvent s'éerire sous la forme

(5) 1ent (p=1,...,m; v=0,...,a,—1).

Si, en particulier, les opérateurs a,,...,s, sont des nombres,
on a p=n et le théoréme devient le théoréme classique sur I’équa-
tion différentielle aux coefficients numériques.

Démonstration du théoréme. L’expression
Lo=ayg™4 a2 V4. La,0

contient a, (u=1,...,m) facteurs de la forme

-

Lo=o—w,x;
ces facteurs s’annulent pour m=e®s?, Le produit L= g’annule
done pour w=~A'e¥r* (y==0,...,a,—1) et, par conséquent, il en est
de méme de Lxz. Done, toutes les fonctions (5) satisfont & I’équa-
tion (4).

Soient ¢,, (p=1,...,m; v=0,...,a,—1) n opérateurs tels que
Pon ait :
Je Nevst =0 (u=0,...,m; v=0,...,0,—1)
identiquement dans lintervalle considéré. En dérivant cette iden-
tité o fois (6=0,...,p—1), il vient

(6) 26, (Kt =0 (6==0,...,p—1).

54
Eerivons le déterminant de ce systéme sous la forme

(o:O,...,p-l; )
w=0,...,m; v==0,...,0,—1

Par combinaison des colonnes, on peut transformer ce déterminant en

2‘ (;)(——l)“‘”(l‘*’ewﬂ)(”’ ‘

=0

D=|(xem|

.

On a

v

a,,,.=2 (:) (— Ay (Arerutye)

y=0

=3 g g R o

=0 (y—n)!
8i x>0, on pose (:)=O.

5

=
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Bn changeant P'ordre de sommation, il vient

v

comen 3 v S )2

’
x=0 y=x (y—2=)!

et en vertu des égalités

v

2(“1)'_7(;) y!—F =Z’J(—1)"—ﬂ " (”-—z')

— (y—x. = (v ) \y —x

v——x)! VZ—:”( 1)"—-5“”( ﬂ )

{v! pour wy=ux,

0 pour »>=%,
on a

Gy =0... (0—v++1)w; " evnt,

ol le produit o...(c—v-41) est & remplacer par 1 lorsque v=0.
Le déterminant D peut donc étre représenté sous la forme

D=exp (Zm“uwul)'la
=exp (So,m0,4)- [Je, =01t [T_ (=)= ),

c(o—r+1) i

I<x<p<m
o1 le symbole %!! est défini en posant ‘
ol=1,
EH=1!2!...k! pour k=1,2,...

Les opérateurs w,,...,w, étant différents par hypothésé, le
déterminant D est non nul et on a
6,,=0 (p=0,...,m; »=0,...,a,—1).
(’est ce qui prouve la linéaire indépendance des solutions (5).
11 reste & démontrer que le nombre de solutions linéairement
indépendantes est < p. Supposons d’abord que p=n et que z(4),...,
#,,,(1) soient des solutions de DPéquation (4). Alors la fonction

B(Ay=0@ (A)+ ...+ Cpyr By (4)

&) Voir J. G.-Mikusifiski, Sur un déterminant,  paraitre dans les An-
nales de la Société Polonaise de Mathématique.
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est encore une solution de (4), quels que soient les opérateurs
CpyeeryCpir- On peut évidemment déterminer ces opérateurs de ma-
nidre & avoir
¢;7#0 pour un certain 1<i<<n+1
et
()= (A))=...=a" 1 (1,)=0
pour une valeur 4, de I'intervalle considéré. Or, d’aprés un théoréme
publié antérieurement’), on a #(4)=0 dans 'intervalle tout entier,
ce qui prouve la linéaire dépendance des solutions z,(1),...,%,.,(4).
8i p<<n, désignons par wy,...,w, les n racines (non nécessai-
rement différentes) de I’équation (3) et supposons que Wyyeney Wy
soient des logarithmes et que w, +15---yW, De le soient pas. En
posant
Lo=2—w,» (r=1,...,n),
on peut éerire
Lo=LyL,,,...L,z,
ol Lyg=ayL,...L,». L’équation L,z=0 a p solutions linéaire-
ment indépendantes et chacune des équations
L,a=0 (r=p+1,...,n),
est dépourvue de solutions non triviales.

Nous montrerons que I’équation

LyL,. =0
n’a que p solutions linéairement indépendantes. En effet, si elle en
avait p+1: @,(),...,4,,,(4), Pune au moins des fonctions Ly, ()
(v=1,...,p—1), soit Loas,,n(l), serait non nulle identiquement. Cette
fonction satisfait & I’éguation L, =0, d’ot la contradiction.

Par induction, on voit que P’équation LyL,yy...L,z=0 ne peut
posséder que p solutions linéairement indépendantes, ce qui achéve
la démonstration du théoréme.

Corollaire. La solution générale de Véguation (4) est
(1) a(A)=3¢,, Vet

Y
ot les coefficients c,, sont des opérateurs arbitraires.

(#=1,...,m; v=0,...,a0,—1),

) 8. Drobot et J. G.-Mikusinski, Sur Dunicitd de quelques équa-

ﬁow;sscﬁ);férenmlles dans les espaces abstraits (1T ), Studia Mathematica 11 (1949)
P- 98-¢0, ,
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4. L’équation non-homogéne.

Si 2,(4) et x,(A) sont deux solutions de P’équation mon-homo-
géne
(8) @™+ ...+ a,z=1(2) (ap#0),
leur différence wx,(A)—z,(1) satisfait évidemment & I’équation ho-
mogéne
(9) @+ ...+ a,z=0.

Théoréme d’unicité. 8¢ Déguation caractéristique

aw™ ...+ a,=0
a n racines et si p (et seulement p) parmi elles sont des logarithmes,
alors Déquation (8) a au plus une solution x(A) satisfaisant aux condi-
tions initiales
(10) #(Ag)=by, @'(Ag)=Dby, #®1)(2)=b
0% byy..uyby g Somt des opérateurs et 1, un point donné de Vinter-
valle considére.

Démonstration. Si #,(1) et #,(1) sont deux solutions de (8)
satisfaisant aux conditions (10), leur différence z(A)=w;(A)—2,(4)
est une solution de (9) satisfaisant aux conditions

() =2 (Ag)=...=2"V(1)=0.

Or, cette différence est de la forme (7), on a donc (6), d’olt
¢,,=0 pour p=1,...,m; v=0,...,a,—1. Ona done identiquement
2(A)=1,(A) —w,(4)=0.

Le théoréme précédent est trés semblable au théoréme classi-
que d’unicité, la seule différence consiste en ce que le nombre de
conditions initiales est égal au nombre de racines-logarithmes de
Péquation caractéristique et non plus au degré de I'équation donnée.

Le probléme d’existence des solutions est beaucoup plus com-
pliqué. Dans certains cas, I’équation (8) peut &tre dépourvue de
toute golution, méme lorsque la fonction f(A) est continue. Consi-
dérons par exemple ’équation :

p—17

(11) & + 2 w=[(2) (—1<A<L),
ot
0 pour —1<Ci<O
fh)= { ’
A  pour 0<Ag1,
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L’équation caractéristique est w--s*=0 et sa racine —s® n’est
pas logarithme. Il existe done tout au plus une solution de 1%-
quation (11). Cette solution doit étre identiquement nulle pour
—1<A<0 et égale & IPA2—202-+-21° pour 0<CA<C1. Or, ce n'est
pas possible, ear la fonction ainsi définie n’est pas continue au
point 1=0.

Pour faciliter 'étude du probléme d’existence, nous intro-
duirons une classification des équations®), en les divisant en trois
types, suivant le nombre de racines-logarithmes de 1'équation ca-
ractéristique:

1° Péguation logarithmique: toutes les racines de I'équation
caractéristique sont des logarithmes;

2° Péquation mirte: il existe des racines de 'équation caracté-
rigtique qui sont des logarithmes et il en existe d’autres qui ne le
sont pas;

3° Péquation pure: aucune rdes racines de l'équation caracté-
ristique n’est logarithme.

Les expressions Lz, correspondant & ces types d’équations,
seront aussi dites logarithmique, mizte ou pure respectivement.

5. L’équation logarithmique.

Un exemple d'une telle équation est 'équation aux coeffi-
cients numériques; dans ce cas la solution existe, quelle que soit
la fonction continue f(1). Cette méme proposition, généralisée, est
également valable pour toute équation logarithmique, & savoir:

8i Véquation (8) est logarithmique, elle a n solutions linéaire-
ment indépendantes, quelle que soit la fonction continue FHA).

1 suffit évidemment de démontrer lexistence d'une seule
solution. Celle-ci peut &tre obtenue, en appliquant la méthode de
variation des constanies. Cette méthode &tant classique et bien con-
nue, nous la reproduirons tout bridvement.

Soient x,(2),...,x,(1) les solutions linéairement indépendantes
de Péquation homogéne

@y @™+ gy a,8=0.

“.) Nous nous bornons toujours aux équations pour lesquelles le nombre
de racines de I'équation caractéristique est égal A I'ordre de Iéquation donnée.

icm
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On pose

(12) B(A)=¢; (A xR+ -+ 0, () 2, (4),

et on exige que l'on ait

e (A ay (A)+ ... 4cp(A)x, (A)=10,

() DA+ ... g (WP (1) =0,
GAADA) + .. (D) 2TV (2)=F(2).

Le systéme (13) peut &tre résolu en ¢j(1),...,c,(4), car le dé-
terminant

(13)

2P U)LY |

est non nul dans Pintervalle considéré tout entier. Par intégra-
tion, on peut déterminer ¢,(4),...,c,(4). En substituant les valeurs
obtenues dans (12), la fonction (1) est la solution cherchée.

6. L’équation mixte.
Toute expression différentielle mixte Lz peut &tre décomposée
en deux expressions
Le=L,L,z,
dont I'une, soit L.z, est pure et l'autre, L., est logaritfhmique.
Supposons que P’on connaisse une solution wy(1) de 1’équation pure
(14) Lyz={(4);

cette solution est unique. .
Alors la résolution de I’équation mixte

(15) Lr=f(4)
se réduit & la résolution de ’égquation logarithmique
Lom=my(2).

En effet, si #(1) satisfait & cette derniére équation, on a
Lx(A)=L,Lyw(A)=Lyzy(2) =F(2).

Done, si I'équation pure (14) est résoluble, Véquation mixte (15)
a p (et seulement p) solutions linéairement indépendantes, ou
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p désigne le nombre de racines-logarithmes de Péquation caracté-
ristique de (15). D’autre part, si (14) n'a pas de solution, il en est
de méme de (15). En effet, si #(1) était une solution de (15), la fone-
tion IL,xz(A) serait une solution de (14), car Ly[L,»(3)]=f(2). L%-
quation mixte (15) a donc p solutions linéairement indépendantes
ou n'en a aucune, suivant que I’équation pure (14) est résoluble
ou non.

La résolution de 1’équation mixte se réduit ainsi entiérement
& la résolution de Péquation pure.

?. L’équation pure.

Nous ne connaissons pas de critére général qui permettrait
de décider en toubt cas si la solution de Iéquation pure existe ou
non. On peut cependant donner diverses méthodes qui permettent
de trouver la solution dans beaucoup de cas particuliers.

8. Méthode de séries de puissances.
Lr’équation
(16) @™ a g™ g, =" (@, #0),

oll m est un nombre entier non négatif, a une solution polynomiale

[655) ()= cy+o it ...+, A",
ol ¢,...,¢, sont des opérateurs.

En effet, en substituant (17) dans (16) et en ordonnant le pre-
mier membre suivant les puissances de A, on a

m

m
" 2! n
Z}' 2 ) Ot u—sCr=h ",

=0 x=p “

ol ¢,=0 pour »<<0. Cette égalité détermine univoquement les va-
leurs ¢,,..., ¢,.

II est maintenant facile de voir que toute équation de la forme
(18) a0m<")+a1m<"—1>+...+a,,m=b0+blz+...+bmz"‘ (@, #0)
a une solution polynomiale
(19) (A =cy+ eyt ... 4, 2",

icm
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En effet, en désignant généralement par z,(1) (m=0,1,...)
le polynome satisfaisant & 1’équation (16), la fonetion

B(A)="bye(A)+ ...+ b2, (1)

satisfait & ’équation (18) et elle est évidemment de la forme (19).
En pratique, les coefficients ¢,...,c, de (19) peuvent étre déter-
minés directement en substituant (19) dans (18). Remarquons en-
core que si ’équation (18) est pure, la solution (19) est unique.

Considérons maintenant 1’équation
(20) ay 2™ 4 a @™V e, z=f(1) (@, 70),
olt f(4) se laisse développer en une série de puissances
A =by+ byA+ by 2.,
ol by,by,by,... sont des opérateurs. Désignons par
Ty (A) = Crug - Cog At -+ F Cpm A

la solution de I’équation (16). Alors la série
(21) z(A)= 2b”cﬂo—l—}.‘z’b#cﬂl-}-lzZbycﬂz—la...
#=0 #=1 n=2

o0
est une solution de (20), pourvu que toutes les séries Y'b,c,,

=
(»=0,1,...) ainsi que la série (21) soient convergentes. La solution
trouvée est unique si ’équation (20) est pure.
Ezemple. Considérons P'équation
1

(22) vtefr=—

(—1<i<1).
1—1

La fonetion 1/(1—2) se développe en série
1
=144+ A2
123 + A+
En cherchant la solution polynomiale z,(3) de 1’équation

o'+ Pp=1" {m=0,1,...),
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on trouve
m! 3 m m! g om—g ! 3 nsoy
—_— — U2 (1) 12
m! (m—2)! Fee (=1 0!

lorsque m est pair,

m! g m m! gm—s =Ll 3 mi1)
g (1) T 2
] (m—2)! Fee (=12 gl

lorsque m est impair.

On a done la solution formelle de (22)

2()=wy()+ 2, () +...= ¢+ ¢, A+...,

~

ol

Cp= Zm:( __1)#M_! 13 (mtn)

!
= m!

o t3m+3u——1
{1+ S :
= ml(m+2u+1)...(3m+ 3u—1)
Il est évident que la série entre les crochets { } converge uni-
formément dans tout intervalle [0,%,]; les coefficients ¢y, 00t done

un sens déterminé. Il reste 4 démontrer que la série ¢y-4-¢, A1+...
converge pour tout [A|<l. En effet, on a, pour u<1 et m=1,

t3m+ 3u—1

t3m.-—l 3\#
mim+ 2ut1)... 3m+ 3u—1) ~ ml (ﬁ)’

sl 0<CICt, et m est assez grand, la derniére expression est infé-
rieure & 1, ce qui entraine la convergence de la série en
question.

La solution de (22) peut done &tre représentée par la formule
explicite

bl ) t3m+3u—1 E
)= A™ 1 —I—
o) {Tgu [ +,§’;( ) 7n!(9rz+2;ae1)...(3m+3,4_1)“

. (—1<i<l);
cette solution est unique, car Péquation (22) est pure.

‘ Ren{a,rquons encore que la méthode habituelle des coefficients
indéterminés me peut ici réussir. En effet, en cherchant d’évaluer
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Gy3Cyy... d'un seul coup, en substituant x(2)=c,+e,4+ ...
Péquation -

dans

& s r=1+A4 2. ..,
on peut trouver une formule de recursion, mais on ne peut pas
déterminer les coefficients initiaux ¢, et ¢; qui peuvent n’étre pas
du tout arbitraires.

9. Méthode de séries de Dirichlet.
L’équation
(23) ag ™+ a "4 La,p= e,
olt m est un nombre tel gque
P(m)=aym*+a,m"+...+a,#0,
a une solution de la forme

8m2,

(24) o(d)= Pm)’
si I’équation est pure, la condition P(m)=~0 est satisfaite pour tout
nombre m et la solution (24) est unique.

Considérons maintenant 1’équation pure
(28) ag @+ g, "Vt a,x=1(2),
ol f(A) se laisse développer en une série de Dirichlet
; HA)=by+bre -+ bye ™+,
les coefficients by,b;,b,,... étant des opérateurs. Alors la fonction
b b b
0 + 1 6~Z+ 2 -
P(0)  P(-1) P(-2)
est la solution unique de I'équation (25), pourvu que la série soit
convergente.
Exemple. Considérons I'équation pure
2" — sx"+ s2x=1th 1 9)

2(A)= e

(A>0).
On a
thi=1—2¢"%44- 267 270 |

d’ont la solution formelle

?) th signifie tangens hyperbolicus.
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1
a(h)= e 1+8+826

V3
=t-—2sml~/é—t-exp(—%t—2l)

_ 33 3
+2 sin]/3t-exp(—t~4/’t)—Zsin—lz/—t-exp(-3t~61)+--~

3 t
t 2 sin l—% t exp (E +2}.)

144 cos ]—/; t exp (é +2l)+ exp (14 44)

La série obtenue est évidemment’ convergente, elle reprééente

done la solution cherchée; cette solution est unique.

10. Méthode de séries de Fourier.

Un procédé tout & fait analogue peut s'appliquer lorsque Ia

fonetion f(4) se développe en une série de Fourier

+00
f= 3 b6

=00

Alors la solution de P’équation

@ @™+ a5V g m=f(2)

peut étre représentée sous la forme

A o b" Axd
o( )=*2 W%_)e )

=—00

pourvu que cette derniére série ainsi que ges dérivées d’ordre 1,...,m
convergent uniformément.

Si les opérateurs ay,...,a, etla fonction () sont réels, il peut

étre plus commode d’introduire les fonctions trigonométriques.

(26)

Ezemple. Résolvons I’équation

[=-] .
” sinml
x'—sr= E —1)y" .
m=1( ) m?

Nous cherchons d’abord la solution

@7

@, (A)=a,, sinm]

icm
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de 1’équation
(28) T —sp=(—1)"———

en substibuant (27) dans (28), il vient

—(s+m)a,sinmi=(—1)" sn;:i s
d’on
(—1y
" )

La solution cherchée est donc

z(A)= 200;' @ (l)—i (——i)f:l— sinml—{ j ﬂ——l et sinml} ’

_m=1 " _'m.-——-l mz(,g_l_mﬁ) - m=1 m?
la série obtenue étant évidlemment uniformément convergente.

Or, léquation (26) est logarithmique, car I’équation caracté-
ristique w*—s=0 a deux racines ]/E et —]/E, dont ehacune est
un logarithme. La solution trouvée n’est done pas unique, on
a cependant la solution générale

Vi g g Vi 3 (T
()= 0,8 oge V4 3T
m==1

pTruy m-jsmml,

oll ¢, et ¢, sont des opérateurs arbitraires.

11. Méthode d’intégrales définies.

8i, pour tout m d’un intervalle (m,,m,), il existe une solution
z(4,m) de équation
@M+ a4 g, =F(1,m),
alors la fonction

my
{u(Z):f z(A,m)dm

™y

gera une solution de I’équation

My
aow(n)+ alm(n—1)+ cota, = f f(}.,'m,)dm,

My

pourvu que les conditions convenables d’intégrabilité soient rem-
plies.
Studia Mathematica. T. XII. 16
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Ezemple. Dans équation
1
(29) 2®) 4 2g%" L gty = 17 &,

le second membre peut dtre représenté sous la forme de l'intégrale

1

= "“‘:fe_(l"‘”mdm (A<<1).
1

1—21
Or, Péquation

A 26%0" - shp=me— AT
a la solution

g—(1—2)m 1
2(A,m)= ———0 =1 —— ¢~ =A™ (gin st —mit cosmi) }
(m24-s2)? 2m?

Done la somution de (29) est

2 e—-(l—-ﬂ.)m 1 ~ 1 .
dm={ — 1 e =A™(ginmt —mi cosmt)dm },

(m2 g2 2 ) m
1 1

car Vintégrale converge uniformément dans tout intervalle

z(A)=

(—oo <A<y <),

ainsi que toutes ses dérivées par rapport & A. Cette solution est
unique, car ’équation (29) est pure.

12, Une classe particuliére d’équations.

Dans les considérations précédentes nous avons toujours sup-
posé que le nombre de racines de P’équation caractéristique soit
égal & son degré, ou, ce qui revient au méme, que le polynéme ca-
ractéristique se laisse décomposer en facteurs linéaires. Nous mon-
trerons que cette hypothése devient superflue lorsque a,,...,a, sont
des polynémes de 'opérateur s

(30) a,=f,, 8™+ ﬁvlsm”_1+~~-+ﬁ»m, (»=0,...,n),

ol f8,; sont des nombres complexes; dans ce cas, la proposition
sur la déecomposition en facteurs lindaires se laisse démontrer
moyennant la théorie des fonctions algébriques.

Si F(z) est une fonction algébrique de variable complexe ¢,
il existe un demi-plan R(z) >z, dans lequel F(z) n’a pas de points

Sur les équations différentielles du calcul opératoire. 243

critiques. Si n est le degré de la fonction F(z), elle se décompose
dans le demi-plan R(2)>2, en n branches séparées. Chacune de ces
branches est une fonction holomorphe pour R(z)>z, qui peut é&tre
représentée, pour z assez grand, sous la forme

»
Zz(”“l)/”(y,’myzmv—}— R R T e LN Ll SR

v=1

ot p est un nombre naturel non supérieur & =, les coefficients y, ,
sont des nombres complexes et 2"~V admet des valeurs réelles
pour z réel.

Considérons ’ensemble H des fonetions f(z) holomorphes dans
un demi-plan R(z) >z, (2, peut étre différent pour différentes fone-
tions) qui sont des branches des fonctions algébriques. L’ensemble
H constitue évidemment un corps.

Considérons encore l'ensemble S des opérateurs de la forme

Fd
(B1)  F= D s Ty sy, 8t Vg 7 8T ),

y=1
oll s est opérateur différentiel et les y ont le méme sens que dans
la formule précédente.
8i k=0, tous les coefficients y, , sont nuls. En effet, on a alors
pour m>m,+1 (v=1,...,m)
tm—ﬂl,—:l—l

ka={2n'(}’y,m, ;("——*“*%‘_’i“) TI~-~)}=0;

=1 m—m,— ——
n

d’ott la proposition résulte.
I’ensemble S est évidemment isomorphe au corps H.
11 s’ensuit que fout polyndme
Pw)=ayw"+a, w4 ...+a,

dont les coefficients sont de la forme (30) se décompose en n facteurs
liméaires

n
Plo)=ay [ w—1z,),
ot les opératewrs w, sont de la forme (31). Chacun des opérateurs w,

peut s’écrire encore sous la forme de somme finie
16%
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»
(32) g+ ZIV»S"’%
=

olt y et , sont des nombres complexes, g={g(t)} est une fonction
continue pour t>0 et telle que |g(¢)|<?-e (¢<<1) au voisinage

de t=0 et a, sont des nombres positifs. La somme Zp'y,,s“u sera dite
partie principale de w,. »=1

Les opérateurs y,s° sont logarithmes lorsque «,<<1 ou bien
lorsque a,=1 et y, est réel. Dans d’autres cas, les opérateurs ne sont
pas logarithmes. L'opérateur (32) est logarithme lorsque tous les
membres de la partie principale sont logarithmes (y et g le sont
toujours); dans le cas contraire, (32) n’est pas logarithme 1°). On peut
done, dans chaque cas particulier, déterminer le nombre de racines-
logarithmes de 1’équation

aw"+ @yt a4, =0.
Par conséquent, on peut établir le type de toute équation différen-
tielle
{n) (n—1) —
a8+ a, % +...FaE=0
domt les coefficients sont de la forme (30); de plus, on peut déter-
miner le nombre de solutions linéairement indépendantes et éta-

blir la solution générale. Cette classe d’équations est lide étroite-
ment & une classe d’équations habituelles aux dérivées partielles.

13. Equations aux dérivées partielles aux coefficients constants.
L’équation aux dérivées partielles
8!‘+ z
(33) =o(t,1),

oll a,, sont des nombres, considérée dans la demi-bande 0t <Coo,
A }l<12 se laisse écrire, en symboles du calcul opératoire,

(34) a3 ™ ay BV g m=f(2)
ol

—v=a‘mvsm+-~-+ao,, (v=0,...,'n,)

) oir J. G.-Mi llSlnS i, Sur les fonction. 11
N ONng ex €8
0 Y k ki 1 i ponentielles du calcul
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et
f( { t l)}'{— 2 Sm—”—lg‘; ;;am—w}d” .u(}‘):

6%
h(h)= (Bt"m(’ ))t=0'

Pour avoir ’équation opératoire (34), il suffit done de connattre
les m fonetions h(4) (x=0,...,m—1) qui déterminent le comporte-
ment de la solution z(f,A) de. (33) sur Paxe des A

Adoptons pour les équations (33) la méme classification que
pour les équations (34); on distinguera donc les équations loga-
rithmiques, miztes et pures, suivant le nombre de racines-logari-
thmes de l'équation caractéristique correspondante. Cette classi-
fication est relative & la variable 4, car les deux variables y jouent
un role différent.

14. L’équation de second ordre.
La forme générale de ’égquation de second ordre aux coefficients.

constants est

(35) LA ﬁ Z +y az2+ 6 +2s—+mv—¢(l 1).

612 020t
I’équation opératoire correspondante
ar” +2(Bs+0)a -+ (ys*+2es+ m) o ={(2)
a Déquation caractéristique
aw?+ 2(fs+6)w -+ (ys*+2es +9)=0.
Si a£0, on a
w= % (~ﬁs—6is]/2),

ot A=A+42Bl+C1, A=p—ay, B=fo—as, C=0"—ay.
Supposons que tous les nombres a, 8, y, 6, ¢ et 7 soient réels.
T’équation (35) est elliptique lorsque A<C0; alors on peut écrire
1 . o
w= = [—Bs+06tis(ag+ ayl-+apl?+...)],

ot les coefficients a;,a,,... sont réels.
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On voit' que la fonction ¢“* n’existe pas.
Done, toute dquation elliptique est pure.

Si Péquation (35) est hyperbolique et si a0,0n a A>0 et on
peut écrire

1
W= ;[—ﬁ8+6:};8(a0+ al 4 aylt4-...7,

01‘1‘ les coefficients qp,a;,... sont réels. On voit que la fonction ¢**
ex;ste pour les deux racines w. Done l'équation (35) est logarith-
mique. ‘

Si I'équation (35) est hyperbolique et si a=0, on a B5£0 et

_ y82+238—|—17
T 2(fst0)
— Y gy ¥i—3e  Fn—2pbetys’ 1
28 24 26° Bs+6

La fonction exponentielle ¢%* existe.
Done toute équation hyperbolique est logarithmique.
Si Péquation (35) est parabolique et si a#0, 0on a A=0 et

1 _
w=— (—Bs+6 sy 2B+ 01)

et on voit que la fonction ¢¥* existe i .
v pour les deux ra .
Péquation (35) est logarithmique. rines v Done
8i Déquation (35) est paraboli i
que et si a=0 =
B,y ps o a=0, on a A=0,

4 € Y
We=— g2 2.
26" 5 °Tag
la fonction ¢™* n’existe pas dans ce cas
L’éguation parabols ——
que est done lo ) U i
I S garithmique ou pure suivant
'15. Autres exemples.

Nous donnerons encore
supérieur 3 2.

L’équation

quelques exemples d’équations d’ordre

Pz dnp
or am

icm
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est évidemment pure lorsque n=3,4,... et logarithmique lorsque
n=1,2.

L’équation
Oz o _,
ax o

est pure lorsque n=2,3,... et logarithmique lorsque n=1.
Si m>=3, ’équation
My 0"z
aam ot
est 1° logarithmique lorsque m>mn, 2° mixte lorsque m=mn et 3°
pure lorsque m <.
L’équation
m n.
%;aj (;T': =0 (m>=3)

est 1° logarithmique lorsque m>n, 2° mixte lorsque m=n==nombre
impair, 3° pure lorsque m=n=nombre pair et 4% pure lorsque
m<n.

16. Un théoréme d'unicité.

Le théoréme du §4 peut &tre facilement étendu aux équations

m n a"+’
(36) D Yoz =plth) (h<IS s, 0<t<00).
=0 y==0

Nous nous bornerons partout dans la suite & congidérer des
solutions (t,A) dont toutes les dérivées
gutry
otrox”
sont continues dans le domaine considéré. Tous les théorémes qui
suivent seront entendus pour cette classe de solutions. On pourrait
d’ailleurs énoncer ces théorémes dans des conditions moins restric-
tives.

Supposons que 1’équation earactéristique correspondant & 1Ié-
quation (36) ait p (et seulement p) racines-logarithmes. Alors les
conditions

x n
(37) 2 Z am——x—.Lu,vhS:)(}'):gn(l) (u=0,...,m—-1),

u=0 =0

(p=0,...,m;v=0,..., )
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a?l
(38) (Ww(t,l))mo:v,,(t) (A <Aygs #=0,...,p—1),
o g, et v, sont des fonciions données et
i
h(A)={—
W(4) (atn w(t,l)t:o )

déterminent univoquement la solution de égquation (36) (pourvu que
cette solution existe).

1l peut arriver que les conditions (37) déterminent mivoque-
ment 1e§ fonctions &y,...,h,, ,, sans faire appel & Péquation (36)
Cela a lieu lorsque le systéme d’équations

* n
(39) 22 i Y0(A) =0 (#=0,...,m~1)
u=0 =0
n’a gp%’u_ne seu.le- so%ution Yo(M)=...=y, 1(A)=0. Si cette derniére
eondm.on est satisfaite, équation (36) sera dite mewtre. Dans le cas
contraire, elle sera dite resirictive. Oette classification est relative
4 la variable 1.
Si Péquation (36) est neutre, les conditions (37) et (38) peu-

vent &tre aisément remplacées par les conditions habituelles de
Cauchy

i
(40) (3_157 w(t’l))t:O-hx(l) (%=0,...7m—1),

o
(ﬁ‘m(t’l))a:%:”"(t) h<Sh<hy; #=0,...,p—1),

ol h, et v, sont des fonctions données. Ces conditions assurent évi-
demment 'unicité de la solution.

) 1 est clair que dans le cas de P’équation restrictive les condi-
tions de Caue‘hy (40) assurent aussi lunicité de la solution, mais
alors les fonetl?ns hf‘(}.) sont soumises & certaines restrictions impo-
Zées par ;ette 1equan;mn. Pour cette raison, il est plus convenable de

onner, dans le cas de Déquation restrictive, les conditi initia-
les sous Ia forme (37) et (38). ’ enditions fnitia

Pour léquation de second ordre (35), 1 i
e Syste;
aux deux équations suivantes: ) yerome (39) se xédut

Yo(A)=0,
Y1)+ 2Byq(2)+ 2eyo(2)=0.
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8i y£0, on a évidemment y,(A)=y,(1)=0; Péquation (35) est alors
neutre. En particulier, toute équation elliptique est neutre.

17. Un critére pour les équations neutres.

L’équation (36) est d’ordre m par rapport & t lorsque 'un au
moins des coefficients a,,,...,aq,,, est différent de zéro.

On a le critére suivant:

Pour que Véguation (36), d’ordre m par rapport & i, soit neutre
(relativement & 1), il faut et il suffit que
(41) A 70 et By = e e =y, =011),

Démonstration. 8i la condition (41) est satisfaite, les équa-
tions (39) peuvent s’écrire

. meYo(A)=0,

*~1 n

0o Yol A)+ Z;Z,;am_ﬁy,,?lﬁf)(l)“—‘o (#=1,..., m—1),
=0 7=t

d’ott Pon trouve successivement %o(1)=0, ¥;(1)=0,... La suffi-
sance de la condition est donc démontrée.
Pour »=0, I"équation (39) a la forme

n
20 Oy Y5 (4)=0;

si 'un des coefficients a,;,...,a,, st non nul, alors il existe une
fonetion wy(2), non identiquement nulle, satisfaisant & cette équa-
tion. Les fonctions restantes ¥(1),...,¥m—1(1) peuvent é&tre déter-
minées de (39) en posant successivement x=1,...,m—1, ce qui
prouve la nécessité de la condition.

18. Efqunﬁons pures.

L’équation (36) est dordre absolu g lorsque I'un au moins des
coefficients a,,, ot wu4»=g, est non nul et que a,=0 pour
ptv>gq.

Oun a le théoréme suivant:

8i Véquation (36) est pure, son ordre absolu est égal d som ordre
par rapport & t et Pédquation est meutre.

11) De ce critére l'on déduit facilement que I'équation (36) est restric-
tive lorsque l'axe des 1 est une caractéristique de cette équation, et seule-

ment dans ce cas.
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Démonstration. Soit
ayw"+...+a,=0,
ot a,=p,,8" ...+ By, (B0#0) pour »=0,...,n, I'équation carac-
téristique et w,,...,w, ses racines. Si 1’équation proposée (36) est

pure, chacune des racines w,...,w, se laisse représenter comme
une série convergente

R T S PU 7 S AL S
2
ol r=1/g (p<<n), k=p et ,70 (voir § 12). Or on a
AW ... a,=ay (w—w;)... (W—1w,),
d’our il résulte que
My 2= My+N—v (v==0,...,m).
Il s’ensuit en particulier que l'ordre absolu est égal & L’ordre

par rapport & ¢ et, en vertu du critére du § 17, que 1’éguation (36)
est neutre.

On a ensuite le théoreme suivant:
Pour que les conditions

(42) ( o x(t,l)) =1 (%) (#=0,...,1m—1)

o t=0
déterminent univoquement la solution de Déquation (36) (les nombres
Ay €t Ay etant finis), i faut et i suffit que cette équation soit pure.

Remarque. En disant que certaines conditions determinent
univoquement la solution, nous entendons qu’il existe au plus une so-
lution satisfaisant & ces conditions. Il peut dailleurs arriver qu’il
n'existe guére de telles solutions.

Démonstration. En vertu du § 16, il suffit de montrer que
les conditions (42) sont insuffisantes pour déterminer la solution de
Péquation (36) lorsque celle-ci n’est pas pure. En effet, dans ce
cag, il existe une racine-logarithme w, de V'équation caractéristique.

Si Popérateur ¢ est convenablement choisi, la fonction

1](2) =Gsmw‘(rlzewoz

admet, pour 1, <<A<C,, les valeurs de la classe C, o'est-a-dire qu’elle
est paramétrique:

y(A)={y(,n}.

icm
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Si maintenant x,(f,1) est une solution de (36) satisfaisant aux
conditions (42), alors la fonction

o(t, A) =8, A)+y (¢, 4)
est une autre solution de (36) satisfaisant aux conditions (42), car

y(t,7) satisfait évidemment & ’équation homogéne
m n 6;¢+v$
2 2 wawr
avec les conditions
(;—z y(t,l)) =0 (x=0,...,m—1).
(3 =0

Le théoréme est ainsi démontré.

Considérons enfin quelques exemples particuliers d’équations
pures.

10 La solution de I'équation harmonique

0% 0%z
e e =0
est déterminée par les deux conditions
2(0,2)=hy(4), 2,(0,A)=hy(2).

Ce probléme, bien connu d’ailleurs, peut &tre parfois résolu
aisément, en utilisant les symboles du caleul opératoire. Soient
par exemple

(0, )=e*,  5,(0,3)=¢€,
L’équation opératoire correspondante est alors
"+ s¥r=se*+ &%

Il est le plus commode de déecomposer cette équation en deux

équations

o4 sty =se* et aptsim=e
dont les solutions peuvent s’écrire aussitét
1

44 s?

$

A
Titef

21
s Ly==

Ty
Dol

§ 1
B=Ty+ L= i"—I:-s—z e 4—;?2 €
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et la fonction harmonique cherchée est
1
w(t,l):e‘cost—;—;e” sin 24,

2° Plus généralement, I’équation
omy | O
e e
o o
oll m est pair et non supérieur & n, ne peut avoir qu’une seule solu-
tion satisfaisant aux conditions

(0, A)=hy(A), ...y Bm—1(0,A)=h, ;(1).
Cherchons par exemple la solution de ’équation
%z '
-a—tg+ﬁ=0 (—1<i<l, 0<t<oo)
telle que
1
2(0,2)=0, 2,(0,4)=0, mtt(oa}*)zm'
T’équation opératoire a ici la forme
1
3 e
2"+ 3= l
d’olt
3m+3u—1 -
oA t)~2/1'"[1+2( —1)" t
ml(m+2u—1)... (3m~+3u—1)

(voir § 8). Cette solution est unique.
3° La solution de I'équation biharmonique
0tz 6 @ 6490
P Azaﬂ +
est déterminée par 4 conditions suivantes:
2(0,)=hy(%), ..., Dy (0,4)=1Ny(2).
Si par exemple A<<1 et
1

2(0,4)=2,(0,4)=,(0,1)=0, 1=

A—1

wttt(071)= e,

I’équation opératoire correspondante est

204 28%0" - sty = 1__1 P

icm
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d’oit
ot /1)__— f

(voir § 11). C’est l'unique solution satisfaisant aux conditions don-
nées.

Remarque. La théorie précédente de 1’équation pure est
valable non seulement pour la demi-bande (infinie) 1,<A<4,,
0t oo, mais aussi pour tout rectangle (fini) 4, <A<y, 0TI,
Les démonstrations sont analogues, mais il faut, dans ce dernier
cas, généraliser la mnotion de l'opérateur, en le définissant comme
une fraction afb, ol a et b sont des fonctions continues dans I'in-
tervalle 0<{t<t, et b est mon nulle au voisinage de ¢=0. Dans
cet article mous n’entrerons pas dans les détails de ce procédé;
mentionnons seulement qu'une telle généralisation entraine des
complications génantes pour le cas @’équations logarithmiques et
mixtes.

&+ (sinmt —mt cosmt)dm

19, Conditions superflues et indispensables.
Commencons par des exemples trés simples. L’équation

0z 0r

(43) n

(01K, 0<i<oo),

avec les conditions
z(t,0)=2(t),  x(0,A)=h(1),
g'écrit, en symbole du calcul opératoire,
o' —sx="h(4),
ou la condition initiale est
z(0)=0.

En appliquant la méthode de variation des constantes, on
trouve facilement la solution générale

i
(44) 2(D)=e5(c+ [e™h(x)dx);
[
1a condition initiale entraine e=wv.
Cette solution a un sens, quelles que soient les fonctions v et &,
mais elle représente une fonction opératoire gui ne se réduit pas,
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en général, & une fonction paramétrique. Or, la solution qui n’est
pas paramétrique est inutile, lorsqu’il s’agit de Péquation (43).
Nous montrerons que.la condition que x(i) soit paramétrique
entraine quelques restrictions par rapport aux fonetions v et A qui
ne peuvent plus étre tout & fait arbitraires.
En effet, on peut écrire

v~fe-”*h w={o(t)+4(t, ),
ol
—h(t) pour O0<iILA,
0 pour 0O<CAL?.
Si 2(A) est paramétrique dans l'intervalle 0<<A<1, on a done
v(t)+9(t,A)=0 ponr 0<<iL]1,

y(t,1)={

d’olt
v(t)=h(t) pour O<i<I.

Si la fonetion % est donnée, la fonetion » lui est donc égale dans
Pintervalle [0,1] et n’est arbitraire qu'au deld de cet intervalle. Si,
réciproquement, la fonetion v est donnée, la fonction » est déter-
minée complétement.

La condition «(t,0)=wv(t) suffit donc seule pour déterminer
la solution de P’équation (43), ce qui est d’ailleurs un fait bien connu
dans la théorie élémentaire.

Considérons maintenant la méme équation (43) aveec les con-
ditions

(45) z(t,1)=0(),  ©(0,4)=h(1).
L’équation opératoire reste aussi la méme,
a'—sw="h(2),
mais la condition initiale est
z(l)=w0.

En substituant 1=1 dans (44), on a done

=e*fo+ [ h(x)dn),
0

d’olr
1
=6 — fe"“"h(x)dn
0

Sur les équations différentielles du caleul opératoire.

(%]
ot
St

et
2(A)=rve— N5 __ fe_("“”"h () de

La fonetion x(4) est éwdemment pqmmetuque et peut s'écrire
explicitement
. )={a(t, )},
ol
(f — <
2t 1) = ‘{’l(t A)  pour Ogll\g“!,
I{A—1t) pour O<Ci<A.

Dans le cas présent les deux fonetions v et i peuvent étre don-
nées arbitrairement, pourvu que v»(0)=4h(0) et v'(0)=h'(0).

Les conditions & origine sont introduites pour la seule raison que la
fonction «(t,4) soit dérivable. Or, ces conditions sont souvent négligées dans
les applications physiques, ol ce sont justement les solutions discontinues qui
ont une interprétation convenable. Ces solutions sont cependant dérivables
au sens opératoire done, & ce point de wvue, Iinterprétation opératoire est
mieux adaptée aux besoins de la physique.

Dans le premier des exemples précédents, la condition
2(0,A)=h(4)
est superflue; cependant, dans le second les deux econditions (45)
sont indispensables pour déterminer la solution.

Appelons généralement superflue chacune des conditions (37)
et (38) qui, étant négligée, les conditions restantes déterminent com-
plétement la solution de (36). La condition qui n’est pas superflue
sera dite indispensable.

Si Déquation (36) est pure et d’ordre m par rapport & i, chacune
des conditions (41) est indispensable.

11 suffit évidemment de montrer que, pour tout »;=0,...,m—1,
il existe une solution z(¢,1) de 1’équation homogéne

m n
6“'*"’9:

telle que
(a—xm(t,l)) =0 (x=12y, 0O<x<m—1),

et
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En effet, Ia fonction paramétrique

m
3 s
p=nx +1

z(l)= {m(t,/‘l)}= —_—
Zallﬂ s“

u=0
satisfait & P’équation opératoire

m
a @+ g o= Y a, s

p=rgt1

m
=Y a, .S'")
#=0

qui correspond & léquation et aux conditions précédentes. Cette
fonction. est évidemment la solution cherchée de (46).

On a encore la proposition suivante:

8i Déquation (36) est d’ordre n par rapport & t et si Vintervalle
(A1, %,) est fini, chacune des conditions (38) est indispensable.

Démonstration. Soit
(47) ay@™ .. a,x=0

Péquation opératoire homogéne correspondant i 1’équation (36).
Cette équation a p solutions linéairement indépendantes. Soit D(1)
le déterminant de Wroniski

w(A)  w,(d) l
D(A)= e
|20y ... sr-D(3) 1
formé de ces solutions.

Fixons arbitrairement un entier », (0<{x,<p—1) et désignons

par 4, (v=1,...,p) le mineur du déterminant D( (49) correspondant
3 Délément a;("o’(l) La fonetion

#(2)= ()[Alml(l)-i- -+ Ay, ()],

ol ¢ est un opérateur arbitraire, satisfait évidemment 3 Péquation
(47) avec les conditions initiales
M h)=c et #M(3)=0 pour ntny  (0Kup —1).

Les fonetions a,(A) peuvent atre supposées de la forme A*e¥?
olt w est la racine (logarithme) de Péquation caractéristique. Il
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s'ensuit que lopérateur ¢ peit &tre déterminé de maniére que la
fonction s™x(A) ainsi que ses dérivées s™wz'(A),...,s"z" 1(4) soient
paramétriques et que c={(1)} eC.

En posant o(A)={z(t,4)}, on aura

(at"w(t}”) B=0 pour x%=0,...,m—1

et
* cft our x=:
(g—m(t l)) :__{ #) #=3tg,
A=4 0 pour xFxy, 0<<e<p—1;

de plus, la fonction x(t,1) satisfait & 1’équation homogéne (46).

8i maintenant ax(f,4) est une solution de (36) satisfaisant aux
conditions (37) et (38), la somme x,(¢,1)4z(f,1) est encore une so-
lution de (36) satisfaisant & ces conditions, sauf & celle de (38) otr
x=nx,. Cela prouve que toutes les conditions (38) sont indispensables,
ear », peut étre choisi arbitrairement.

Quant aux conditions {37); nous avons déja vu qu’elles peu-
vent &tre indispensables ou superflues suivant le eas. On a le eri-
tére général suivant:

Pour que la condition (87), o x=:x,, soit indispensable, il faut
e il suffit qu'il existe une solution de Véquation homogéne

m n a 1 + "ﬂ’/‘
36’ a T
(56" 2 2w
satisfaisant auw conditions

(37) 2 2 s R

p#=0 »=0

(58" (Zoatt,n)_ =0,

0

{w(l) pour  x=xy,
0 pour  xFxy, 0K<a<m—1,

ol p(A) nest pas identiguement nulle.

Démonstration. Supposons que 1a, condition (37), o x=x,
soit indispensable. Alors il existe deux solutions de (36) a(f,1) eb
@,(t, ) satisfaisant aux conditions (37) et (38), sauf (37) oll x=1x,.
La différence z(f,A)=a, (t,A)— 2, (t,A) satisfait évidemment & 1’équa-
tion (36’) et aux conditions (37') et (38’), d’olt la nécessité de la
condition.

Studia Mathematica. T. XII. - 17
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Supposons maintenant qu’il existe une solution z,(¢,4) de (36)
satisfaisant aux conditions (37) et (38'). Si @#(f,4) est une so-
lution de (36) satisfaisant aux conditions (37) et (38), la fonction
@(t,4)+ 2o (t,4) satisfera & Péquation (36) avec les conditions (37)
et (38), sauf (37) oh x=x,. Cela prouve que la condition (37), ol
=2, est indispensable.
Te critére précédent est trés général, mais il est difficile de
Pappliquer dans les cas concrets. Nous en déduirons d’autres qui
seront mieux adaptés & des applications.

20. Equations logarithmiques.
Si Péquation (36) est logarithmique d’ordre # par rapport & 2,
le déterminant D{2) est d’ordre n:
() e (A)

2 (2)... 20 (2)
Désignons par D,(4) le déterminant que lon obtient de
D(4) en remplagant la derniére ligne 2 D(4),. ., a8 D(2) par
@y (Aq)y...52,(41); on a done

() .o@,(A)
Dip|
1(4) m(ln_z)(a) . mg;n:?)(z)
By(Ay) . @y(4y)
Supposons enfin que 1,=4,;. Cela posé, on a le critére suivant:
Etant donnde Véquation Zogtmthmzqaw (36) d’ordre m par rap-
port & A et dordre m par 'mpport & t, pour gque la condition (37),
ol x=xy, soit indispensable, il faut et 4l suffit qu'il existe wune
fonction continue numérigue p(A), non identiquement nulle, telle que
la fonction

P(A)=""1" —1f p(x .__.}ZL_{:L,Q dat,

D(4)
ot g est le plus grand nombre tel que a,,#0, soit paraméirique,
+»
Y(2)={P(t,4)}, et que toutes les derivdes partielles (%;5} Y(t,A) dor-
dres qui paraissent dams (36) soient continues.

»
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Démonstration. Remarquons d’abord que si la fonetion
Y(4) est paramétrique, il en est de méme de @(l)z-‘i—q?’(l), ol
>

ay=a,,8%4...+ ap,, et réciproquement; de plus, si la dérivée
gutr
otror”
ciproquement. :

Cela posé, supposons que la condition (37), ol z==x,, soit indis-
pensable. Alors il existe une solution z(f,4) satisfaisant aux con-
ditions (37’) et (38’). En posant z(4)= {x(t,l)}, la fonetion x(2) sa-
tisfait & 1'équation opératoire
(48) @™ +... +a,x=s"""1yp(l)
avee les conditions z(i)=...=a" D(1,)=0. Or, il est facile de
vérifier que la fonction (1) satisfait & cette méme équation avec les
mémes conditions initiales. En vertu du théoréme d’unicité, on a
done identiquement &(A)==z(2), >0l la nécessité de la condition.

Pour démontrer la suffisance, supposons maintenant que la
fonction W(A) soit paramétrique et que toutes les dérivées

Qutr
ot ox’
Alors il en est de méme de @(1) et —

uto
D(t,1), et Té-

R . a
¥(t,A) est continue, il t d é de ——
(t,4) , il en est de méme de Sar

PY(t,A) d’ordres qui paraissent dans (36) soient continues.
o+
atror
satisfait & Déquation (48) avec les conditions initiales nulles, il
résulte que D(t,4) satisfait & 1équation (36’) avec les conditions
(87') et (38"), d’olt la suffisance de la condition.
Le critére préeédent se préte bien & des applications pratiques.
Ezxemples. 1° L'équation hyperbolique
02z
0to
est évidemment restrietive. Les conditions initiales doivent done
&tre données sous la forme

(80) x(0,)=9(4),  @(t,0)=0().
On a dans ce cas

" @(t,4). Du fait que B(A)

(49) —z=0 (A0, £20)

D(A)=D;(1)=¢"
ef, en posant »,=0, p(1)=1,
4 mwooe
— (A= —__ )
yf(z)_zofe” =t

17*
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On voit que la fonction ¥(1) est paramétrique et que toutes

les dérivées partielles P(t,1) sont continues. Done, les deux

i Lad
ot or”
conditions (50) sont indispensables.

L’équation opératoire correspondante est
s’ —a="h(4),

avec la condition initiale %(0)=v. D’out la solution
A
o(2)=ve 1 [ h(A—x)e™dx.
0

En cherchant, par exemple, la solution de (49) telle que

(1) ©,(0,0)=0,  ®(t,0)=1,
on aura
z()=1e",
d’olt
tA [ N A
Bl A =1F — e o

11 2t T 3181

C’est Punique solution de (49) satisfaisant aux conditions (51).
.2¢ L’équation hyperbolique

0%z 0%z
(52) ﬁ_ﬁzo (0K, £220)
est neutre. Les conditions initiales s’écriront done
(83) #(0,A)=he(4),  2(0,4)=h(2),
et
2(t,0)=2,(1), @,(8,0)=w,(t).
On a maintenant
I e—sl gs).
D(l)zk —g—S  ggsh =28’
e—s). esl‘
D,(A)= =M gk
1( ) 1 1 | € [
et

2 1
W(l):%—l"nf(b({:)e(l—s)sdé-_%fw(f)e—u—ﬁ)sdg (#5=0,1).
0 0
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Pour que ¥(A) soit paramétrique, il faut donc que u(4)=0.
Il s’ensuit que chacune des conditions (53) est superflue. La solu-
tion est donc déterminée par I'un quelconque des triples de condi-
tions
#(0,)=hy(2), z(t,0)=2,(), u;(¢,0)=0,(t),
ou
mt(oyl):hl(l)v m(t,O):vo(t), wl(t,o)zv;(t).
L’équation opératoire, correspondant & (52), est
(54) 2" —§2p=—shy(A)— Ry (4)

avec les conditions initiales ®(0)=1v,, @'(0)="2,. Sa solution a la
forme 12)

i
@(A)=}(vg— o)+ § [ 602 [(x)+ Uhy () ]d
o

i
+ e (vo+ Ioy— [ e [h (x)-{—lhl(x)]dx).
0

Pour que x(1) soit une fonction paramétrique, il faut et il suf-
fit que la fonetion

a
Y(A)=vg+Io,— [ 67Tk () +Thy ()]
0

goit paramétrique, y(l)={y(t,l)}, et telle que y(i,4)=0 pour <A
Un calcul facile & effectuer montre que

y(t,A)=0,(t) + ftﬂul(r)dr— ho(t)—fhl(r)dr pour O0<I<<A
0 [
Comme A varie dans lintervalle 0<{A<C]y, il en résulte
(55) vo(t)+f@1(r)d1=h0(t)+fthl(t)dr pour 0<i<<Ay
0 0
qui permet d’évaluer la fonction h, lorsque h, est connue ef réci-
proquement.

En pratique on n’a pas besoin de se servir toujours de la mé-
thode générale, on peut cependant chercher des solubions parti-

12) T digcussion qui suit est due & M. 8. Drobot.
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culidres par les méthodes des §§ 8-11, ce qui permet d’écrire en-
suite la solution générale. Celle-ci peut étre facilement adaptée aux
conditions domnées.
30 L’équation

0t Bx | 0’

—_— 9 hatlhedpy —

soon Zaon Tam OTA=0
est restrictive. Les conditions initiales sont donec
2;1(0,4)=g,(3), Z1(0,4) — 2,,(0,4) =g, (1),

x(t,0)=1,(1), @y(t,0)=(?).

(56) (420, £20)

(57)
On a

Di=cxp (ri“;)"“p(“ =

et pour p(A)=1

a
g A8 [
=45 (1—1) Of{exp(lws) exp (E)} dE.

On voit que ¥(4) est une fonction paramétrique pour x,=0,1

. . o+
et que toutes les dérivées partielles —— v
toutes les conditions (57) sont indispensables.
Cherchons par exemple la solution de (56) telle que
#;,(0,4) =6, @2(0,2) — 2,,(0,2) =12,
o(t,0)=1-+2,  x,({,0)=2t.
L’équation opératoire correspondante est

"y sont continues. Done,

(58)

(59) (s—1)a"—m= (s —4l)e*+ A
et les conditions initiales
#(0)=1+20%,  2'(0)=2P.

Cette équation peut &tre décomposée en deux équations sui-
vantes

(s—1pa] —u,=(s—41) ¢,
dont des solutions particulidres sont

n(N)=0+2A)e ot ay()=—A

(8 —1)wy —wy=2
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respectivement. La solution générale de (59) est donec
#(1)=c, exp ( A ) + ¢, exp (~i—l——s) + (1421 e*—2;
en adaptant les coefficients ¢, et ¢, aux conditions initiales, on trouve
2(A)=—1(1—s)*sh i{_s + (1421t —1

5 A1 1 1
= (1421 )ez_u-’;;;!— (?+ et m)
et
m(t,l):(l—l—%)e‘—l“j” [1+e’(1+ o — tH )]
= (r—3)!
Cest Punique solution de (56) satisfaisant aux conditions (58).

21, Equations mixtes.

Nous avons vu, au § 14, que toute équation d’ordre absolu 2
aux coefficients réels est pure ou logarithmique. Il en est évidem-
ment de méme de toute équation de premier ordre. Done, toute
dquation mizte aux coefficients réels est d’ordre absolu Z=3.

L’équation

oy | 0w
(60) W+"a*t;=0 (t=0, 0<<AKA) -
est mixte lorsque n est impair et >3. Cette équation étant neutre,
les conditions initiales s’écriront
(61) z(t,0)=0(t), 2(0,2)="h,(2) (»=0,...,m—1).

Toutes ces conditions sont indispensables, car la fonction
B(t, A) =122 (3#,=0,...,m~1) satisfait & 1’équation (64) avec les con-
ditions initiales
1A% pour v=zx,

x(t,0)=0, ‘Et’(07]‘)={

0 pour v, ongr<n—1).

L’équation
on o
(62) ;’}—]Tf Btf 0 (=0, 0<<i<<h)

est mixte poub tout n naturel >3.
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Lorsque n est-impair, les conditions initiales sont (61) et le
méme raisonnement montre que toutes ces conditions sont encore
indispensables.

Si z,(t,4) et @,(¢,4) sont deux solutions de (62) satisfaisant
aux mémes conditions initiales sur P’axe des 1, leur différence

@ty 4) = 21(t,A)— %2(t, 4)
est encore une Solution de (62), telle que z,(0,A)=0 pour

»=0,...,n—1. En posant w(A)={x(t,4)}, la fonction =(1) satisfera
a Péquation opératoire

(63) 7™ —ghp=0.
La solution générale de cette équation est ce®’; on a done
2(A)=ce*
pour un ¢ convenablement choisi. Or, on a
#(0)=ceC et x(4))=ce*™e(,

d’ott il résulte que, pour o= {c()},

o(f)=0 pour 0TIl
Par conséquent, on a

@,(1,0)=2,(¢,0) pour 0<I<<A,.

Cela prouve que la fonction v(f) dans la premiére des condi-
tions (61) n’est plus arbitraire; elle est cependant déterminée dans
Pintervalle [0,4,] par les conditions restantes. En considérant
T’équation (62) dans le quadrant > 0, >0, la premiére des condi-
tions (61) devient superflue. i

Par exemple, Ia fonction o(t,4)=1 et Punique solution de (62)
qui existe dans tout’le quadrant ¢> 0, 120 et telle que #(0,2)=1,
2(0,4)=0 pour v=1,...,n—1.

Lorsque 7 est pair (>>4), les conditions initiales pour I’équa-
tion (62) sont

(64)  a(t,0)=104(t), @,(t,0)=1(t), p(0,2)=h,(2) (»=0,...,n—1).

Toutes. ces eonditions sont indispensables, ce qu’on voit de la
méme manidre que dans les cas précédents.
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Si @,(t,4) et z,(f,A) sont deux solutions de (62), la fonction
m(l)z{ml(t,l)—mz(t,l)} satisfait & DI’équation (63) avec des condi-
tions initiales nulles. Or, la solution générale de cette équation est
maintenant ¢, 6%+ cye™%, d’ott

Z(1) =0, 6% | o™
pour ¢, et ¢, convenablement choisis. On a
2(0)=0,4 €, B(2g) = €, 6204 06,
d’olx )
_ z(0)—a(dy) e
- 1—¢ %%

eC.

Cy

Il g'ensuit que ¢,e*eC pour 0<LA< A, et, par conséquent, que
a(f)=0 pour 0<t<Ay,
ol {c(t)}=e¢,. D’autre part, on a
x(0)=c,+ ¢, et z'(0) =86, — 86y,
d’ou
2e,=(0)+1'(0)
et enfin

i
o(t,0)+ [ @,(7,0)dr=0 pour 0<I<Ay.
]

Cela prouve que les fonctions vy{f) et v;(¢f) ne peuvent pas é&fre
arbitraires dans les conditions (64) et que I’expression

11
vy(t)+ [ vy () dv
0

est determinée dans I’intervalle 0<{f<<{4, par les conditions restan-
tes. Bn considérant 1’équation (62) dans le quadrant {20, >0,
chacune des deux premiéres conditions (64) est superflue ef, I'une
quelconque d’elles étant supprimée, les conditions restantes déter-
minent univoquement la solution.

Cherchons par exemple la solution de I’équation
0tz Otz
(65) GE o 0 (=0, 120),

satisfaisant aux conditions
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x(t,0)=1,
(0,)=0, @(0,0)=0, z,(0,1)=2¢" ,(0,1)=0.
L’équation .opéra.toi.re correspondante est

(66)

2 gtp— _ 956

et sa solution particuliére

La solution générale est donc

e

B(A)=0; 6F+ 0,674
s*—1
cette solution se réduit & une fonction paramétrique lorsque ¢,==0
et seulement dans ce cas. En déterminant la constante ¢, confor-
mément aux conditions, on a

et
x(t,l)zfe”(chtAG()st) pour 0<t<4,
1(i—2)5+ cos (f—2)+é'shi—e*eost  pour 0<<AE,
Clest I'unique solution de (65) satisfaisant aux conditions (66).
Dans le cas de I'équation mixte, nous ne connaissons pas de

condition nécessaire et suffisante analogue & celle du § 20. Nous

donnerons cependant une condition suffisante qui est applicable
dans beaucoup de cas particuliers.

Soit (36) une équation mixte dont I’équation caractéristique
a p (et seulement p) racines-logarithmes. Soit
Ly=agg™+... 4 a,2=0
Péquation opératoire homogéne correspondant i I’équation consi-
dérée (36). Cette équation a p solutions linéairement indépendantes

#y(A);...,@,(2). Désignons par D(A) le déterminant de - Wronski
(A ...mp(A)
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et par D(4,x) le déterminant qui s’obtient de D(x) en remplagant
la derniére ligne P V(x),..., 2P V(x) par #;(3),...,2,(}):

2 mp(e) |

| L R }
D(Z.,x)= m(lp—z)(%) - m;}l“z)(x) | .
€w1(}~) w4

Supposons encore que A,=41, et que g soit le plus grand nombre
tel que a,,70. Cela posé, on a le critére suivant:

Etant donnée Déquation (36) &ordre n par rapport & A e dordre
m par rapport & t, pour que la condition (37), ol x=2x,, soit indispen-
sable, 9l suffit que la fonction
D(4,%)
D)

b3
P(2)=s" | e,
}.l

ol M=m+p—n—g—xy—1, soit paraméirique et que toutes les déri-

+v .
vées partielles a’?ga—zv W(t,A) dordres qui paraisseni dans (36) sotent
continues.

Démonstration. Soient w,,...,w, les racines-logarithmes de
Iéquation Lw=0 et wy,q,...,w, les racines restantes. En posant
P(w)=ay(w—1wy)... (w—10,),

Py(w)= (0 —Wypyy) .- (w—w,),
et en désignant par L,x et Lyx les expressions différentielles corres-
pondantes, on a La=L,Lz.
On peut écrire
Lyap= a4 bV b,
ol
by p="Wpyy-- Wye

. , . )
Or, chacune des racines w,,;,...,%, & la forme d’une série con
vergente

v

Sy

»
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(voir §12), ot le plus grand exposant »/r est non inférieur & 1;
il sensuit que b, , se développe en une série

DB,
ot le plus grand exposant est non inférieur & n—p. Par conséquent,

le quotient s/b, , peut étre représenté comme une série convergente
M - v
s 3, se.
bn—z) y={M—n+p)e
s
Si (1) est paramétrique, il en est de méme de $(1)= a—W(z),
1ty an.
et réciproquement; de plus, si la dérivée 5er Y(t,A) est continue,

orty )
il en est de méme de M};(D(t,l), et réciproquement. On peut done

démontrer le critére en remplacant ¥ par &.
Si @(1) satisfait aux conditions imposées par le critére, il en
est de méme de s™* P(4), ol y>0. Par conséquent, la fonction
P
b

F(A) o= a,sfqi(z)
=0

n—n
gutv
est paramétrique, F(1)= {F(t,l)}, et les dérivées ——-= F(i,1) sont
! 0t"9A ’
continues. De plus, on a
3M+n—zz

LF(A)=L,L, F(3)=L, (*b

) — sm—q—zo—l.
n—p
Il s’ensuit que F(t,4) satisfait & ’équation (36’) avec les condi-
tions (37"), ot y(4)=1, et (38"). Or, cela prouve que la condition (37),
olt %=z, est indispensable.
Exemple. L*équation

fisk 8 0% 0%z

®n ovoe tomr —or taw =0 20 120

est mixte, car 1'équation caractéristique correspondante
stwt 4 dstw? —w? —452=0
a les racines

i, —1, 2is, —2is,
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dont les deux premiéres sont des logarithmes et les deux restantes
ne le sont pas. On a m=4, n=4, p=2 et ¢=2, d'olt M =—x,—1.
On a ensuite

e gl lg—t [

Il 5‘* =i [_ = st
D(a)= e leu‘—m’ D(l:”)—‘]e_u guj-—el“' g HA )’

23
P(H)=s"" [ shbedx,
0

et Von voit que W(A) est paramétrigue et que toutes les dérivées
Quty
W‘I’(t,l) sont continues, quel que soit »,=0,1,...

Il s’ensuit que toutes les conditions
422(0,2)=gy(4),  4x,2(0,2)=g,(),
2 (0,4)+ 422, (0,1) — 42(0, 1) =g,(4)},
@3 (0,2) + w2 (0, 4) —4, (0, 2) =g4(2),
@(t,0)=1v, (1), 2,(t,0)= v, (%)
sont indispensables pour déterminer la solution de (67).
Posons par exemple
Go(A)=0, g1(A)=4, ga(N)=g5(1)=0, vy ()=, (f)=0.
L’équation opératoire correspondante est
2L (4s* —1)z"— ds*r=4s?
et les conditions initiales: z(0)=x'(0)=0. La solution générale de
cette équation est
z(A)=c e 1.
En posant z(0)=2'(0)=0, on trouve ¢,=c,=4%; donc la solu-
tion cherchée est
B 14t

ot T ar

£(A)=chll—1=
et

75 1374
1121 " 34t FT

z(t,A)=
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(Yest DPunique solution de (67) satisfaisant aux conditions de-
mandées.

22, Remarqnes.

Ep terminant cet article, remarquons encore que la méthode
ici exposée peut &tre aisément étendue & d'autres problemes sur
les équations aux dérivées partielles (aux coefficients constants). On
peut par exemple discuter les conditions initiales discontinues ou
bien les conditions imposées sur trois (ou plus) droites du plan
des 1 et t. Or, Pétude systématique de ces problémes exigera un
nouvel article. Tei, nous nous sommes bornés & 1'étude des conditions
de Cauchy et des conditions plus générales de type analogue & (37)
et (38).
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Quelques propriétés ergodiques des fractions continues

par
8. HARTMAN (Wroclaw).

1. Le but de cette note est d’ajouter guelques résultats nou-
veaux aux théorémes concernant les développements des nombres
irrationnels en fractions continues; ees résultats se laissent déduire
de la théorie ergodique des fractions continues, établie par C. RYLL-
NARDZEWSKI !).

Soit (ol(x),cg(w),...) le développement en fraetion continue
réguliere d’un nombre irrationnel z de l'intervalle (0,1). Désignons
par &(x) la transformation (introduite par E. MARCZEWSKI) qui fait
correspondre & x le nombre (ey(x),¢5(x),...) ?).

Envisageons les suites

@) () + .. -Fcu(2)

A, (@)= ~ e B (n)=Vo(2) (@) ... 0,(a).

KHINTCHINE %) a démontré que, pour presque tout x (e’est-a-
dire & Pexception d’un ensemble de mesure lebesguienne nulle), on a

il 1 logn
Ii.rn Bn(‘r) =H (1 + ""““"‘) log2 .

2
a1 n*+2n

Un résultat analogue concernant la sunite A, (x) a mangué
jusqu’d présent. II a été démontré seulement que

1y C.Ryll-Nardzewski, On the ergodic theorems (II) (Ergodic Theory of
continued fractions), Studia Mathematica 12 (1951), p. 74-79.

2) Cf. S. Hartman, E. Marczewski et C. Ryll-Nardzewski, Théo-
rémes ergodiques et leurs applications, Colloquium Mathematicum IL. 2 (1950),
p. 109-123, surtout p. 117.

3) A. Khintechine, Metrische Kettenbruchprobleme, Compositio Ma-
thematica 1 (1935), p. 359-382, surtout p. 376. -
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