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(Yest DPunique solution de (67) satisfaisant aux conditions de-
mandées.

22, Remarqnes.

Ep terminant cet article, remarquons encore que la méthode
ici exposée peut &tre aisément étendue & d'autres problemes sur
les équations aux dérivées partielles (aux coefficients constants). On
peut par exemple discuter les conditions initiales discontinues ou
bien les conditions imposées sur trois (ou plus) droites du plan
des 1 et t. Or, Pétude systématique de ces problémes exigera un
nouvel article. Tei, nous nous sommes bornés & 1'étude des conditions
de Cauchy et des conditions plus générales de type analogue & (37)
et (38).

PANSTWOWY INSTYTUT MATEMATYCZNY
INSTITUT MATHEMATIQUE DE L’ETAT

(Regu par la Rédaction le 18. 1. 1951).
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Quelques propriétés ergodiques des fractions continues

par
8. HARTMAN (Wroclaw).

1. Le but de cette note est d’ajouter guelques résultats nou-
veaux aux théorémes concernant les développements des nombres
irrationnels en fractions continues; ees résultats se laissent déduire
de la théorie ergodique des fractions continues, établie par C. RYLL-
NARDZEWSKI !).

Soit (ol(x),cg(w),...) le développement en fraetion continue
réguliere d’un nombre irrationnel z de l'intervalle (0,1). Désignons
par &(x) la transformation (introduite par E. MARCZEWSKI) qui fait
correspondre & x le nombre (ey(x),¢5(x),...) ?).

Envisageons les suites

@) () + .. -Fcu(2)

A, (@)= ~ e B (n)=Vo(2) (@) ... 0,(a).

KHINTCHINE %) a démontré que, pour presque tout x (e’est-a-
dire & Pexception d’un ensemble de mesure lebesguienne nulle), on a

il 1 logn
Ii.rn Bn(‘r) =H (1 + ""““"‘) log2 .

2
a1 n*+2n

Un résultat analogue concernant la sunite A, (x) a mangué
jusqu’d présent. II a été démontré seulement que

1y C.Ryll-Nardzewski, On the ergodic theorems (II) (Ergodic Theory of
continued fractions), Studia Mathematica 12 (1951), p. 74-79.

2) Cf. S. Hartman, E. Marczewski et C. Ryll-Nardzewski, Théo-
rémes ergodiques et leurs applications, Colloquium Mathematicum IL. 2 (1950),
p. 109-123, surtout p. 117.

3) A. Khintechine, Metrische Kettenbruchprobleme, Compositio Ma-
thematica 1 (1935), p. 359-382, surtout p. 376. -
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10 pour presque tout z, on a EITIAH(QG):OO, ce qui est une con-
n

séquence de la relation lim ¢,(®)/n=oc valable pour presque tout = %),

4
20 lim as n2)_ 1
n logn log 2

%),
3% pour toute fonction croissante w(n), telle que w(n)<<n?
S §
et ém—) < oo, OL @, pour presque tout «,
, A,(m)=0(p(logn)) °).
Le résultat 1° peut étre amélioré & l'aide du théoréme suivant
de RYLL-NARDZEWSKI 7):
Bn posant G, (f,m)=n"[f(z)+F{8(@)+ ... +1 (6" ()], on a

1

1 f@)
2

log 20 1+2z

lim Gn(f) z)=

pour toute fonction réelle f(x) intdgrable (L) dans (0,1) et pour tout x
o Dexception dun ensemble E(f) de mesure 0.

2. Lemme. Si f(x) est une fonction mesurable non négative et
non intégrable (L), on a

@ lim @, (f,%) =00
pour presque tout . i
Démonstration. Posons
fN(w):{f(m), s.i He) <N,
N, si fla)>N.
On a évidemment, pour tout ¥ et pour tout z,
i G, (f,0) >1m 6, (f,0);

) F. Bernstein, Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf ein aus der

Theorie der sakuldren Siorungen herriihrendes Problem, Mathematische Anna-
len 71 (1912), p. 417-439.

f) A. Khintchine, loe. cit. ?), p. 377.
®) A. Khintchine, Einige Sitze iber Kettenbriiche mit Anwendungen

auf die Theorie der diophantischen Appromimationen, Mathemaiti
pefiodiagi PP , ematische Annalen

") C. Ryll-Nardzewski, loc. cit. 1),
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done, en vertu du théoréme de Ryll-Nardzewski, il vient, pour
xE€ ” B (f.N)’
N=1

. 1_ [ v
lim 6,0 >4 Of 2 i

1
dod Ton déduit (1), vu la relation f %—Ew—;dm—»oo.
1]

Théordme I. Pour presque tout x on a lim A, (r)=oo.
n

Démonstration. [a] désignant la partie entiére de o, posons
f(m)=c,(x)=[1/x]. Puisque f(x) satisfait & Lhypothése du lemme,
et @,(f,0)=A,(x), on a (1) et le théoréme I se trouve démontré °).

3. Examinons & présent les propriétés asymptotiques des
quotients ¢,,,/c, eb ¢,/6, ;-

Théoréme IL. On a, pour presque tout x,

.1 feq(m) | eg(x) ¢, 1(x)
hﬁ“?(a@ a@ T ~CH
=1iml(0—1(—m—) a@ f"—(f”l):oo.
n n\cy(x)  cy(®) Cpyp ()

Démonstration. Posons p(z)=c,y(x)/c. (@), p(@)=0,(x)/cy(T)-

Puisque
) 1 R 1Nt
wt] sl

on obtient

BN e BT

Nous allons montrer que ces deux fonctions sont non intégrables
(L) dans (0,1).

%) Le théoréme I pourrait &tre démontré aussi & I’aide d’un théoréme de

Khintehine; voir A. Khintchine, loc. cit. %), p. 368.

18
Studia Mathematica. T. XII.
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On a [1/s]=1 dans Pintervalle (1/2,1), done

fotwas=[[ = ]w> [
o(z)de = [——~]dm> (——* ——l)dw=oo.
12 1J2 1-w 1/2 1—o

Ainsi ¢(2) est non intégrable dans (0,1).

Afin d’établir ceci pour (), fixons un nombre « entre 0 et 1.
Soit J Vintervalle (1/(k-++1), 1/(k+a)) (k=1,3,...). Pour zed, on
a [ljx]l=k et 1/z—[1/z]>a, donc v(m)>ka, d’ol

1—a
z)de >ka ———— -
ka P G o) ek )
Il en résulte que
1 o k ] k
p(@)de>a(l—a) ) ——— > a(l— —_—
J 2Eranty” NGy

Cela étant, les fonctions g(z) et () satisfont & Ihypothése
du lemme. Pour déduire la thése du théoréme II, il suffit de tenir
compte de ce que

Culgs )= i('32(“) TH: L c—”i‘»@)

n\ey(®) ' glx) T o)
et
1 jey()  oy(m) ()
G = e 22 Ot B
n(W!m) n (02(3’}) —l 03(56‘) 61,,+1(a/'))

Le théoréme II montre que la suite {cn(w)} est, pour presque
tout z, fortement oscillante, ce qui n’est pas étonnant vu le résul-
tat de P. LEvy ), d’aprés lequel, pour presque tout z, tout nombre
naturel » apparait dans la suite {c,n(w)} avec une fréquence déter-
minde positive qui dépend de 7, mais non de z. Cependant, le
théoréme IT n’est pas une conséquence arithmétique du théoréme
de Lévy.

ARemarquons b cette occasion que Ryll-Nardzewski déduit
aussitét du théoréme de Lévy le résultat suivant:

.Th‘éoréme L. Btant donnée unme suite y,—>oo, la fréquence
des indices m, tels que ¢, (z)> Yny €8ty pour presque towt x, dgale & 0.

) P. Lévy, Théorie de Vaddition des varigbles aléatoires,

Le Monographies
des probabilités I, Paris 1937, p. 311-313. e
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Le théoréme III donne lieu & son tour au théoréme suivant
sur les approximations diophantiques:

Théoréme IV. p,(2)/q,(x) désignant la n-éme réduite de =
e p(n) une fonction qui tend vers Pinfini, soit {n,) la suite des in-
dices qui satisfont & Vinégalité
' Do (%) 1
— < -
@) | [ (@) P (g ()

La fréquence des n, est alors, pour presque tout xz, égale & 0.

Pour le démontrer, on doit tenir compte des inégalités bien
connues
_ P,(@) | 1 o @ny1(®)
4,(%) ‘ 2,(®) @11 () 2,(%)
et employer le théoréme ITI.

&

<2p44(%),

4. Envisageons encore une question d’autre espéce, mais étroi-
tement lide & cette méme théorie. Il s’agit- de la condition de
DUNPORD-MILLER %) (ou la condition (DM)) qui exprime une pro-
priété d'une classe de transformations d’un espace, pourvu de
mesure, en lui-méme; cette condition joue un réle important dans
la théorie ergodique.

Soient X un espace quelconque et u une mesure dénombra-
blement additive, définie dans un corps dénombrablement additif
M de sous-ensembles de X. Soit ¢ une transformation de X en
lui-méme. Admettons que, pour EeM, on ait ¢ *(E)eM et que
#(B)=0 entraine u(p~"(¥))=0. La condition (DM) pour ¢ et p
g’écrit alors:

a

LB+l Bl B < En(B)

pour tout BeM et pour tout m naturel.

RYLL-NARDZEWSKI a démontréy) que, pour X=(0,1) et p=4,
il existe une mesure »(E) définje pour tout ensemble mesurable

10y N, Dunford and D. 8. Miller, On the ergodic theorem, Transactions
of the American Mathematical Society 60 (1946), p. 538-549.
1y 0. Ryll-Nardzewski, loc. cit. ).
18%*
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(L) et invariante par rapport & 4, cest-d-dire telle que
»(B)=»(6"1(B)). Cette mesure satisfait & la relation
2 L pi<um) < — 13|
@ 2log2 DARUSTY TR
| B| désignant la mesure lebesguienne de X.
Puisque »(67(E))=»(E) pour i=1,2,..., il résulte de (2) que
|57HE)]  |574E)| »(6THEB) w(B)

3 — A L .
@ B @) (B 1B

<2 (i=1,2,...).

A plus forte raison, la transformation & obéit & la condition (DM),
u étant la mesure lebesguienne.

Nous nous proposons d’exprimer l'inégalité dang (3) explici-
tement, c'est-a-dire sous la forme d'un théoréme sur les grandeurs
arithmétiques lides aux fractions continues.

Théoréme V. Soit E, (n=1,2,...) Vensemble des nombres
naturels g tels qu'il existe un x satisfaisant & la condition g,(x)=q.
Pour geB,, soit B Vensemble des mombres naturels r tels qu’il existe
wn x satisfatsant aux conditions q,(x)=¢, ¢,.,(x)=r. Alors

1
by il
(4) 2D S22
ey, rsE,qL

Démonstration. En posant y==0""'(z) et en tenant compte
des propriétés élémentaires des fractions continues, on obtient, de

la définition de 9,
e Pip(®)+pi(w)y
G () +g;(2)y

Aingi §7%+)(y) est un ensemble dénombrable composé de tous les
nombres de la forme

(i=0,1,2,...).

Dig1+ DsY ,
Gt 9y

01:1 101.,;01.4,1,q,€,41,;+1 sont les numérateurs et les dénominateurs pos-
sibles de la ¢-8me et de la (¢-+1)-8me réduite, c’est-h-dire tels que,

icm
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pour un x€(0,1), on a PUX)=P; Pii(®)=Diy1, %LE®)=G et
Gi1(B) =i41-
En posant E=<{0,a), o 0<a<1, on a donc
Pyt Pia _ Pin]

5G| =
! @ 22 G T 4G Gl

1
=a22%+1(%+1‘mj’

ot I sommation s'étend & tous les nombres naturels g; et g;., tels
que, pour certain @e(0,1), on & g,(2)=q; b G41(8)=gs1, compte
tenu de ce que p; et p;,, sont déterminés d'une manidre univoque
par ¢; eb g, Vo les relations Pirrli—Gir1 Di=(—1) (€ Tssa)=1
et p,<g;.

On obtient, en vertu de (3) efi (5),

1
2imTaa

et, en faisant a tendre vers 0,

D=
ce qui est équivalent & (4), vu la signification de 2.

11 est facile de prouver que le théoréme V entraine (3) dans
le cas olL B est un intervalle; (3) subsiste alors pour tout ensemble
mesurable, comme on le voit aisément. Il y a ainsi une équiva-
lence compldte entre (3) et le théoréme V.

Rappelons encore & ce propos que Lévy a étudié expression

- 1
6) PP

n=1 geEy reE‘,IL

(8)

et en a montré la convergence pour a>>112), & savoir vers
ta)

¢(at1)

¢ désignant la fonction de Riemann.

1) P. Lévy, lec. cit. ?), p. 322-323.
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Lfvgfﬂéva,lue, au lieu de (6), une somme double, & savoir
2%’3 [r'*e, étendue & tous les nombres naturels s, 7, ol s<y
y

r

(s,?*)=1. Elle est égale & (6), parce que, pour tout couple (s,r), il
existe une valeur de # et une seule, donnant s=gq, ;(#), r=g,(x)
pour un z€é(0,1). La divergence de (6) pour a=1 est facile & ndé-

montrer, elle est d'ailleurs une conséquence immédiat
ovéaite 1o T e du résultat

(Regu par la Rédaction le 28. 11. 1950).

icm

Sur le mouvement plan du liquide visqueux, incompressible,
entourant une courbe simple fermée

par

W. WOLIBNER (Wroctaw).

Jenvisage dans ce travail le mowvement plan du liguide vis-
queuw, incompressible, remplissant tout le plan & Vextérieur d'une
courbe fermée O qui, sans se déformer, se déplace parallélement & une
droite, avec une vitesse dgale & 1Y), J’admets, pour simplifier, que la
courbe O posséde partout une tangente continue. Soit XY un sy-
steme de coordonnées 1ié & la courbe C, I'axe X étant paralléle a
la vitesse de C; soient u et v les composantes de la vitesse du li-
quide par rapport au systeme immobile XY, coincidant en ce mo-
ment avec le systéme XY ; soient p et R la pression réduite et
le nombre de Reynolds. J’admets que les forces extérieures newis-
tent pas. Ainsi seront satisfaites les équations suivantes:

o ou ou op 1 ( o2f 62]‘)
it [ £ DI e A Bt N ot 2
T Ve 05, T e TR A 1=3a Vo)
v v o ap 1
2 Lu— P4
(1) T D toe ==, TR
Bu_i_@
ox By—

1y ¢f. P. Udeschini, Ineompatibilits dell adesione completa al contorno

con la regolarita e le condizioni asintotiche euleriane per correnti viscose stazio-
nari, Atti Accad. Italia, Rend. CL sei. fis. mat. natur. (7) 2, p- 957-963.
P. Udeschini a démontré qu’il n’existe pas de mouvement permanent du
liquide visqueux, compressible, entourant un corps solide et y adhérant, qui
serait régulier & Vintérieur du liquide et qu’a Vinfini serait satisfaite la con-
dition

lim r%(v—veo) =0.

o>
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