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and hence N (F)>= g. If now F is any nonzero element of H™,
let t=||F}.,. Then
A A
ftrl o m, [

=4,

Therefore
A A
D)z, or <N
0

Now take any Ge(H)'. Then, taking F=T,G, we have FeH™,
[Pl =M. [G57], V.. (F)SN.(F), and so

A
M [G3r]< N (G).
o

This implies G ¢H=, which is a contradiction, by the falsity of Py(1).
The proof is now complete.
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Sur le produit de composition

par

J. G.-MIKUSINSKI (Wroctaw) et Cz. RYLL-NARDZEWSKI (Wroctaw).

Le but de cet article est de systématiser et de compléter cer-
tains théorémes sur le produit de composition

ab =f51(t—r)b(r) d.
o

1. Théorémes fondamentaux.

Théoréme 1. 87 les fonctions a et b sont définies presque par-
tout et sommables dans Vintervalle [0,T], il en est de méme de lewr
produst de composition et Pon a

ab=ba
dans tout point de [0,T] ok la valeur de ab (ou de ba) est determinée.

Théoréme 2. Si les fonctions a,b et ¢ sont définies presque
partout et sommables dans [0,T], on a

(ab)c=a(be)

dans tout point de [0,T] o la valeur de (ab)e [ou de a(be)] est dé-
terminée 1).

T faut remarquer que, dans les deux théorémes, 1'égalité des
fonctions est & entendre au sens stricte, ce qui est plus fort que
I’égalité & mesure nulle pres ).

1) Pour la démonstration des théordmes 1 et 2, voir par exemple
J.G.-Mikusinski, I’anneau algébrique et ses applications dans Vanalyse
fonetionnelle I, Annales Universitatis Mariae Curie-Sklodowska, Lublin 1947,
p. 9-11.
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2, Théorémes sur la continuité,

Le produit de composition de deux fonetions sommables est
discontinu en général; si, par exemple,

a— 0 pour O<E<CEy, b—-l 0 pour 0<CE<CHy,
ml (t—t,) 7 pour t,<t, —l (t—t,) 7% pour t,<<t,
alors
0 pour 0<t<t +Ha,

ab=
] Ig(t'ftl_tz)—m pour ity <t,

ol p=B(1/4,1/4) (fonction Beta d’Buler). Par condensation des sin-
gularités, on peut aisément construire des fonctions sommables
dont le produit de composition est partout discontinu.

Théoréme 3. Si les fonctions a et b sont sommables dans Vin-
tervalle [0,7'] et leur produit de composition est discontinu aw point
ty (0<<t, KT, alors il existe deun poinis 1,20 e 1,220 lels que t,-+1,=1,,
que la fonction a n'est pas bornde au voisinage de t, e que, en méme
temps, la fonction b n'est pas bornde au voisinage de i,.

Démonstration. Admettons le- contraire. Alors, en vertu du
théoréme de Borel et Lebesgue, on peut couvrir lintervalle [0,,]
par un nombre fini d’intervalles ouverts 4 tels que, dans chacun de
ces intervalles, P'un au moins des facteurs du produit a(t,—%)b(t)
est borné. Tl existe done » points

U< Uy < e ey <y uy=0, w,=ty)
tels que tout intervalle

est contenu dans l'un des intervalles 4. En écrivant le produit de
eomposmon ab comme une somme
Uy
c=ab= )_, f (t—7)b(z d1+fa(t—~r)b (v)dv

i=1 up_q

on a
e(ty+0)—e(to)
ty +0

m =3 f[a (toF6—7)—a(ty—7)1b(z)dv+ f @ (to+0—7)b(v) dv.

i=1 up—y 0

g SE<SU; (i=1,2,...,n)

icm
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I suffit de démontrer que chacun des termes du second mem-
bre de (1) tend vers zéro avec 6-0.

Lorsque 6 est assez petit, 'un au moins des facteurs dans la
derniére intégrale de (1) est borné; I’autre facteur étant sommable,
lintégrale s’annule pour 6-—0. Considérons maintenant l'intégrale

ug
@) [ Talte+0—7)—alty—7)1b(v)dz
Ui
Si le facteur b(z) est horné, soit par M, intégrale (2) est abso-
lument inférieure &
U
M | t0~l—0 —1)—afty—1)|dz,
Ui
et, par conséquent, ’annule pour f#—0. Dans le cas contraire on
écrira lintégrale (2) dans la forme de somme
wi—3+6 w0
[ alto+0—n)b(r)dr— [ alte+I—7)b(z)dv

U—1

(3) Tf

U1,

o—7)[0(z+6)—b(z)]1d7 ;

les premiers facteurs sous les signes intégrales étant, pour 6 assez
petit, bornés dans les intervalles d’intégration, on conclut, pareil-
lement que tout &4 I’heure, que chacune des intégrales (3) s’an-
nule pour 60— 0.

Or, il faut remarquer que l'intégrale (2) me peut pas étre re-
présentée dans la forme (3), si ¢=1 et §<<0; en effet, la limite u, ;0
dans la premiére des intégrales (3) est alors négative et la fonction
4 intégrer est indéterminée dans lintervalle d’intégration. Dans ce
cas, on représen'te Tintégrale (2) dans la forme d’une somme

—8 u—b
~j alto—7)b(z)dr+ [ a(ty—7)b(z)dr
0

Uy

— [ alto+6—) [b(r—6)—b(x)]dr,
0 .

dont chacun terme $’annule pour 6-—0.
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On arrive ainsi & la conelusion que le produit de composition
est continu au point %, ce qui prouve, par contradiction, le
théoréme 3.

Corollaire 1. Si les fonctions a et b sont sommables dans Uin-
tervalle [0,T] et 8 DPune quelconque delles est bornée, alors leur pro-
duit de composition est continu dans cet intervalle.

Corollaire 2. Si les fonctions a ¢ b sont sommables dams Vin-
tervalle [0,T] et continues sauf

(a) un mombre fini de poinis,

(B) un ensemble dénombrable de poinis,
alors il en est de méme de lewr produit de composition.

Théordme 4. Si la fonction a est p-sommable (p>1) et si la
fonction b est g-sommable (g>>1) dans [0,T], ot 1/p-+1/g=1, alorsleur
produit de composition ab est continu dams [0,T].

Démonstration. Posons c=ab. En vertu de linégalité de

Holder on a
\pdr) ( G |%)

1
»

12
jott-+0)—o(0) < [latr-+0)-
0

t+0 1

f|b r)|‘7d1["

+‘ [ lalt—) Pz

i—0

d’ou le théoréme.

Remarques. 1° Le corollaire 1 peut &tre considéré comme
un cas limite du théoréme 4: p=1, g=o0. 2° On peut généraliser
le théoréme 4 d’une maniére analogue & celle du théoréme 3 qui
généralise le corollaire 1. N

3. Théorémes sur la continuité absolue.

Nous donnerons maintenant certaines conditions suffisantes
pour la continuité absolue du produit de composition. Ces con-
ditions seront énoncées dune fagon non symétrique, mais, grice
4 la commutativité du produit de composition, les réles des fon-
ctions @ et b peuvent 8tre inversés dans chacun des théordmes.

Théoréme 5. S a est & variation bornée et si b est continue
dans [0,T], le produit de composition ab est absolument continu dans
[0,T] et sa dérivée $’exprime par la formule

12

fa(t——r)db(r)-{—b(O)a(t).

0
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ot
;3

Démonstration. Il suffit de prouver que

i i 12 1
(4) [at—2)b(z)dr= [au fa(u—=)ab(z)+b(0) [a(z)dr.
0 0 [} 0
Cette identité s’obtient aisément dans le cas olt b est absolu-
ment continue, car on a alors

13 u {4 u
fdufa(u—r)db(1)=fdufa(u——r)b'(r)dr: fa(t—-r)dr
0 0

—fat )b

Lorsque b est continue, mais non absolument continue, il exi-
ste une suite b, de fonctions absolument continues qui converge
uniformément vers b et ’on parvient & (4) en faisant tendre n vers oo.

Théoréme 6. Si a est sommable et si b est absolument continue
dans [0,T), lewr produit de composition ab est absolument continu et
sa derivée s'ewprime par la formule

i

(8) [at—o)b'(z)dr+5(0)a(

0

T

[b'(w)du

0

7)dr—b(0) fa (r)dr.

Démonstration. Le théoréme résulte de I'identité
14 u 1 2
[au [ a(u—n)b'(z)dx = [a(t—=)b(z)dr—b(0) [a(x)dz,
0 0 0 0

qui s'obtient de la méme maniére que dans la démonstration du
théoréme 5.

Théoréme 7. S8i a est & variation bornde et si b est absolument
continue dans [0,T], le produit de composition ab est absolument
continu dans [0,T); sa dérivée ewiste partout, sauf sur un ensemble
dénombrable au plus, et s’exprime par la formule (5).

La démonstration est évidente.

4. Théorémes sur la dérivabilité continue.

En appliquant la méme méthode de démonstration, on par-
vient aisément aux théorémes suivants:

Théordme 8. Si a est continue et si b est absolument continue
dans [0,T], leur produit de composition est contindment dérivable
dans [0,T] et sa dérivée Sewprime par la formule (5).
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(=23
(=1

Théoréme 9. Si a est bornde, st b est absolument continue
dams [0,T] et si b(0)=0, le produst de composition ab est contindment
dérivable dans [0,T]; sa dérivée s’exprime par Vintégrale

i
(6) fatt—2)b'(z)dx.

Théoréme 10. S¢ a est sommable, si b satisfait & la condition
de Lipschitz dans [0,T7] et st b(0)=0, le produit de composition ab est
contintiment dérivable dans [0,T7] et sa dérivée $cxprime par Vintd-
grale (6).

Théoréme 11. 8% a est m fois contindment dérivable dans
[0,T'] et posséde, au point t==0, un zdro d’ordre p (p<<m) et si b est n
fois dérivable dans [0,T'] et posséde, au point t =0, un zéro d’ordre
q(g<n), alors le produit de composition ab est r fois contindment dé-
rivable dans [0,T], o » est le moindre des mombres

m—+q-+1, n-+p--1.

Corollaire. 87 a et b sont inddfiniment dérivables dams [0,T'],
il en est de méme de lewr produit de composition.

Théoréme 12. 8% a est indéfiniment dérivable dans [0,T] et
aP(0)=0 (4=0,1,2,...) et si b est sommable, le produit de compo-
sition c=ab est indéfiniment dérivable dams [0,T7 et ¢(0)=0
(i=0,1,2,...).

m-n,

5. Tableau de certaines propriétés.

Introduisons, pour les classes de fonctions, les désignations
suivantes:

L — sommables,

L — p-sommables,

B — bornées,

VB — & variation bornée,

¢ — continues,

AC — absolument continues,

Lipsch. — satisfaisant & la condition de Lipschitz,
c, — n fois continfiment dérivables,

G, — indéfiniment dérivables.
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Cela posé, certains des résultats précédents peuvent étre mis

en tableau suivant:

Fonction o Fonction b Produit de comp. ¢=ab
L L L
B L (o}
o) 1/p+1/g=1 i @ I}
i
¢ \ VB AC
AC L AC
AC
y VB non dérivable sur un
40 ensemble dénombrable
au plus
AC o] 0,
A0
a(0)=0 B Cy
Lipsch.
a(0)=0 L o,
C’lll . Gﬂ Cr
ati)(0)=0, b (0)=0, r=min (m--n, m+g+41,
1=0,1,...,p—1 i=0,1,...,9—~1 n+p-+1)
O Oee Coo
Coo” - Cee
al?(0)=0, L ¢ (0)=0,
i=0,1,2,... 1=0,1,2,...
(Begu par la Rédaction le . 1950).
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